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| Exponentielle d’'une matrice carrée

Onnote N, R et C les ensembles des nombres entiers naturels, des nombres
réels et des nombres complexes respectivement. On note R[X] I'ensemble
des polynébmes a coefficients réels; X étant une variable indéterminée. Pour
tout n € N, on note R,[X] 'ensemble des polyndmes de R[X] de degrés infé-
rieurs a n; et M,(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients
dans R. On agit semblablement avec C au lieu de R.

Dans la suite, n désigne un entier naturel supérieur a 2. On note D I'en-
semble des matrices diagonales de M,(C); NV I'ensemble des matrices nil-
potentes de M, (C); et U 'ensemble des matrices de M, (C) qui s’écrivent

I, + N, ou N € N, dites matrices unipotentes.

I-A Exponentielle d’une matrice (carrée) diagonale

Pour tous complexes di, . . ., d, on note Diag(d;, ..., d,) la matrice carrée

1. Montrer que pour tous D;, D, € D, exp(D;1 + D5) = exp(D1) exp(Ds).

L'exponentielle complexe réalise un homomorphisme de (C, +) dans (C*, x).

Donc le résultat suit par définition.




2. Montrer que I'ensemble {exp(D) : D € D} est exactement I'ensemble . , . , .
g {ee(D) } I-B Exponentielle d’une matrice (carrée) nilpotente

des matrices de M, (C) qui sont diagonales et inversibles.

Pour tout N € N, comme la suite de matrices (N*)en est nulle & partir
Soit D € D. Alors exp(D) est une matrice diagonale inversible d’aprés ce
d’un certain rang, on pose
qui précede.

XNk 1 1 1
exp(N) = S =t N+ 5/\/2 + §N3 +--- (somme finie)
Soit 4y, ..., 0, € C*. Choisissons, pour tout k € {1, ..., n}, dy € C tel que k=0 : : :
exp(di) = by (car 6x # 0). Alors On s’intéresse a l'application ® : N' — M, (C), N +— exp(N).
. _ 4. Montrer que pour tous N, A € M,(C),si N € N et AN = NAalors NA € N.
Diag(6y, .- .., On) = DLag<exp(d1) ..... exp(d,,)) =exp (Dtag(dl ..... dn)>
- Soit N, A € M,(C). Supposons que N € N et AN = NA. Comme N € N,
soit k € N tel que N* = 0. Alors,
3. Soit D € D. Montrer qu’il existe au moins un polynéme P € C[X] tel que
k Kk pk K
P(D) = exp(D). Donner un majorant du degré minimal d’un tel polynéme. (NA)* = NTA® = 0A" =0 car AN = NA.
Prenons D € D, quelle qu'elle soit. Nommons di, ..., dn, € C tels que =
D = Diag(d, . .., dyp). Nommons r € N* le nombre d’éléments de l'ensemble
{di,..., dn}, et 61,..., 0, € C ses éléments distincts. Nommons alors P 5. En déduire que pour tout N € N, exp(N) € U.
Lunique polyndme d'interpolation de C,_,[X] qui prend aux points 3y, . .., 5 Soit N € NV. D'aprés la formule définissant exp(N), soit A € M,(C) tel
les valeurs exp(d1), .. ., exp(6,) respectivement. Alors que exp(N) = I, + NA et AN = NA. Alors NA € N d'aprés ce qui précede.

Donc exp(N) € U.
Vd e {d,..., dn}. P(d) =exp(d).

Donc P(D) = D.

6. Montrer que toute matrice U € U est inversible et exprimer son inverse en
De plus, le degré minimal d'un tel polyndme est strictement inférieur au
fonction de U.

nombre d'éléments distincts de la diagonales de D.
[A l'aide du lemme fondamental de la dimension on peut montrer que si une matrice

carrée d'ordre n est nilpotente alors sa puissance n-iéme est égale a la matrice nulla]
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Soit N € N. Choisissons k € N* tel que N = 0. Quitte & considérer celui des
entiers k et k + 1 qui est impair, supposons k impair. Alors |, = I, — (—N)¥.
Donc, comme I,N = NI, d'aprés les identités algébriques de référence (ici la
formule de Bernoulli), I, + N est inversible d'inverse égale a Z (—1)*NE.

0<e<k—1
Donc, toute matrice U € U est inversible d’inverse éqgale a

U= (DU~ 1)

£eN

Aussi certains ont trouvé la formule

utt= > (Z)(—l)llu“.
2e[1,k]

quel que soit k € N* tel que (U —1,)* =0,

. Montrer que pour tous Ny, No € M,(C), si Ny € N, N, € N et NN, =
No Ny alors Ny + N € V.

Soit N1, N> € M,(C). Supposons que Ny € N', No € N et Ny No = NoNjy.

Soit k € N. Alors, comme Ny N, = NN, d'aprés les identités algébriques

de référence (ici la formule de Newton),

k k
(e = 3 (= 3 () meen
o<e<k 0Lk
0<k—E<k —1
0Lk —1
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Ou ki, ko € N* sont tels que NI = 0 = N£. Or, pour tout £ € N,

D'ou,

k
VKEN,  k>k+hk —2 = (N1+N2)k=Z<Z)NfeN§=O-

2e0

D'ott (Ny + No)Rthe=l — 0 avec ky + kp —1 € N.

8. Soit N1, N, € N. Montrer que si Ny N> = No Ny, alors

exp (N1 + No) = exp (Ny) exp (Na).

[Subtilité/ Vérifier qu'on obtient la méme valeur en sommant sur une partie tri-
angulaire de N x N ({(i,j) : 0 < i+ < a+ b}) quen sommant sur une partie

rectangulaire ({(i,j) : 0 < i < a,0 < j < j}), la premiére partie comprenant la

seconde, ici, les termes en plus sont nuls. ] Supposons que NNy, = NoNy. Avec
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les notations précédentes,

o) X o)

0<li <k —1 2—1

= Z i/\/1 1 Yy
0Kl <ki— Qal = 6!
0<lr<ko—1

1 1
Z Z N Nf Z—N (Partition des indices)

0<k<ki+ko—2 0<l1<ki—1
0ok —1
U1+lr=k

Z l Z (41 + £2)! /\/fl /\/52
k! 1451
0<k<kithko—2  0<br<ki—1 &ile
0<t<ka—1

L1+l=k
1 (81 + £2)! ) ) .
O<k<kithko—2 = o<tick L2
0<br<k
li+lr=k

1 k
ORI <£2>/\/1ke2/\/§2

0<k<ki+ko—2 " 0<lo<k

1
D (MMt (NN = Nay)
0<k<ki+he—2

Autre rédaction :

Pour tout (k,£) € N x N, posons

Mye =

Alors la famille de matrlces(/\/lkvg : (k,£) e Nx N) est a support fini (inclus

dans [0, ko + k1] x [0, k1]). Donc, d'aprés les propriétés d'algébre générale
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(ici, l'associativité et commutativité générale de l'addition matricielle),

+oo +oo
D M=) M
(k,)ENXN k=0 £=0
ET
+00 +00
D M=) > Me.
(k) ENXN £=0 k=0
D'une part,
400 400 400k

ZZMM—ZZ kl( )Nf‘eNﬁzexp(NH—Nz) .

k=0 £=0 k=0 £=0

D’autre part,

+oo +oo +oo +oo 1 +oo +oo 1
ZZ My = ZZ = Z)' e— Z Z EN{( 7 = exp(Np) exp(Ns) .
£=0 k=0 £=0 k=¢ £=0 Kk'=
D'ou le résultat.
-

9. Soit N € N. En déduire une expression de l'inverse de exp(/N) en fonction

de N.

D'aprés 5 et 6, exp(N) est inversible et

op(N) " = 3 (~ 1) (exp(N) — 1)

£eN

Puis, d'aprés 8, exp(N) ™! = exp(—N); donc

1y
exp(N)™t = Z %Né

£eN
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Soitme N*; L(X) =)

~ (D
k

m
1
XK et E(X) =) ﬂ><k de R,[X].
k=1 k=0

10. Monter que

Vxe]l—1;1, E(L(x)=1+x4+x"e(x)

ou ¢ est une certaine fonction de ] — 1; 1] dans R de limite nulle en 0 .

Soit x €] — 1; +o0o[. On a alors

puis

IN(1+x) =L(x)+x"e1(x) et L(x)=xbi(x) (voir plus bas);

= (14 x)exp ( — x’”sl(x)) — xMesz(x)

= (1+x) (1 — XMey(x) — x’”al(x)s4( - x’”el(x)) )

— x"Mes3(x)

11.

=1—-x"ei1(x) — xmsl(x)54( - x’”sl(x)>
+ x — x"xey(x) — xmxsl(x)s4( — x’"sl(x))
— x"es(x)
=14 x+ x"es(x)
Ou les €; et by sont des fonctions définies autour de 0, avec les premiéres de
limite nulle en ce point, et la derniére bornée autour de ce point.
En exemple (rappel), on peut définir €1 ;] — 1; +00[—] — 00; +00[ comme
suit :
(In(l + x) — L(x))/x’” six#0
Vx €] — 1,400, €1(x) =
0 sinon
et €5 ;] — 0o; +oo[—] — 00; +oo[ comme suit :
(eXp(y) - E(y))/y’” sty #0

Vy €] —oo;+oof,  e2(y) =
0 sinon

En déduire que

m
k=0

ou Q est un certain polynéme de R[X].

| —

(LX) =14+ X 4+ X"1Q(X)

=
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Nommons R et Q le reste et le quotient de la division euclidienne du

polyndme E o L par le polynéme non nul X™t Alors, E(L(X)) = R(X) +
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X™1Q(X), avec deg(R) < m. Donc

Vx €]l —1;1, E(L(x))=R(x)+x"xQ(x)=R(x)+ o (xM).

x—0
Dong, par unicité des coefficients d'un développement limité a lordre m, R(X) =

1+ X.

12. En déduire que U est 'ensemble image de I'application ®.

Soit N € N. Choisissons m € N* tel que N™! = 0. Posons Ny =
m
1 k—1
Z(TN’(. Alors, comme plus haut, Ng = NA ot A € M,(C) avec
k=1
AN = NA; donc N € N. Puis, d'aprés ce qui précede, |, + N = exp(Np).

Clest que tout élément de U s'écrit exp(Ng) avec Ny € N. Or, d'aprés 5,

tout élément de cette forme est de U/.

Lexponentielle d’une matrice carrée apparait notamment lors de la résolu-
tion d’'un systéeme d’équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients
constants (programme de deuxiéme année). Et les EDL's sont indispensables
pour décrire les évolutions des phénomenes naturelles.

Ici, on n’a pas traité de I'exponentielle d’une matrice complexe en général.
En deuxiéme année, on pourra définir 'exponentielle matricielle comme appli-

cation de M ,(C) — M ,(C) a l'aide de limites (évidemment) puis on pourra
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montrer (avec peine, via la décomposition de Dunford-Jordan) que cette ap-

plication induit un homomorphisme surjectif du groupe (M,(C), +) dans le

groupe (GL,(C), x).

DEBUT <.
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