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Aux matheux, les gens demandent tres souvent geectes tartes, mais pas seulement... Un
parent de ma femme m’a demandé un jour si je peuuiafournir un planning de rencontres
pour un tournoi de belote, de fagon a ce que chpuigse faire équipe au moins une fois avec
chacun des autres joueurs.

Sachant que la belote (comme le bridge) se jowgir édquipes de deux joueurs, la premiere
idée qui m’est venu a 'esprit est d’organiserbaropionnat de sorte que chaque paire de

. . . _ . nn-1 . .
joueurs joue une partie et une seule. S'ilnjaueurs, il y aC? :% paires de joueurs,

et le championnat comportera dogw rencontres entre deux paires de jouearsioit

donc étre de la formekdu & + 1. Le probléme se visualise alors bien en c@énaitt le

graphe dont les sommets sont les paires de joudrug,sommets étant reliés par une aréte si
les paires de joueurs correspondantes sont disgiRiar exemple poar=4 ou 5, les joueurs
étant numérotés de Inales graphes correspondants sont ceux de la figueedbuxiéme

étant I'élégant graphe de Petersen de la figure 2 :
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13 24
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14 23
L o
fig 1 fig 2

Un championnat sera possible s'il existe dansdelye ce que I'on appelle un « couplage
parfait », c’est-a-dire un ensemble d’arétes ngacathites dont les extrémités recouvrent tous
les sommets du graphe. A chaque aréte de ce ceupbagespondra une partie de belote ; par
exemple dans le graphe du cas 5, nous avons épaissi les arétes d’'un coupladaip
possible, ce qui donne les 5 parties :

12-35 (équipe formée des joueurs 1 et 2 canugpe formée des joueurs 3 et 5)
13-45;

14-23;
15-24,
25-34.

Pour le ca® = 8, une série de 14 parties possibles, obtenueniafiiquement, est :
12-46;38-57

13-27;

14-23;56-78

15-26;47-58

16-24;
17-28;25-34
18-35;
36-45;
37-68;

48-67;



On trouvera dans I'encadré 1 une démonstratioradiMej ciech Bienia utilisant un théoréme
de théorie de graphes montrant que le probléemepguss&de toujours des solutions.

Encadré 1 : Un théoreme d’Erdos et Gallai (1950)2¢ p. 203) dit que si dans un graphe
simple, le degré de chaque sommet est supérieg@galla la moitié du nombre de sommets, le
graphe posséede un circuit hamiltonien, c’est-a-glir@arcours fermé sur les arétes du graphe
passant par tous les sommets ; il posséde alad@nh@nt un couplage parfait, en prenant une

aréte sur deux du circuit hamiltonien. Or ici, &gt des sommets &3f ,, et

9+4/33

2
toujours des solutions powr= 8, et comme on a vu qu'’il en posséde poar4 et 5, il en
posséde toujours (remarquons que le graphe desBetee posséde pas de circuit
hamiltonien, bien qu’ayant un couplage parfait).
fin encadré 1

2C2,2C? = n°-9n+1220 = n=

n-2 =

= n=8. Le probleme posé possede donc

Cependant malgré la beauté des mathématique®atilisi, ce championnat n’est guere
satisfaisant en pratique : en effet dans I'exerdplené précédemment, lorsque la partie 1 3 —
2 7 alieu, les quatre autres joueurs doivent diteenar aucune partie n’est prévue pour eux.
Je me suis donc demandé si on pouvait rajouterirainte qu’aucun joueur ne reste inactif.
Cela implique que le nombre de joueurs soit unipielde 4 ( = 4k), et que Iesk(n—l)

parties soient regroupéeser 1 sessions ou « rondes »ldearties simultanées.

Ceci ressemble beaucoup a l'organisation d'un chammat de football, et je me suis souvenu
d’un article du hors-série de Tangente sur le {8kp. 29) qui donne la méthode suivante :
placer les équipes (pour nous ce seramgsueurs) dans un tableau a deux lignes :

1 n=4k|4k—-1 X+3 | X+2
2 3 4 | ... 2k 2k+1
L mmm
qui représentera la premiére ronde (les rencostrdisant verticalement). Les— 2 autres
rondes sont obtenues par des rotations dans lalssrikeches indiquée numeéro 1 restant
fixe dans sa cas€’est grace a cette astuce que chaque joueuwsnmt¥eca chaque autre
exactement une fois (si le 1 tournait avec leseautes joueurs ne rencontreraient que la
moitié des autres, deux fois). On peut imagineraputableau est un jeu de taquin, le trou
étant a la place du 1.
Pour les parties de belote, il suffit de regrougEux rencontres successives. Par exemple,
pourn = 8, le tableau de départ est

-->
1 8 7 6
2 3 4 5
L
ce qui donne les parties (bien remarquer les patious qui se lisent verticalement) :
12-38;47-56
13-42;58-67
14-53;62-78
15-64;73-82
16-75;84-23
17-86;25-34
18-27;36-45

Ce qui est remarquable, c’est que cette méthotietoent élémentaire une fois qu’on la
connait, donne en méme temps une réponse affirenatiyoremier probléeme, que nous avions
résolu a I'aide d’'un théoreme de théorie des grajpssez pointu ! Comme parfois en maths,
il est plus facile d’en avoir plus que moins ; paemple, il est parfois plus facile de
démontrer I'existence d’une infinité d’élémentsediexistence d’au moins un.



Cette méthode a en fait été trouvée par Edouardd, i a présenté en 1883 dans son livre
de mathématiques récréatives ([5] p. 176) le probléous I'habillage suivant : las=

2p demoiselles d'un pensionnat se proménent toysuesen rang par deux. Comment les
disposer pour qu'em—1 jours elles n‘aient pas deux fois la mémeineis

Il présente sa solution sous une forme un peu
différente de celle que nous avons vue : la
premiére demoiselle est au centre d’'un cergcle
sur lequel sont réparties las- 1 autres en
formant un polygone régulier. Le premier
jour, la demoiselle 1 sera avec la 2, et on peut

représenter leg— 1 paires de demoiselles /T\
8 3

restantes par des cordes du cercle ; les pajres {
1

de demoiselles des jours suivants seront
obtenues par rotations d’un- 1 ieme de tour
vers la droite. La condition que les
demoiselles n’aient jamais la méme voising
équivaut alors a ce que les- 1 cordes aient
toutes des longueurs différentes. Et
effectivement, les cordes qui correspondernt a s : 5
la méthode vue plus haut avec le tableau 3 fig 3
deux lignes sont bien toutes de longueurs
distinctes (voir figure 3 dans le cas 8).

Il reste cependant encore une imperfection datwikmoi de belote obtenu : dans I'exemple
donné avec 8 joueurs, on peut remarquer que «8fpia « 2 » comme adversaire, mais qu'il
n'affronte jamais « 6 ». Serait-il possible d’orgaan un tournoi ou chaque concurrent ait
exactement deux fois chaque autre comme adve(saim@oi que nous désignerons dans la
suite comme tournoi « parfait ») ?

Avec la présentation géométrique que nous avonscelg revient a ce que parmi les cordes
reliant chaque joueur a ses deux adversaire®rilait exactement deux qui soient de la
méme longueur.

W. W. Rouse Ball a publié en 1922 dans son livreédecations mathématiques ([6] page
222) des solutions pour les qas 8, 12, 16 trouvées en 1890 par un joueur de Whistétre
du bridge) du nom de Safford, mais il indique qo&l connait pas a cette date de méthode
générale.

Ces solutions sont :

- pourn =8 :

12-35;48-67;
13-46;52-78;
14-57;63-82;
15-68;74-23;
16-72;85-34;
17-83;26-45;
18-24:;37-56;

Les longueurs des cordes
noires sont toutes distinctes
et celles des cordes rouges
apparaissent deux fois

exactement : la solution de
Safford est bien une solutign
du probleme posé




- pourn =12 (nous n’indiquons que la premiére ronde, lesealwge déduisant par
permutation) :

12-67;312-410;59-811,;
- pourn=16:

12-127;34-610;513-1614;811915

Admirons la prouesse de déterminer ces solutioms is@yen informatique !

Beaucoup plus réecemment, mon collégue Alain Escalfait un programme qui a permis de
trouver toutes les solutions qui s’obtiennent pamnutation comme les solutions précédentes
(appelées solutions cycliques) jusqn’a 12 et certaines solutions jusqua 24 .

Pourn =8, ilyen a 6 ; qui se classent en deux grougiables par permutations d’équipes
(nous n’indiquons que la premiéere ronde) :

12-35;48-67 et 12-48;35-612-67;48-35;
et:

12-37;45-68 et12-45;68-371&4-68;37-45;
Pourn=12, il y en a 20 ; en voici une, différente @#leci-dessus :

12-45;310-79;612-811,

On trouvera sur le sitattp://www.durangobill.com/BridgeCyclicSolutionsnitde
nombreuses autres solutions, jusqu’a 76 joueurs.

Ce n’est qu’en 1970 qu’a été démontré par R. Msbt¥ilet R. D. Baker I'existence d’un
tournoi parfait (non nécessairement cyclique coroe& que nous avons vu) pour toute
valeur den multiple de 4. La démonstration se trouve dangliMre dans lequel on trouvera
nombre d’autres types de tournoi.

Bizarrement, cette démonstration utilise les toisraok + 1 concurrents, avec les mémes
contraintes, sauf qu’a chaque ronde I'un des jauest hors jeu, tournois peut-étre moins
naturels, mais en fait plus simples. En effet gatenir un tournoi cyclique &4 1 joueurs,

il n'est plus besoin de différencier I'un des jorgeupar exemple pour= 5, on a le tournoi,
présenté ci-dessous a la maniere de Lucas, quiaué® que celui que nous avions obtenu a

partir du graphe de Petersen en début d’article :
1

fig 5
Nous vous présentons dans I'encadré 2 une toute pattie de la démonstration en donnant
un exemple de tournoi parfait cyclique poueurs valable g1 = 4k + 1 est premier.
Puisqu’on sait qu'il existe une infinité de premsieongrus a 1 modulo 4, cela donne une
famille infinie de tournois.



Encadré 2 : on sait quersest premier, le groupe multiplicatif du corggnZ est cyclique ;
soita l'un de ses générateurs ; alors on montre quaulmoi cyclique dont la ronde de départ

est formée des partiest a**'-a*" a** pouri allant de 0 & —1 (les numéros des joueurs

étant définis modulo) est bien parfait. Par exemple, pour 13 (9 n’est malheureusement
pas premier), on peut prendre 2, et la premiére ronde est donc formée desepart

12°-2°% 2,227 -2% 29,22 2° - 2° 2" ce qui, en prenant les restes modulo 13, donne :

112-85:;211-310:;49-67
fin encadré 2.

Une petite adaptation de la démonstration précédmrmet méme de démontrer qu'il existe
des tournois parfaits (non cycliques) quarrel4k + 1 estpuissanced’un nombre premier ;
dans le cas = 9 = 32, on obtient alors le tournoi :

93-57;24-68
48-16;37-42
12-94;86-73
34-85;69-17
87-21;45-96
26-39;71-54
49-78;13-25
75-62;98-31
61-43;52-89

Une recherche informatique montre que de toutemfagl n’existe pas de tournoi parfait
cyclique a 9 joueurs...

Le type de championnat vu ici peut aussi servisdaaboration d’un tournoi de tennis en
doubles ; lan Stewart a aussi présenté le probtiame [7], page 120, sous forme d’'un
concours de tambours. Si un lecteur a connaissHutiksation pratique de ces tournois ou a
envie d’utiliser lui-méme cette méthode, qu’il neddsse savoir
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