FIN \,

2024-2025
Lycée Pasteur

MSPI 1
Mathématiques
DS 08 (4 heures)

Samedi 05 avril, 8h—-12 h

Avec corrigé



Table des matieres

Exercice 1. Limites . . . . . . . . . . L 3
Exercice 2. Décompositions dans quatrebases . . . . . . ... ... ... .. 3
Exercice 3. Valuations échelonnées . . . . . ... ... ... ... ...... 6
Polynébmes de Bernstein . . . . . . .. ... ... 10
I-A Définition et premiéres propriétés. . . . .. .. ... ... ... .. .. 10
I-B Engendrementetliberté. . . . .. ... .. L oL 12
Propriétésde latrace . . .. ... .. .. . . . . . ... . 15
II-A Trace et matricesderang1 . . . .. ... ... ... ... .. ..... 15
II-B  Une caractérisationde latrace . ... .................. 23

II-C  Matricessemblables . . . . .. .. ... . ... ... .. .. ... 25



Exercice 1 (Limites).

. Déterminer IimO x*. On note ¢ cette limite.
X—r

On écrit que, si x > 0, x* = ™) _Or, par croissances comparées, x In(x) —
X—>

0, donc par continuité de exp en O et par composition des limites, | x* — e =1|
X—

. Déterminer un équivalent simple, quand x tend vers 0, de x* — £.

y _

€ - .
Comme xIn(x) — 0 et — 1; donc par composition des limites,
x—0 y—0

y

on en déduit que x* —1 ~ xlIn(x).
x—0

x* In(x)

. En déduire Iim
x—=0 xX—1

Soit x €]0; 1072°%°[. On a

x*V n(x) N x*In(x) — X1 — o(xX*=1)In(x)
x*—1 x=0 xIn(x) |

Or, x* — 1) In(x ~ xlIn(x 2 et xIn(x 2 — 0 par croissances comparées,
x—0 x—0

donc

X_
P g—— ]
x—0

Exercice 2 (Décompositions dans quatre bases).
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Soit P = (2X + 1)(3X — 2)(4X + 3) € C[X]. On nomme respectivement
(Ao, A1, Az, A3), (Bo, B1, By, B3), (Co, C1, Ca, C3), et (Do, D1, Dy, D3) les quatre

familles

> (1, X, X2, X3).

> (1, X—=5, (X-=5)?, (X-=5)>).

> (1, X =1, (X=1)(X-2), (X =1)(X=2)(X —3)).

> (X —1)(X = 2)(X —3), X(X—=2)(X—3), X(X—1)(X-3), X(X -
1)(X =2)).

. Justifier que les quatre familles précédentes sont des bases (de décompo-
sition linéaires a coefficients scalaires des éléments) du C-espace vectoriel

Cs[X].

En m'appuyant (avec force et conscience) sur nos connaissances et mé-

thodes communes de référence, je reconnais que :

> la premiéere famille est la base canonique de C3[X];

> la deuxieme et la troisiéme sont composées de polyndmes de degrés échelonnés

décrivant {0;1;2;3};

> la derniere est équivalente la base de Lagrange associée a la 4-liste de

points (0;1;2;3).

Ainsi, ce sont bien quatre bases sur C de C3[X].
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2. Déterminer la liste des coordonnées de P

a. Dans la base (A, A1, Az, A3).

A l'aide de la double distributivité, en développant, je trouve

(—6;—11;14;24).

b. Dans la base (Bo, By, Bs, 83)

A l'aide de la formule de Taylor, notamment en calculant les évaluations

de P, P, P" et P" en 5, suivant la méthode de Harner, je trouve

(3289;1929; 374, 24).

c. Dans la base (Co, Cq, Gy, C3)

A l'aide d'un systeme linéaire triangulaire obtenu par les évaluations

en 1, 2 et 3 et par la prise du coefficient canonique de degré 3, je trouve

(21;199; 158; 24).

d. Dans la base (Dy, Dy, D5, D3).

A laide de la formule d'interpolation de Lagrange, notamment en cal-

culant les évaluations de P en 0, 1, 2, et 3, je trouve

(1;10,5; —110; 122, 5).
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Exercice 3 (Valuations échelonnées).

Pour tout polynéme P de C[X], on appelle valuation de P, qu’on note
val(P), I'élément de N U {+oco} égal a la multiplicité de 0c dans P; c.-a-
d. le plus bas des degrés des coefficients non nuls de la décomposition
canonique de P si P # Oc[xj, et +oo si P = O¢[x].

On dit qu’une famille de polynémes (P, P> . . ., P,) est a valuations éche-

lonnées si, et seulement si,
val(P) < val(P) < --- < val(P,).

. Soit P, Q € C[X]. Donner, en justifiant, des formules (avec des égalités ou

des inégalités) pour val(P + Q) et val(PQ).

+oo
Démontrons que val(P + Q) = min(val(P),val(Q)). Soit P = > a X" et
k=0

Q = > beX¥. Notons s = val(P) et t = val(Q). Alors Vk < s, ax = 0 et Vk <

k=0

t, by = 0. Donc, Yk < min(s, t), ax + bx = 0, |donc val(P + Q) > min(s, t) |

+00
Ensuite, démontrons que val(PQ) = val(P) +val(Q). Soit P = > a, X* et

k=0
00 400
Q =Y bX . Notons s = val(P) et t = val(Q). Notons PQ = > _ ¢ X*. Soit
k=0 k=0

k € N. Si k < s+ t, alors, comme

k
Ck = Z agby g,
£=0

on remarque que pour tout £ dans [0, k], ou £ < s, et donc a, = 0, ou £ > s,
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donc k—¢<s+t—s=t donc by_y, =0. Donc ¢, . . ., Csit—1 sont nuls.

Ensuite, cs1+ = asby, qui est non nul, |donc la valuation de PQ est égale a s+ t.

Autre rédaction : a l'aide de points de suspensions en traitant a part les cas

des valuations infinies et en usant de la symétrie par permutation des variables.

Autre voie : a l'aide de l'interprétation en termes de multiplicités.

Supposons, par symétrie, que val(P) < val(Q). St val(P),val(Q) € N, alors
P et Q sont divisibles par X**"), donc P 4 Q également; donc val(P + Q) >
val(P) = min(val(P),val(Q)). Sinon, Q est nul; alors P + Q@ = P; donc

val(P + Q) = val(P) = min(val(P), val(@)).

Si val(P),val(Q) € N, alors PQ = XW(PHaU@T oy T € C[X] est le
produit de deux polynomes qui n‘'admettent pas O pour racine; donc c'est un tel
polynéme ; donc val(PQ) = val(P) +val(Q). Sinon, P ou Q est nul : alors PQ

est nul et val(P) ou val(Q) est égal a +o00; donc val(PQ) = val(P) + val(Q).

Ainsi étend-on ces propriétés aux multiplicités des nombres complexe dans

les polyndmes a coefficients complexes.
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2. Démontrer gu’une famille de polynédmes tous non nuls a valuations échelon-

nées est libre.

Soit Py, ..., P, une famille de polynomes tous non nuls a valuations éche-

lonnées.

Soit (A1,...,Ay) € C" tel que A\ Py + -+ + X, P, = Ocx)-

Par l'absurde, supposons que (A1,...,\,) # (0,...,0). Alors l'ensemble
A ={k €[0,n], A # 0} est une partie de N non vide. Il posséde donc un plus
petite élément m. Mais alors i Ak Pc = O¢ix). Nommons alors v € NU {400}

k=m

la valuation de P,,. Comme P, # O¢[x], on a v € N. Nommons alors a € C*
le coefficient canonique du monéme X" dans P, alors, comme les valuations
des polynomes sont échelonnées, le coefficient canonique du monéome X" dans
zn: A Pr est \,a. Donc, comme EH: AP« = Ocpx)y Ama = 0, donc Ap, = 0 car
k=m k=m

a # 0. Ce qui est absurde car m € A (en divisant par X" puis en évaluant en

0, on trouve aussi a=0).

Donc (Ay,...,A,) =(0,...,0).

Généralisation : avec une famille quelconque, éventuellement non indexée

par un intervalle d'entiers (famille d'éléments éventuellement non rangés).

Soit (P,);e; une famille non vide de polyndmes tous non nuls et de valuations
distinctes. Montrons que cette famille est libre en vérifiant que toute sous

famille finie est libre.
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Pour ce faire, soit J une partie non vide et finie de /.

Soit ()\J')J'GJ e C” tel que Z)\JIDJ = Oc[x].
Jjed
Par l'absurde, supposons que ()\)jes 7 (0),e,. Nommons alors K 'ensemble
des indices j tels que A; # 0, puis nommons ky l'élément de K tel que la
valuation de Py, est minimale dans ([—oo, +o¢], <) (CMCR : toute partie non
vide et finie d'un ensemble totalement ordonné peut-étre rangée de son plus

petit élément d son plus grand élément). Alors Py, est une combinaison linéaire
des Py pour k € K\ {ko}.

Supposons que K\ {ko} = 0. Alors Py, = Ocx]; c'est absurde car les P
sont tous non nuls.

Sinon, val(Py,) = min {val(Pk) ke K\ {ko}} car pour tous P,Q €
C[X],c € C, val(P + Q) = min(val(P), val(Q)), et val(cP) = val(P). Prenons
alors k € K\ {ko} tel que val(Py,) = val(Px); or par choix de ko, val(Px) >
val(Py,). Donc k # ko et val(Pc) = val(Py,); c'est absurde car les valuations
des P sont distinctes.

Ainsi, (A\j)jes = (0)jes. D'oli la sous-famille non vide et finie (P});c, est
libre, ce quelle que soit la partie non vide et finie de /. La sous-famille vide

étant libre, l'objectif est atteint.
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I Polynémes de Bernstein

Soit n un entier naturel. On note C[X] I'espace vectoriel des polynémes complexes en
une indéterminée X, et C,[X] le sous-espace vectoriel de C[X] constitué des polynémes

de degrés inférieurs a n. On définit la famille des polynémes de Bernstein d’ordre n notée

(Bn,k)ogkgn, par

Vk € [0,n], Box = (Z)X"(l — X))k,

I-A Définition et premiéres propriétés.

1. Déterminer les décompositions linéaires canoniques des polynémes (Bg,k)ogkgg,.

Calculons :

3
> Bsg = < >X0(1—X)3:(1—X)3:1—3X+3X2—X3.

> By = (‘I’)X =3X(1 —2X + X?) =3X —6X?+3X°.
> Bso <Z’>X2(1 — X) =3X?-3X3,
> Bssz = <§>X3(1 - X)? = X3,
-
2. Soitk € [[0, n]]. Donner (sans justification) les racines de B, x et leurs multiplicités.
Comme B,y = (Z)Xk(l — X)"k, les racines de B, x sont
0, de multiplicité k,‘ et ’ 1, de multiplicité n — k.‘
-

3. Soit m € N. Pour tous k € [0, n] et£ € [0, m], déterminer B, x A B .

On sait que B, « et B, sont scindés, avec deux racines uniquement : 0, de

multiplicité k pour B, et £ pour B,,, et 1, de multiplicité n — k pour B, et
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m — £ pour B, donc, d'apres les formules sur les multiplicités des racines du

PGCD unitatre,

Bok A Bme = Xmin(k,l)(X _ 1)min(n7k,m,g).

. Soit k dans [[O, n]]. Donner le degré de B, x ainsi que I'expression de ses coefficients.

Donner en particulier le coefficient dominant de B, k.

Développons proprement, d'aprés le bindme de Newton :

By = (Z)xm — X)"

n\ ook (n—k
Qe

£=0

n—k n n—k +o00 .
= ( ) ( )(-sz”k =j=k >_ X/,
=0 \k ¢ j=0

: —k :
ol, pour tout j € N, |o; = (:) (j_ k)(—l)J_k. En particulier, o; = 0 si

J > nouj < k. Donc B, est de degré n et son coefficient dominant est égal

3 (Z)(—u”—k .

-
. Que vaut Z Bnk?
k=0
On écrit
Z B, = Z <n>xk(1 —X)”‘k =(X+1-X)"=1
k=0 i=o \K
car X et (1 — X) commutent pour x.
-
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n
6. Démontrer que Z kB, = nX.

k=0

-1
Supposons d’'abord n > 1. Pour tout k € N, k<Z> = n(Z B 1) etn—k =

(n—1) — (k—1); donc on écrit

Z an,k — Z n(z ;ll'_) Xxk—l(l _ X)(n—l)—(k—l)
k=0 k=1
n—1
XY Byie  (E=k-1)
£=0
= nX.

Et la formule reste valable pour n = 0. D'ou le résultat!

I-B  Engendrement et liberté.
Dans la suite, n est supposé non nul. Pour tout £ € [0, n]), on pose
Vo = Vect(Bnn Bon-1....Bnns).
7. Soit£ € [1, n]. Montrer que

Vect(X"°, ..., XD B, ) = Vect(X"°, .., XD xn=4)

Comme les transvections et les dilatations sur les listes de vecteurs pré-

servent l'espace engendré, il est vrai que
Vect(X"°, ..., XD B ) = Vect(X"°, ., XD x4y

car B, g = aX" 4+ Foliac C\{0}etFec Vect(X"° ., XDy d'apres

la formule définissant ce polynome.
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8. En déduire, & 'aide d’un raisonnement par récurrence, que

(1) VL€ [0,n], V, = Vect(X"°, ..., X"%)

Raisonnons par récurrence.
(1°) Pour commencer, V4 = Vect(X" %) car B, ,_o = X" °.
(2°) Ensuite, a Uinstar de 1, soit £ € [1, n] tel que
Vi1 = Vect(X"°, ..., XDy,
Alors
Vp = Vect(Bn,n, Bon-1- -+ Bon—e-1), Bnn—t)
= Vect(Bpn Bnn-1..., Bnn—e-1)) + Vect(Bp n—s)
= Vect(X" % ... X" L Vect(B, r_s)
= Vect(X" % ... XY B )

= Vect(X"9, ... XD xn=¢)

(3°) D'ou le résultat, en vertu de la propriété du plus petit élément dans (N, <).

En particulier, V;, = C,[X]. Donc la liste est génératrice.

9. En déduire que les polyndmes de Bernstein d’ordre n sont linéairement indépendants sur

C. Conclure que (B k)o<k<n est une base de C,[X].

En deux temps.

* D'aprés ce qui précéde, on a :

{Oc,ixi} = Vect(0) SV SVA G-+ C Voot V= ColX].
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10.

Or, d'aprés la propriété d'ajout d'un vecteur a une famille libre, ou bien la
nouvelle famille est liée et engendre le méme espace, ou bien la nouvelle
famille est libre et engendre un sous-espace strictement plus grand. Donc la

famille en question est libre.

Autre rédaction. Par l'absurde, supposons que la famille est liée. Alors au
moins un des vecteurs de cette liste est soit nul soit combinaison linéaire des

vecteurs qui le précedent; ce qui est exclu.

x Comme V,, = C,[X], cette famille engendre C,[X]. Donc, étant libre, il

s'agit d'une base de C,[X].

Soit k dans [0, n]. En écrivant que X* = X*(X + (1 — X))"¥, écrire X* comme

combinaison linéaire des (B}, s)o<¢<n- Retrouver (1).

* On écrit

XK= XKX+ (1= X)) "

x5 (” P k) XH(1 = X)" k-t

=0

n—k
_ (n o k>xk+€(1 o X)n—(k—i—l)

=0 £

" (n—k ; e

:J;((J—/JXG_X)
”n—klnj_n_j_”n—ki.
S I I s

* Soit £ € [0, n]. Alors, d’aprés les calculs ci-avant,

Vk € [n—2£,n], X¥=Vect(B,,)n—e<i<n-

x
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Donc
VeCt(Xj)n_gggn C VeCt(Bn’j)n_gQ'gn.

L'inclusion réciproque se déduit de maniére semblable. D'ou le résultat.

Il Propriétés de la trace

Soit K = R ou C, n et p deux entiers naturels non nuls. On note M, ,(IK) 'ensemble
des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K. On note 0, , la matrice de
M., ,(K) dont tous les coefficients sont nuls. On note M ,(K) I'ensemble M, ,(K) et

0,, la matrice de M ,(KK) dont tous les coefficients sont nuls.

ll-A Trace et matrices de rang 1

Uy Vi
Soit U,V € M,1(K),U= | etV =|[ " [.Onidentifie M;1(K) et K.
up, Vi
1 1
Dans les questions 1,2et3,n=3,U=|_1| etV = |3
2 2

1. Calculer le produit matriciel UT x V/, puis le produit U x V/T.

On vérifiera que UT x VV donne bien un scalaire, que I'on notera T, et que

U x VT donne bien une matrice, que I'on notera M.
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On calcule UT x V :

UTV:<1 —1 2) 3]=1-3+4=2.

2
Puis on calcule
1 1 3 2
uvt =1 ><<1 3 2)— 1 -3 -2
2 2 6 4
.
2. Résoudre les deux systemes linéaires MX = 0 et MX = TX, dlinconnue X €

M3 1(R).
On notera Sy I'ensemble des solutions de MX = 03, et S, 'ensemble des

solutions de MX = 1X. On présentera les solutions a l'aide de la notation

Vect.
Gare a vérifier On résout MX = 0. Soit (x, y, z) € R®. Alors
I'égalité exact
de I'ensemble X
des solutions M vl = 0
avec I'ensemble
proposé, et non 4
une inclusion
seule. xX+3y+2z=0

“9—x—-3y—2z=0

2Xx+ 06y +4z=0
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x = —3a — 20

<\ \y=0 BeR

z=a, a€R.
(en faisant L, <— Lo+ Ly et L3 <= L3 —2L). Donc l'ensemble des solutions est

—300—20 -3 | -2
5 . (a,B) € R? } = Vect ol.l 1
a 1 0

On résout MX = 2X. Soit (x,y,z) € R Alors

X X
Zz Zz

X+ 3y +2z=2x
< —x—3y—2z=2y
2x+ 06y +4z =2z

—X+3y+2z=0

“1—x—-5y—2z=0

2x+ 06y +2z=0
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—Xx+3y+2z=0
A —8y —4z=0 Ly Ly,— 1L,
12y +62z=0 L3z« L3+2L,
—X+3y+2z=0
A 2y +z=0 Ly« Lo/(—4)
2y +z=0 L3+ L3/6
—X+3y+2z=0
A 2y +z=0
0=0 L3+ L3—1L,
x=3x+2z=aqa/2
= \y=-a/2

z=oa, xR

Donc l'ensemble des solutions est

a2 1/2 1
—q/2| a€R?p =Vect| | _1/0||=Vect|| -1
a 1 2

3. Déterminer So N S

Soit X € M31(K). Si X € §oNS; alors 7X = MX = 031, puis X = 03

car T # Ok ; et réciproquement. Donc So NS, = {031}
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Désormais, n, U et V sont a nouveau quelconques!

4. Exprimer, al'aide de (uy, . . ., up)et(vy, ..., V,) les produits UT xV, VT xUet UxVT.
Onnote M = U x VT,

On remarque que

Vi

UT><V:VTU:<Ul un>>< =D ukvie,
k=1

Vi

et que U x V' est la matrice M = (m;;)1<i <, définie par, pour tout (i,)) €

I ol ;= ]

5. Comparer UT x V et tr(M).

Calculons tr(M). [tr(M) = > mue = > uvie =U" x V|
k=1 k=1

On note T = tr(M).

6. Démontrer que pour tout p dans N*, MP = P~ M.

Qu'on donne p € N*.

Voie 1 :

Par associativité du produit matriciel, (UV )P = U(VTU)P VT = UrP VT,

d'ou le résultat.
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Voie 2 :

Procédons par récurrence. Soit p € N*.

Si p=1alors MP = 7P~ M.

Supposons MP = 7P~tM. Alors MP*t = MPM = 7P~ M2, Or,
M? =UVTUVT =U\VTU)VT =170V = 7M.

Donc MPTY = 7P=Lr M = 7P M, d'ot Uhérédité et le résultat.

On suppose désormais que 7 # 0. On nomme Sy = {X € M, 1(K) | MX =
Op1}etS, ={X € M,1(K) | MX = 71X}

7. Démontrer que

VX e anl(R), E”(XQ,X—,—) € So X 87—, X = XO + X’r-

Qu’on donne X dans M, 1(R). Je cherche TOUT couple (Xo, X;) € M, 1(K)x

M, 1(K) tel que
(Ob)) (X0, Xs) €So xSy ET  Xo+ X, =X

Je vais procéder par analyse-synthése (par recherche de quelque condition de
satisfaction).
Ainsi, je choisis, parmi tous les couples de M, 1(K) x M, 1(K), un couple

Sans discrimina-  (Xg, X;), quel qu'il soit. Ce couple choisi est-il satisfaisant?
tion, simulant ainsi
le parcourt de

I I les. , . ’
ous Tes cotples Analyse (réduction de l'ensemble de recherche en trouvant quelque C.N.
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Inconnue en pre-
mier dans le sens

de lecture.

de satisfaction). Je suppose que la condition (Obj) est satisfaite.
Alors MXq+ MX, = MX et MXy = 0; donc 7X, = MX, donc

si le couple choisi est satisfaisant, alors il est nécessaire que

1
(CN) X, = —MX  ET  Xo=X-X,

Synthése (continuation dans l'ensemble réduit de recherche pour obtenir

satisfaction). Je suppose la condition condition (CN) est satisfaite. Alors

> d’abord,

1 1
ite, MX, = =M?’X = =TMX = 7X,; d Xr eS8 |;
> ensuite - =7 T onc

1
> enfin, MXg = MX — MX; = MX —17X; = MX — T;MX = 034, donc

%oes)

X =Xo+ Xr|

Conclusion. Pour satisfaire la condition (Obj), la condition (CN) est a la fois
nécessaire et suffisante, autrement dit, ces deux conditions sont équivalentes.

J’en conclus qu'il existe exactement un couple satisfaisant a la condition (Obj).

QED!

Autre rédaction possible. Qu'on donne (Xg, X;) € M, 1(K) x M, 1(K).

Unicité (au plus un). Je suppose que

(%) (XO, X'r) € S x Sr ET Xo+X:= On,l-

Alors, appliquant X — MX, jobtiens 7X; = 0,1; donc X; = 0,1. Puis la
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relation (%) donne Xy = 0, 1.

Comme Sy et S sont deux sous-groupes de (M, 1, +); jai démontré 'uni-
cité.

Existence (au moins un). Je suppose que

1
(6) Xr=_MX ET Xo=X-X,

Alors

> d'abord, | X = Xo + X, |

1 1
ite, MX, = =M?X = ZTMX =7X,; d X, €S8, |;
> ensuite - _TMX = 7X,; donc[X, € S,

1
> enfin, MXg = MX — MX, = MX — 17X, = MX — T;/\//X = 03,1, donc

%oes)

Remarque : Comme, M? = TM, le polyndme (Z — 0)(Z — 7) de K[Z] est
annulateur de M, et 1 = i(Z—O) + _7_1(2—7'). Donc, a l'instar de ce qu'on a
fait pour les endomorphismes idempotents ou involutifs, on vient de montrer que
la somme des noyaux Ker (M —0.1,) et Ker (M — Tl,) est directe et égale a
Uespace M, 1(K) tout entier; les projections associées a cette décomposition
de lespace étant égales a i(M — 0.1, et a _Tl(M — 7l,) respectivement.
On a assimilé ici toute matrice de M,(K) a l'endomorphisme de M, ;(K)

canoniquement associé.
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8. Démontrer que : VX € M, 1(K), Ja € K, MX = aU. Déterminer MU en fonction

On n'a pas exigé de U, de V/, de T. Déterminer 'ensemble S;.

de déduire cela de

ce qui précéde.

(1°)  Soit X € M, 1(K). Alors MX = UVTX = U(VTX) = aU, oti a € K

A cet instant pré-
sent, jevise atrou- \arifie o = VT X,
ver, parmi les élé-

ments de K, au (2°) Ainsi, [ MU = TU| Donc U € S, ; puis Vect(U) C S, car S; est stable

moins un élément o
par multiplication externe.
a tel que alU =

MX. (3°) Soit X € S;. Alors 7X = MX; donc X = AU ou A € K est égal a

(VTX)/T d'apres (1°), car T # Ok.

D'ot, | S, = Vect(U). |

-
II-B Une caractérisation de la trace
9. Démontrer que : V(A, B) € M,(K), tr(AB) = tr(BA).
C'est une question de cours!
-

Soit maintenant une application ¢ définie sur M ,(KK), a valeurs dans K, et vérifiant

les propriétés suivantes :

(i) V(A B) € Muy(K)?, V(X 1) € K, @(AA+ 1B) = Xp(A) + wo(B).
(i) V(A, B) € M,(K)?, ©(AB) = p(BA).

Si(a, b) € [1, n]?, on note E,,; la matrice de M ,,(IK) dont tous les coefficients sont
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10.

11.

nuls, sauf le coefficient de la ligne a et de la colonne b qui vaut 1 :
.o def. .o
V(i.j) € [1,n] x [1.n], (E.p)ij = Liapy(1,J) = 0i20p;.

Que vaut ©(0,)?

Voie naive (sans les CMCR) :
Ona 0,=0,+0,; donc ¢(0,) = v(0,) + ©(0,); donc ©(0,) = 0.
Aussi, 0,=0,+ (—1).0,; donc ©(0,) = ©(0,) + (—1).¢(0,) = 0.
Aussi, 0, =0.0,; donc ©(0,) = 0.¢(0,) = 0.

Voie savante (avec les CMCR) :
Ona ¢ € Hom(M,(K), K),
( i.e. ( My(K),+) = (K, +), M~ @(M) est un homomorphisme ) ;
donc ¢(0,) = 0.

Aussi, ¢ € L(M,(K),K); donc ©(0,) =0.

Soit (a, b) € [1,n]? tels que a # b. En exprimant ©(E, ,E,,) de deux maniéres

différentes, montrer que @ (E, ) = 0.

On sait que E, ,Epp = E,p, alors que Ep pE,p = 0,, car b # a. Donc

©(Eap) = @(EapEbp) = @(EppEap) = 0(0,) =0|

12. Soit (a, b) € [1, n]? tels que a # b. Démontrer que (E,.) = ©(Epp).

On pourra introduire les matrices E, , et E,, ,

On remarque que E,pEp, = E,. et EpE.p = Epp. Donc

QO(Ea,a) = (p(Ea,bEb,a) = QO(Eb,aEa,b) = (P(Eb,b) .
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13.

Je vise a trou-
ver, parmi les éle-
ments de K, au
moins un élément

X\ tel que ...

14.

15.

En déduire qu’il existe A € K tel que

VA € M (K), o(A) = Xtr(A).

Posons | A = @(E1 1) | Alors par la question précédente, ¢(E;;) = X pour

tout / € [[1, n].

Soit alors A € M,(K), A= (a;)1<ij<n On sait que A= > a;E;. Donc

1<ij<n

(A) = > aje(Ey).

1<ij<n

Or, p(E;j) =0sii#jetAsii=j donc

w(A) = zn: aid = Atr(A) |

D’ou le résultat!

II-C Matrices semblables

Si A et B sont deux matrices de M ,(KK), on dit que A et B sont semblables s'il existe
P dans G L ,(K) telle que A = PBP*.

Démontrer que deux matrices semblables ont méme trace.

Soient A et B deux matrices semblables. Alors on choisit P inversible telle

que A= PBP ! Alors [tr(A) = tr(PBP ') = tr(P~*(PB)) = tr(B)|.

Soient A et B deux matrices semblables. Démontrer que si B est scalaire (i.e. I\ €
K, B = \l,), alors A = B. Démontrer que si B est inversible, alors A est inversible (et

préciser son inverse).
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Inversibilité : xx' =

e ETe = x'x.

16.

A et B sont semblables donc on trouve P dans GL,(K) telle que A =

PBP Y.

> si B est scalaire, on trouve X € K tel que B = Al,,. Alors

A= PX,P ' =XPI,P L =XPP 1 =)l,|

> si B est inversible, comme P!, P et B sont inversibles, A = PBP™! est

inversible et | A7 = (PH)71B7Ip7t = pBTIP|

Soient A et B dans M ,(KK). On dit que A est nilpotente si, et seulement si, il existe k
dans N tel que A* = 0,,. Démontrer que si A est nilpotente et est semblable a B, alors
B est nilpotente (S'il y a un raisonnement par récurrence, on le rédigera avec

soin).

A est nilpotente donc on trouve k dans N tel que A¥ = 0,. De plus, A est

semblable & B donc A= PBP~ . Alors B = P 1AP.

Montrons par récurrence sur s que pour tout s dans N, B = P LAP.
Initialisation. Si s =0, B = I, et P AP = P71, P =1,

Hérédité. Si, pour un certain s, B® = P~tASP, alors

B**1 = B* x B = PIAPPIAP = PTIACL,AP = | PLAHIP,

d'ou U'hérédité, et le résultat par le principe de récurrence.
Aussi, pour tout s dans N*, (P'AP)°*P 1P = P Y(APP 1)°P daprés

'associativité générale (composée multinaire d’algébre générale).

On en déduit que BX = P~*A“P = P710,P = 0,,. Donc B est nilpotente !
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17. Donner deux matrices de M (C) qui soient de traces égales mais qui ne soient pas

semblables.

Prenons A = 0, et B = E;». Alors tr(A) = tr(B); mais A est scalaire et

B n'est pas égale a A, donc B n'est pas semblable a A.

D’aprés ce qui précéde, il suffisait de choisir :
> soit une premiére matrice scalaire puis une derniere matrice distincte de la
premiere mais de méme trace.
> soit une premiére matrice inversible puis une matrice non inversible mais de
méme trace.
> soit une premiére matrice nilpotente puis une matrice non non nilpotente

mais de méme trace.

Alinsi, voici deux autres couples qui conviennent : (o + 2025E; ,; 2E7 ) et

(Eonx; Eoq + Eqo).

On va dans cette partie démontrer le résultat suivant : toute matrice carrée de trace

nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.

18. Un exemple.

5 —4 -7 0 -1 -1
SoitA=|6 4 o9o|etP=|-1 2 1
1 1 1 1 0 0
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Démontrer que P est inversible, calculer P~ et montrer que A est semblable a une matrice

de diagonale nulle.

A l'aide d'un pivot de Gauss, on remarque que P est inversible d'inverse

Pi=11 1 1

-2 -1 -1

On calcule alors

PTIAP =2 0 —1

1 3 0

qui est de diagonale nulle.

On admet que la propriété suivante.

Propriété. A est semblable a B si, et seulement si, on peut passer de A a
B par un enchainement d’opération élémentaires simultanées sur les lignes
et les colonnes parmi les trois sortes suivantes :

> une double transvection L; < L; + A\L; ET C; < C; — X\C,.

1
> une double dilatation L; <— \L; ET C; < XC,-.
> une double permutation L; <+ L; ET C; <> C,.

En d’autres termes on a B = PAP™* avec P un produit de matrices de

transvection, dilatation ou permutation.
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19.

20.

1 3 10 3
Ainsi, est semblable a comme le prouve les deux opérations

3 2 —21 —7
Ly« L, —3L; ET C; + C; + 3C,. qu’on effectue en méme temps.

On considére A € M,,(C) telle que tr(A) = 0.

Si A est une matrice scalaire que dire de A?

Si A est une matrice scalaire, on trouve A € K tel que A = Al,. Alors

tr(A) = n\. Donc si A est de trace nulle, \n = 0 donc A = 0./ Donc A est nulle.]

On suppose que 1 > 2. Montrer que A est semblable & une matrice de la forme
0 L
c A
ou A" € M,_1(C) estde trace nulle, ot L € M7, 1(K)etC € M,_11(K).
On pourra commencer par traiter le cas ou la premiére ligne de A comporte
un coefficient non nul qui n’est pas en position (1, 1) ; puis se ramener a ce

cas en discutant selon si A est diagonale ou non.

Si A est une matrice scalaire, alors A est nulle d'apres ce qui précéde, et il
n'y a rien a faire. Pour la suite, supposons que A n'est pas scalaire. Procédons
en deux temps.

* D’abord, supposons que la premiére ligne de A comporte un coefficient
non nul qui n'est pas en position (1,1). Nommons a le coefficient (1,1) et b
un coefficient non nul sur la premiére ligne pas en position (1, 1). Supposons
qu'il soit en (1,/) avec j # 1.

a
On effectue alors la double transvection L; < L; + ELl (dont on se moque de
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21.

a

Ueffet), puis C; < C; — b

L;. Cette opération a pour effet d'amener un coefficient
nul en position (1,1), et le résultat est donc démontré !
* Ensuite, montrons que A est semblable a une matrice avec un coef-
fictent non nul sur la premiére ligne et pas a la position (1,1). Ce qui fera
conclure d'apres le traitement ci-avant.
> Supposons que A est diagonale. Comme A n’est pas scalaire, choisissons / tel
que le coefficient (/, /), notons sa valeur b, soit différent du coefficient (1, 1),
dont on note la valeur a. On effectue la double transvection L < L; — L, et
C; < C;+ C;. On obtient alors en position (1, /) le coefficient a — b # 0.

> Supposons que A n'est pas diagonale. Choisissons alors une position (/,),
ol / # J, dont le coefficient est non nul. Appelons a la valeur de ce coefficient.
Effectuons la double permutation L; <+ L; et C; <> C;. On améne donc a en
position (1,/) par la premiére opération, puis ce coefficient n'est pas affecté
par la deuxiéeme comme / # j!

Donc A est semblable a une matrice avec un coefficient non nul sur la premiére

ligne et pas en position (1, 1).

En déduire que toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.

On pourra procéder par récurrence sur n.

Démontrons par récurrence sur n € N* la propriété &2, : VA € M,(K), tr(A) =
0 = A est semblable a une matrice de diagonale nulle..

Initialisation. Si A € M;(K), de trace nulle, alors, comme A n’a qu'un coeffi-
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cient, A est nulle, donc semblable a une matrice de diagonale nulle.
Hérédité. On suppose &, vraie pour un certain n. Soit alors A dans M,,;1(K),

de trace nulle. Alors, par la question précédente, A est semblable a une matrice

0 L
ot A" est une matrice de taille n x n de trace nulle, ol L est une ma-

c A
trice de M1 ,(K) et C € M, 1(K), c'est-a-dire que l'on trouve P € GL,.1(K)

0 L
telle que PAP™ ! =

c A

Par hypothése de récurrence, A" est semblable a une matrice de diagonale

nulle, donc on trouve @ € GL,(K) telle que B = QA'Q™! est de diago-

1 01,
nale nulle. Posons alors R = . Alors R est inversible d'inverse
On,l Q
1 01, 0 L 0 L
R1t= . Mais R R = qui est de diago-
Op1 Q71 cC A QC B

nale nulle. Donc RPAP 'R~ = (RP)A(RP)~* est de diagonale nulle. Dol

['hérédité et le résultat!

DEBUT <
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