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FINS

TD19
ESPACES DE DIMENSIONS FINIES
(avec corrigé)

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soient F, G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={(x.y.z.t) eR*|x+y+z=0et2x+y+z—t=0},
G =vect{(1,-2,1,1),(1,2,-3,1), (5, -3, —-2,5)} C R*.

1. Calculer la dimension de F.

On détermine la dimension de F en échelonnant le systéme d'équations linéaire qui décrit F :

t=a
X+y+z=0 xX+y+z=0 z=0
— —
LQ(—L272L1
2x+y+z—t=0 -y—z—t=0 y=—z—-t=—-a-p0

X=—-y—zZ=uw

1 0

-1 -1

Donc F = Vect(u, v) ot u = etv = , avec u et v non colinéaires, donc dim(F) = 2.
0 1
1 0

Remarque : avec la fin du cours sur la dimension, on aurait pu s'arréter sur le fait d'étre décrit
par deux équations non proportionnelles en dimension 4 pour dire que l'on était de dimension

4 — 2 = 2 (théoréme du rang).
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2. Montrer que G C F et conclure que G = F.

Comme G est défini par un Vect, il suffit de montrer que tous les vecteurs qui définissent G
vérifient le systéme d'équations de F (je vous laisse le vérifier). DOnc G C F. Donc dim(G) < 2.
Mais G contient deux vecteurs non colinéaires (les deux premiers par exemple), donc dim(G) > 2.

Donc dim(G) = 2, donc G C F et dim(G) = dim(F), donc F = G.

3. Déterminer un supplémentaire de F dans R*.

Il suffit pour déterminer un supplémentaire de compléter la base de F trouvée avec deux
vecteurs de la base canonique (on sait que deux vecteurs de la base canonique fonctionneront).
Comme le systéme est échelonné en colonnes, on voit que es, e, complétent bien la base (u, v) de

F. Donc Vect(es, e4) est bien un supplémentaire de F.

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de £ de dimension n — 1. A-ton FUG = E?

Démontrer que F et G ont un supplémentaire commun.

Déja, F UG # E car sinon, F UG serait un espace vectoriel, donc on aurait F C G ou G C F,
donc F U G serait de dimension n — 1, donc pas égal a E.
Soit alors x ¢ F U G. Alors x ¢ F et F est un hyperplan, donc F @ Vect(x) = E. De méme

G @ Vect(x) = E. Donc F et G ont un supplémentaire commun.

2. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de £ de méme dimension p < n. Montrer que F
et G ont un supplementaire commun, c’est-a-dire qu’il existe un sous-espace H de E tel que

FOH=G®H=E.

On démontre le résultat par récurrence sur k = n — p. (on dit parfois « par récurrence

descendante »)
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Initialisation : pour n—p =1, i.e. p=n—1, le résultat a été démontré a la question précédente.
Hérédité : si on suppose le résultat démontré pour un certain k, on démontre qu'il est vrai pour
k + 1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions n — k — 1. Alors FUG # E
(par le méme argument qu'a la question 1). Soit alors x dans E \ (F N G). Alors F & Vect(x)
et G @ Vect(x) sont deux sous-espaces vectoriels de dimension n — k, donc, par hypothése de
récurrence, F @ Vect(x) et G & Vect(x) admettent un supplémentaire commun H, i.e. on dispose
d'un sous-espace vectoriel H telle que F & Vect(x) B H = G@® Vect(x) @ H = E, donc Vect(x) ®H
est un supplémentaire commun a F et a G.

D'oli U'hérédité, et le résultat.

Exercice 3. Soit n € N*. Dans cet exercice, on illustre la notion de dimension dans K,[X].

1. Démontrer que (X*(1 — X)" )o<k<n €5t Une base de K,[X].

(1°)  D’abord, K,[X] est de dimension égale a n+ 1.

(2°)  Puis, cette famille est composée de n+ 1 vecteurs.

(3°)  Enfin, elle est libre. En effet, posons By = X*(1 — X)"~% pour tout k € [0, n]. Alors B,
est non nul, et pour tout k € N, si k < n alors X*™! ne divise pas By, alors que X*™! divise
toute combinaison linéaire linéaire des B; pour k+1 < j < n; donc By n'est pas une combinaison

linéaire de ces polyndmes.

R,[X] — R™!
2. Soit ndans N. Démontrer que I'application ¢ : est un isomor-
P (P(0), P(1),..., P(n))
phisme d’espaces vectoriels.

(1°)  Chacune des applications coordonnées de @ est linéaire en tant qu'évaluation en un point;
donc @ est bien une application linéaire.
(2°)  Soit P € ker(¢). Alors P admet pour racines les n+ 1 éléments distincts 0, 1, ..., ndeR;

or deg(P) < n+1; donc P = Og[x). C'est que ¢ est injective.
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(3°) D'ou le résultat.
(4°)  Aussi, @ est bien définie comme application de R,[X] dans R™™!. Puis comme (0;1;...;n)
est une liste de points distincts et au nombre de n + 1, d’'apres le théoréme d'interpolation de

Lagrange, @ est bijective. De plus, @ est linéaire, donc le résultat suit.

|
3. Soit £ un K-evdf, (eq, ..., en) une base de E, (¢4, ..., ©,) les formes linéaires coordonnées
associées. Démontrer que (1, ..., ©,) est une base de .Z(E, K).
Application. Démontrer qu’il existe (Aq, .. ., Xn) € R™1 tels que pour tout P dans R,[X],

/01 P(t)dt = XoP(0) + X\ P (,1]) + 4+ AP (n;:l) + A P(1).

(1°)  Je montre que cette famille est génératrice.

Soit f € Z(E,K). Soit x € E. Alors, par définition,

x=di1(x)er + -+ pa(x)en.

Comme f est linéaire et que les ¢;(x) sont des scalaires,

F(x) = 10)f(e1) + -+ + ¢a(x)f(en)

= (>\1¢1 + 4+ >\n¢n)(x)-

ol (A1,..., An) = (f(er), ..., f(e,)) € K™, Cela étant quel que soit x € E, il s'en suit que

f=Xo1+- -+ X

J'ai montré que

Vf e Z(E,K), f € Vect(pr, ... @n).

N. Laillet - W. Ngambou 4 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Espaces de dimensions finies

Objectif atteint!

(2°)  Je montre que cette famille est libre.

Soit (A1, ..., A\n) € K™ Je suppose que
A1+ -+ Apdn = 0.2(E k).

Alors, en évaluant en e;, on trouve
A1011+ -+ Apdn1 = Ok.

Donc A; = 0. Idem, en évaluant en e pour tout i € [1, n] on trouve A\; = 0.

Obijectif avoué et atteint!
(3°) Do, en vertu de [(T°)] et (o1,..., ©,) est bien une base de .Z(E,K).

1
(4°)  Quant a l'application P — / P(t)dt, il s'agit d'un élément de lespace Z(R,[X],R) en
0

vertu de la linéarité de l'intégrale.

En vertu du théoréme d'interpolation de Lagrange, on dispose de lisomorphisme T : R,[X] —
1 -1
R™L P (P(O),P(n) ..... P(”n ),P(l)).

Donc, tout élément de Uespace .Z(R,[X], R) s'exprime comme la composée de T suivi d’'un certain

élément de Z(R" R) (lequel est unique). Avec les notations précédentes, c'est qu'en prenant
pour E l'espace R et en considérant sa base canonique, les formes linéaires ¢; o T constituent

une base de Z(R,[X], R).

Autre considération. L'espace Z(R,[X],R) est de dimension égale a n+ 1. Or les n+ 1 formes

linéaires ¢joT : P — P(i/n), pour 0 < i < n, sont linéairement indépendantes comme le prouve la
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base de Lagrange associée a la liste croissante de ces points d'évaluations. Donc elles constituent

une base sur R de lespace Z(R,[X], R).

Derniére considération. Pour tout i € {0;1;...;n}, posons
H0<k<n(f k/n)
H0<k<n('/n —m

/ nt — k
0

0<k<n
k;é/

Ainsi, d'aprés la formule d'interpolation de Lagrange, pour tout P € R,[X], on a

/01 P(t)dt = AP(0) + AP (i’) R (”nl) + A P(1).

Exercice 4 (Endomorphismes nilpotents). Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n, u €

Z(E). u est dit nilpotent s'il existe k dans N tel que u¥ = 0, ol ¥ = Id o yo---ou. Soit v un
——
k fois
endomorphisme nilpotent.

1. En utilisant la formule du bindBme de Newton ou de Bernoulli montrer que Id — v est inversible.

Deux possibilités.
e (Newton) On va trouver un polyndme annulateur de terme constant non nul. On sait que v =

u—1d +1d. Or, u¥ =0, donc (v —1Id + Id)¥ = 0, donc

k

0= ; (’I‘) (u—1d),

donc

IdZ(lf)(uId)i(uId i( >(uId
' i=1
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K
k ,
donc u — Id est inversible d'inverse Z (I) (u—1d)""1, donc Id — u aussi.

=1
e (Bernoulli) On sait que

Id=Id— vk =0d —u)o (Id+ u+ v +---+ 1),

donc Id — u est inversible d'inverse Id + u + v® + -+ - + o1

2. Justifier qu'il existe un plus petit entier p tel que v” = 0. Cet entier est appelé indice de nilpo-

tence de u.

La partie A= {j € N, / = 0} est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit

élément p.

3. On veut montrer que p < n (ou p est I'indice de nilpotence de u). Pour ce faire, on définit, pour
tout k dans N, N, = ker(u*). Montrer que pour tout entier k, Ni C Ny,1 et que s'il existe ko tel

que Ny, = Ni,+1, alors pour tout £ > kg, Ny = Npi1. Conclure.

(1°)  Soit k € N. Je montre que Ny C Niytq.

Soit x € E. Je suppose que x € Ni. Alors u*™1(x) = u(u*(x)) = u(0g) = 0g; donc x € Niy1.
Cest fait!

(2°)  Soit ko € N. Je suppose que N, = Ny,+1. Soit £ € N vérifiant £ > ko. Je montre que
Ng = Ngy1.

Soit x € E. Je suppose que x € Ny, 1. Je définis y € E par y = u*7%(x), en sorte que u*(y) =

ut(x). Alors, comme X € Npy1, ¥ € Nigy1. Or Nigy1 = Ny, ; donc y € Ny,. D'oti . Ainsi,

Ng O Ngy1. Cest fait!

(3°)  Par l'absurde, je suppose que p > n. Alors p > 1. Comme N, = E et N,_1 # E, d’aprés

(&)

{0} =No S Ny~ € Npy &N, =E.
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L'espace étant de dimension finie, les sous-espaces N sont de dimensions finies. Puis

Vke{0;1;...;p— 1}, dim(Nks1) —dim(Ng) > 1.

En sommant, jobtiens dim(N,) — dim(Ng) > p. Donc dim(E) > n. Absurde!

4. Retrouver le méme résultat en démontrant que si x est un vecteur de £ qui n’est pas dans

ker(uP™1), alors (x, u(x), ..., uP1(x)) est libre.

Je suppose que n =0, alors p =0, donc p < n.

Je suppose que n > 1. Alors {0z} = No € N, = E; donc p > 1, puis Npy_1 € E. Soit alors

=

x € E\ Np_1. Alors

(1°)  wP7H(x) # Ok
(2°)  Soit k € N. Je suppose que p—1 > k. Alors toute combinaison linéaire des vecteurs t*(x),

p—1—k

pour p—12>4£> k+1, est annulé par u , ce qui n'est pas le cas du vecteur u*(x). Donc

p—1>k = Vect (upfl(x) ..... ukH(x)) % uk(x).

(3°)  Ainsi, la famille (v"7(x), u"72(x), ..., ut(x), u°(x)) est libre.
(4°)  Ainsi, l'espace E admet une famille libre finie de cardinal égal a p. Donc, en vertu du lemme

fondamental de la dimension, p < n.

Stratégie. Pour ce TD encore davantage que pour les autres, ciblez vos besoins. Je vous

conseille de jauger votre niveau de compréhension de I'algébre linéaire en dimension finie.

« si vous avez des difficultés en algebre linéaire, lancez-vous sur des exercices pratiques, qui

font appliquer petit a petit les théorémes de cours :[5} [6} [12] et[13]
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« ensuite, familiarisez-vous avec d’autres exemples : des polyndmes ou des

matrices (9).

« enfin, n’hésitez pas a faire des exercices théoriques, c’est-a-dire les exercices[10] [T} puis des

exercices théoriques sur les applications linéaires :
« les exercices sur les formes linéaires sont un peu plus rares, mais faites quand méme I'exercice

Mon best of. Ce sont les exercices que je considere parmi les plus importants. Mais ne grillez
pas d’étape et familiarisez-vous bien avec les notions ! Ce sont les exercices[8] [9]
Dans ce best-of, je n’ai pas mis les exercices de base. Encore une fois, je me répéte,

mais maitrisez les bases avant de vous lancer dans ces exercices!

2 Espaces vectoriels de dimension finie

2.1 Aspects pratiques

Exercice 5. ©0OO Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par :

N
[

{(X,y,z)€R3; x—2y+z=0}

G = {(X,y,z)€R3; 2x —y + 2z =0}.

1. Donner une base de F, une base de G, en déduire leurs dimensions respectives.

Ici F et G sont définis par une seule équation, donc pour en trouver une base, deux méthodes

sont possibles : on va en utiliser une pour F et l'autre pour G.
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e Premiére méthode (on l'applique & F). Compléter l'équation : soit (x, y, z) € R3. Alors

z=oa, o €R P
(x,y,z)eF@{x_zerZ:o Sqy=06 BeR, & |y| € Vect(u,v)

x=20—-« z

-1 2
otu=1] 0 v=11
1 0

Donc F est de dimension 2.
e Deuxiéme méthode (on l'applique & G). G est défini par une équation non nulle en dimension

3, donc (cf. partie sur les formes linéaires) dim(G) = 2. Donc si on trouve deux vecteurs non

-1 1
colinéaires de G, on aura gagné. Par exemple, | 0 | =uvetw = |2]. Donc (u, w) est une
1 0

base de G.

2. Donner une base de F N G, et donner sa dimension.

La aussi, deux méthodes : la « standard » et une un peu plus astucieuse (mais qui montre que

lon a bien compris la notion de dimension).

e La méthode standard consiste a, pour une intersection, réunir les deux équations qui définissent

les sous-espaces vectoriels correspondants. Ainsi, un systéme d'équations de F N G est

z=a, a€R
x—2y+z=0 X—2y+z=0
— —<{y=0
L2FL272L1
2x—y+2z=0 y=0
X=—-

Donc F NG = Vect(u), ot u a déja été défini plus tot!

e La méthode astucieuse consiste a dire que l'on voit clairement que u € F NG donc F NG est
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de dimension > 1 et que, comme F # G (on voit que v ¢ G), alors F NG est de dimension < 1,

donc F N G est de dimension = 1, donc F NG = Vect(u).

3. Déterminer F + G.

La encore, on a de nombreuses possibilités :

e La méthode standard consiste a concaténer les vecteurs de base de F et G, i.e. (u, v, w) : puis

on échelonne ce systéeme pour en déterminer son rang.

-1 2 1 1 0 0
(u v W>— o 1 2| — 0 1 2
L1<—>L3
1 0 0 -1 2 1
1 0 O
— 1 2
L3<>L3+L1
0 2 1
1 0 O
- 0 1 2
L3<—)L3—2L2
0 0 -3

donc le systéeme est échelonné avec trois pivots, donc il est libre, donc la famille de ces trois
vecteurs en dimension 3 est libre, donc elle forme une base de R®. Donc F+G = R>. Attention !
La famille obtenue aprés échelonnement des lignes n’a aucune raison d'étre génératrice de
F + G. Jal juste fait cet échelonnement sur les lignes pour montrer qu'on pouvait aussi
déterminer le rang de cette maniere.

e On aurait pu aussi écrire beaucoup plus simplement que dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —

dim(FNG)=2+2—-1=3,donc F+G =R

4. Les espaces F et G sont-ils supplémentaires ?
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Non, car leur intersection n'est pas réduite a 0!

Exercice 6. ©OO On considére la partie F de R* définie par

F:{(x,y,z,t)€R4; x+y=0et x+z=0}

1. Donner une base de F.

Déterminons une base de F en échelonnant le systéme linéaire et en posant les paramétres

nécessaires.
x+y=0 x+y=0
T lopLo—L,
x+z=0 —-y+z=0
Posons z=a, t =0, (a,B) € R?. Alors vy =a, x = —a, donc l'ensemble des solutions est

{(—a,a,a,B), (a, B) € R?} = Vect(u, v),

ot u=(-1,1,1,0) et v=1(0,0,0,1).

2. Compléter la base trouvée en une base de R*.

On remarque que (u, v) forme un début de base échelonnée. Si l'on prend w = (0,1,0,0)
et s =(0,0,1,0), alors la famille (v, w, s, v) est échelonnée dans R*, donc libre, donc cest une

base de R*.

3. Onpose vy =(1,1,1,1), un = (1,2,3,4) et u3 = (—1,0,—1,0). La famille (uq, us, u3) est-elle

libre ?

On remarque que l'on va devoir déterminer une base d'une intersection dans les questions
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suivantes. Pour gagner du temps, échelonnons déja le systéme en lignes avec des conditions de

compatibilité
1 1 —1x 1 1 -1 x
1 2 0|y 0 1 1|ly—x Lo+ Lo—1L4
—
1 3 —-1|z 0o 2 O|z—x|Ls<+Ls— 1L,
1 4 0|t 0 3 1|t—x L4<—L4—L1
11 -1 X
0 1 1 y—X
—
0 0 =2 x—=2y+2z |Ls+L3—2L,
0 0 —2|2x—3y+t) La<+ Ls—3L>
1 1 -1 X
0 1 1 Yy —X
—
0 0 -2 x—2y+z
0 0 O|lx—y—z+t L4%L4—L3

Donc la famille est de rang 3, donc libre.

4. On pose G l'espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, u, et uz. Quelle est la dimension

de G ? Donner une équation de G.

Par le calcul précédent, la dimension de G est 3 et une équation enest x —y —z+t = 0.

5. Donner une base de F N G.

Pour déterminer une base de F N G, on rassemble les équations trouvées, et on échelonne le
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systéme obtenu

x+y=0 xX+y=0
—y4+z=0 —lsls—L —y+z=0
X—y—z+t=0 —2y—z+t=0

x+y=0

7 l3L3—2L, —-y+z=0

—3z+t=0

Etant donnée la derniére équation, on peut poser indifféremment z ou t comme paramétre. Soyons

malins et posons z = a, avec a € R. Alors l'ensemble des solutions est

{(—a,a,,3a), ¢ € R} = Vect(—1,1,1,3).

Donc F N G est de dimension 1.

6. En déduire que F + G = R*.

Par la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim(F) +dim(G) —dim(FNG) =2+3—-1 =4,

donc (F + G) est de dimension 4 dans R?, donc F 4+ G = R*.

7. Est-ce qu’un vecteur de R* s’écrit de fagon unique comme somme d’un vecteur de F et d’'un

vecteur de G ?

On a existence, en revanche, on n'a pas unicité, car on n'a pas liberté de la famille.
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2.2 Bases et dimension finie

Exercice 7. @ OO Montrer que la famille (X3 —2X + 1, X3 + 2X, X2 — 1) est libre dans R3[X], et

la compléter en une base de R3[X].

Notons P = X3 —2X +1, Q = X3 + 2X et R = X? — 1. Soient \, u, v tels que

AP+ u@Q+vR =0.

Alors

X34 1) + X2v+2X(u—N) + A —v =0,

donc v = 0 (terme en X?) et donc A\ = 0 (terme constant) et donc u = 0 (terme en X?3), donc
A=u=v=0,donc la famille est libre.

On sait que (P,Q, R, 1, X, X2, X?) est génératrice de R3[X] (car la famille contient la base canonique
de R3[X]. On peut donc la compléter en une base de R3[X] en prenant un vecteur de la base canonique.
Si on prend X par exemple, on remarque que AP + uQ +vR + (X = 0 implique de la méme maniére
que A = 4 = v = 0, puis, en regardant le terme en X, { = 0. Donc (P, Q, R, X) est une base de
R3[X].

Exercice 8. @©0O Soit n € N. Pour tout k de [0, n], on définit

Bi(X) = XK(1 = X)"=k.

Montrer que (B )o<k<n €St une base de R,[X].

On remarque que la famille (Bx)o<k<n contient n + 1 vecteurs, dans un espace de dimension

n+ 1. IL suffit donc de vérifier que la famille est libre.
n

Soit (ak)ock<n une famille de n+1 réels telle que Z ak Bk = 0. Alors, en évaluant en 0, on remarque
k=0
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que B(0) =1 si k=0, 0 sinon. Donc a; = 0. Donc

aiBi1+aBy+---+a,B,=0.

En dérivant l'expression, et en évaluant en 1, on remarque que, comme O est racine simple de B; et

racine multiple de tous les autres polyndmes,

a1B1(0) =0,

donc, comme B (0) # 0, a; = 0. Puis on démontre par récurrence sur k que ag = a; = --- = ay = 0.
L'initialisation vient d'étre faite.
Pour Uhérédité, supposons que pour un certain k, on ait ag = a; = --- = ax = 0. Alors la relation de

liaison s'écrit

Ak+1By+1+---+a,B,=0.

Or, 0 est racine de multiplicité k de Byy1 et de multiplicité > k+1 de Byso, - . ., B, donc, en dérivant

k fois l'éqgalité et en évaluant en 0,

ak+1Bk+1(k)(0) =0,

donc, commce Byi1(k)(0) #0, ak+1 = 0.
D'ou U'hérédité et la proposiiton par récurrence. Donc ag = a3 = -+ = a, = 0, donc la famille

(Bk)o<k<n est libre, de cartinal n+ 1 = dim(R,[X]), donc elle en est une base.

Exercice 9. @@0 Soit M dans .#,(K). Montrer gu'’il existe un polynéme non nul P dans K[X] tel
que P(M) = 0.
(onrappelle que si P = ag + a1 X + axX? +--- + agX?, et si M € .#,(K), P(M) = al, + a1 M +

aM? 4 -+ 4 agM?).
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On sait que dim(.#,(K)) = n?. Donc la famille I,, M, . .., M™, qui contient n® + 1 éléments, est

nécessairement liée. Donc on dispose de ap, . . ., ae n® + 1 réels tels que

aOI,ﬁ—al/\ﬂ—i----—i—a,,z/\/l”2 =0,

ie. P(M) =0, avec P(X) = ap + a1 X + - 4 X"

2.3 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

On utilise le fait que l'on peut faire des opérations sur les vecteurs lorsque l'on détermine un

Vect :

Vect(xy ..., Xp, V1, .. ., yn)=Vect(xs +y1.... %0 + Y. V1, .-, VYn) D Vect(xy +y1 ..., X0 + Yn),

donc

rg(Xy .. X V1, yn) = dim(Vect(xqy ..., Xn, V1, ..., Vo)) = dim(Vect(xy+y1 ..., Xa+¥n)) = n,

car la famille est libre.

Exercice 11. @ OO Soit £ un K-ev de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On suppose que dim(F) + dim(G) > dim(E). Montrer que F et G admettent au moins un vecteur

non nul en commun.
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Onsait que F+G C E, donc dim(F+G) < dim(E). Or, dim(F+G) = dim(F)+dim(G)—dim(FN
G), donc dim(F)+dim(G)—dim(FNG) < dim(E), donc dim(FNG) > dim(F)+dim(G)—dim(E) >

0, donc F NG # {0}, donc F N G contient un vecteur, i.e. F et G ont un vecteur en commun.

3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Aspects pratiques

Exercice 12. @ 00 Soit £ = R3. On note B = {e;, &>, e3} la base canonique de E et u I'endomor-

phisme de R* défini par la donnée des images des vecteurs de la base :
u(e;) = —2e; +2e3 , u(er) =36, u(e3) = —4e; + 4des.

1. Determiner une base de ker(u).

Soit x = x1€61 + x26 + x3e3 dans R3. Alors

—2X1—4X3:O
x € ker(u) < 3% =0
2X1+4X3=O
X1+2X3:0
=4
X2:O
x3=a, a€R
< 9§ X3 =2
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-2
Donc ker(u) = Vect | 0

1

u est-il injectif ? peut-il étre surjectif ? Pourquoi ?

u n'est pas injectif car son noyau n'est pas réduit a 0. Il ne peut étre surjectif car c'est un

endomorphisme, et qu'un endomorphisme est injectif ssi il est surjectif ssi il est bijectif.

2. Determiner une base de Im(v). Quel est le rang de u?

On sait que Im(u) = Vect(—2e; + 2e3, 362, —4e; + 4e3).

3. Montrer que E = ker(v) @ Im(u).

Exercice 13. @ 0O On considére I'application lineaire f de R® dans R* définie par

fx,y,2)=(x+z,y—x,z+y,x+y+22).

1. Determiner une base de Im(f).

On sait que
1 0 1
Im(f) = Vect (f(e1), f(e), f(e3)) = Vect “11.111.10
1 1 2

On remarque que f(e3) = f(er) + f(e2) donc Im(f) = Vect (f(e1), f(e2)), de dimension 2 car e;

et e; ne sont pas colinéaires.
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2. Determiner une base de ker(f).

X+z=0

On résout f(x,y,z) = 0 d'inconnues x, y et z, Le. —x + y =0 On pourrait résoudre ce
X+y+2z=0

systéme mais on remarque que, d'aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) = 3 —1 = 2, donc il

1

suffit de trouver un vecteur non nul du noyau pour en avoir une base. Or, | 1 | est solution du

systéme. Donc ker(f) = Vect 1

-1
|
3. Lapplication f est-elle injective ? surjective ?
On en déduit que lapplication n'est ni injective, ni surjective !
]

3.2 Exemples avec des polynémes

Exercice 14. @ ©O On définit sur £ = R3[X],I'application

u(P) =P+ (1-X)P.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E.

Soit P dans R3[X]. Alors deg(u(P)) < max(deg(P), deg((1—X)P")) = 3. Donc u(P) € R3[X].

N. Laillet - W. Ngambou 20 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Espaces de dimensions finies

Ensuite, soient P et @ dans R3[X], X et u dans R. Alors

UAP +uQ) = (AP + uQ) + (1 = X)(AP + uQ)’
= AP +uQ+ (1 — X)(AP' + uQ)

= AP+ (1=X)P) +u(@+(1-X)Q) = Au(P) + nu(Q)

|
2. Déterminer une base de ker(u).
Soit P dans R3[X], P(X) = aX® + bX2 + cX + d. Alors
u(P) = aX® 4+ bX? + cX +d+ (1 — X)(3aX? +2bX + ¢)
= aX?+ bX? + cX +d+3aX? +2bX + c — 3aX> — 2bX? — cX
= —2aX3+ (3a—b)X2+2bX +d+c.
Donc
uP)=0<a=b=0etd=—c.
Donc ker(u) = {c(X — 1), x € R} = Vect(X — 1).
|

3. Déterminer une base de Im(u).

Im(u) = Vect(u(1), u(X), u(X?), u(x?))
= Vect(1,1, = X% + X, —2X3 4 3X?)

= Vect(1, —X? + X, —2X3 + 3X?).

Comme, par le théoréme du rang, dim(Im(u)) =4 —1 = 3 et que (1, —X? + X, —2X> +3X?) est
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une famille génératrice de Im(v) de cardinal 3, c’en est une base.

4. Montrer que ker(u) et Im(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

On concaténe les bases trouvées de Im(u) et ker(u) : (1, X — 1, —X? + X, —2X3 4+ 3X?)
est une famille de polynémes a degrés échelonnés, donc libre, de cardinal 4 dans R3[X], donc la

famille est une base de R3[X].

Exercice 15. @@0O Soit £ = R,[X] et soient A, B deux polynd6mes de degré n + 1. On définit
I'application ¢ : E — E qui & un polyndbme P associe le reste de AP dans la division euclidienne
par B.

1. Démontrer que ¢ est linéaire.

Soient P et Q deux polynémes, X\ et u deux réels. Soient (U, R) le quotient et le reste de la
division euclidienne de AP par B et (V,S) le quotient et le reste de la division euclidienne de
AQ par B. Alors AP = UB + R et AQ = VB + S avec deg(R) < deg(B) et deg(S) < deg(B).

Donc

AP 4+ uQ) = (AU + uV)B + AR + uS,

et deg(AR + uS) < max(deg(R), deg(S)) < deg(B). Donc, par unicité du reste dans la division

euclidienne, A¢(P) + ud(Q) = AR + uS = ¢(AP + u@). Dot la linéarité de ¢.

2. Démontrer que ¢ est bijective si et seulement si A et B sont premiers entre eux.

Supposons A et B premiers entre eux.
Comme ¢ est un endomorphisme, il suffit donc d'étudier son injectivité. Soit P un élément de
ker(¢). Alors ¢(P) = 0, iL.e. B divise AP. Donc, par le théoréme de Gauss, B divise P. Or

deg(P) < n < deg(B). Donc nécessairement P est nul. Donc ¢ est injective, donc bijective.
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Supposons que A et B ne sont pas premiers entre eux. Soit U un diviseur commun non constant de
A et B, posons A= UA; et B = UB;. Alors deg(B;) < deg(B) donc By € E et AB; = AiUB; =

A1B donc ¢(B1) = 0, avec By # 0. Donc ¢ n'est pas injective, donc pas bijective.

Exercice 16 (Interpolation d’'Hermite). @ @0 Soit f € €*(R), xo, . .. x, n + 1 points de R. Montrer

qu’il existe un unique polynéme P de R,,.1[X] tel que

Vk € [[O, n]], f(Xk) = P(Xk) et fl(Xk) = P/(Xk).

On considérera pour cela une application linéaire judicieusement choisie.

Montrons que l'application

R2n+1 [X] - RQn

P = (P(a0), P'(a0). P(a1), P'(a1), . ... P(an), P'(an))

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

e Déja W est linéaire par linéarité de la dérivation.

e Ensuite, dim(Ro,41[X]) = dim(R2"2).

e Enfin, montrons que W est injective. Soit P dans Ry,1[X] tel que P(ag) = P'(a9) = P(a1) =
P'(a;) == P(a,) = P'(a,) = 0. Alors ag, a1, . . ., a, sont n+ 1 racines de multiplicité au moins
2. Donc P a au moins 2(n+ 1) = 2n+ 2 racines comptées avec multiplicité, et est de degré 2n+ 1.

Donc P = 0. D'ou le résultat.

3.3 Généralités

Exercice 17. @ 0O Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E) tel que

rg(f?) = rg(f).
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1. Etablir Imf2 = Imf et kerf2 = kerf.

e Image.
— Montrons que Im(f?) C Im(f). Soit y dans Im(f?). Alors on dispose de x dans E tel que
y = f2(x) = f(f(x)) donc y € Im(f).
— Ensuite, rg(f?) = rg(f) donc dim(Im(f?)) = dim(Im(f)). Par inclusion et égalité des
dimensions, on en déduit que Im(f?) = Im(f).
e Image.
— Montrons que ker(f) C ker(f?). Soit x dans ker(f). Alors £2(x) = f(f(x)) = £(0) = 0 donc
x € ker(f2.

— Ensuite, rg(f?) = rg(f) donc, par le théoréme du rang,

dim(ker(f)) = dim(E) — rg(f) = dim(E) — rg(f?) = dim(ker(£?)),

Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que ker(f?) = ker(f).

2. Montrer que Imf et kerf sont supplémentaires dans E.

Par le théoréme du rang, on sait que dim(Im(f)) 4+ dim(ker(f)) = dim(E). Il suffit alors de
démontrer que Im(f) Nker(f) = {0}.
Soit x dans Im(f) Nker(f). Alors on dispose de a dans E tel que x = f(a). Or, f(x) = 0 donc
f2(a) = 0, donc a € ker(f?) donc a € ker(f). Donc f(a) = 0, i.e. x = 0. Donc Im(f)Nker(f) = {0},

donc Im(f) et ker(f) sont supplémentaires dans E.

Exercice 18. @ ©O Soient v et v deux endomorphismes d’'un K-evdf £. Démontrer que

lrg(u) —rg(v)| < rg(u + v) <rg(u) +rg(v).

Exercice 19 (Imposer les noyaux). @©O
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1. Soit £ = R* et F = R?. On considére H = {(x,y,z,t) € R*, x = y = z = t}. Existe-t-il des

applications linéaires de £ dans F dont le noyau est H?

Le noyrau que l'on veut imposer est Vect(1,1,1,1). Il est donc de dimension 1. St on avait
ue Z(E,F) telle que ker(u) = Vect(1,1,1,1), alors on aurait rg(v) = dim(E) — dim(ker(v)) =
4—1 = 3, ce qui est impossible puisque u est & valeurs dans R?. Donc il nexiste pas d’application

u telle que ker(u) = Vect(1,1,1,1).

2. Soit £ le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs v = (1,0,0) et v = (1,1, 1).

Trouver un endomorphisme f de R® dont le noyau est E.

La, en revanche, pas de probléme de dimension. On veut imposer ker(u) de dimension 2, donc
il suffit de trouver une application v de rang 1. On remarque que u et v sont tous deux dans le

plan d’équation y — z = 0. Si l'on définit alors

ulx,y,z)=(y—2)(1,1,1),

alors on a bien une application linéaire dont le noyau est le plan souhaité.

|
Exercice 20 (Raisonnements sur la dimension). @@©
1. Soientt f € Z(E, F) et g € Z(F, G), ou E est un evdf. Montrer que
dim(Im(f) Nker(g)) = dim(Im(f)) — dim(Im(g o f)).
Im(f) = G
Soit v : Alors Im(v) = u(Im(f)) = g(Im(f)) =Im(gof). De méme, si x € E
x = g(x)

x € ker(u) si et seulement si x € Im(f) et x € ker(g) donc ker(v) = Im(f) Nker(g). Donc, en

N. Laillet - W. Ngambou 25 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Espaces de dimensions finies

appliquant le théoréme du rang a v, rg(u) + dim(ker(v)) = dim(Im(f)), donc

dim(Im(f o g)) + dim(Im(f) Nker(v)) = dim(Im(f))

2. Soient f et g deux endomorphismes d’un evdf £. On suppose que E = Im(f) + Im(g) =

ker(f) + ker(g). Montrer que ces deux sommes sont directes.

On satt, par le théoréme du rang, que

dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E), dim(Im(g)) + dim(ker(g)) = dim(E),

Comme E = Im(f) + Im(g), dim(Im(f)) + dim(Im(g)) > dim(E) et, de méme, dim(ker(f)) +

dim(ker(g)) > dim(E), donc

2dim(E) < dim(Im(f)) + dim(Im(g)) + dim(ker(f)) + dim(ker(g)) = 2dim(E).

Donc on a égalité dans toutes les inégalités, donc dim(Im(f)) + dim(Im(g)) = dim(E) et
dim(ker(f)) + dim(ker(g)) = dim(E). D'ot, par égalité des dimensions, les espaces sont supplé-

mentaires, donc les sommes sont directes.

|
Exercice 21 (Autour des suites exactes). @@0O Soient Eq, . . ., E, des espaces vectoriels de di-
mensions finies respectivement egales a ao, . . ., an. On suppose qu'il existe n applications li-
neaires fy, . . ., f,—1 telles que, pour chaque k € {0, ..., n — 1}, fx est une application lineaire de

E, dans Ex 4 et
1. fy estinjective;
2. ker(fy) =Im(fx—1) pourtoutk=1,..., n—1;

3. f,_1 est surjective.

N. Laillet - W. Ngambou 26 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Espaces de dimensions finies

n
Prouver que » (—1)¥a, = 0.
k=0

On applique le théoréme du rang :
e fy est injective donc rg(fy) = ao.

e Ensuite, pour tout k,
ax = dim(ker(f)) + rg(fx) = re(fi_1) + rg(fx)

e Enfin, rg(f,—1) = an.
Donc
n n—1
D (=Dfa =rg(fo) + Y (rg(fie1) +1g(fi)) + rg(f-1) =0,
k=0 k=1

par télescopage.

Exercice 22. @@®0 Un endomorphisme f de .Z(E) est dit ponctuellement nilpotent si

Vx € E, 3keN, fi(x)=0.

(i) Montrer que si E est de dimension finie, un endomorphisme ponctuellement nilpotent de

E est nilpotent.

Soit f un endomorphisme ponctuellement nilpotent. Soit (e, ..., en) une base de E, soient
ki, ..., k, n entiers tels que pour tout i dans [1, n], f¥(e;) = 0. Posons k = [max ki. Soit x € E,
<i<n

n
(X, Xn) n réels tels que x = Zx,-e,-. Alors
i=1

fk(X) _ fk (ixie/) = zn:X/fk(e,‘) =0.
i=1 i=1
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Donc % =0, donc f est nilpotente.

(if) Montrer que le résultat est faux si 'on ne suppose plus E de dimension finie (on exhibera un

contre-exemple dans K[X]).

Soit D lendomorphisme de dérivation sur K[X]. Alors si P € K[X] est de degré d,
D*(P) = 0. Mais D n'est pas nilpotent. Si c’était le cas, on aurait k € N tel que D¥ = 0.

Mais D*(X*) = k! # 0.

3.4 Formes linéaires et hyperplans

Exercice 23 (Extrait E3A PSI 2015). @©C Soit £ un espace vectoriel de dimension finie p > 1.

1. Justifier que 'ensemble des endomorphismes inversibles de £ n’est pas un sous-espace vec-

toriel de Z(E).

L'endomorphisme nul n'est pas inversible, donc il n'appartient pas a GL(E).

2. Rappeler la définition d’'un hyperplan de E.

Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle.

Soit H un hyperplan de E et G son complémentaire dans E.

Répondre en le démontrant si les assertions suivantes sont vraies ou fausses

(1) G est un sous-espace supplémentaire de H.
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FAUX. G ne contient pas 0 donc G n'est pas un sous-espac vectoriel de E, donc il ne

peut pas étre un supplémentaire de H.

(2) Pour tout vecteur a de G, Vect(a) est supplémentaire de H dans E.

VRAI. (question de cours)

(3) Le noyau de I'application tr est un hyperplan de .#,(R).

VRAI. La trace est une forme linéaire non nulle de .#,(R), donc son noyau est un

hyperplan.

(4) Un endomorphisme de E est de rang 1 si et seulement si son noyau est un hyperplan de

E.

VRAL

rg(u) = 1< dim(E) —rg(v) =dim(E) — 1

& dim(ker(u = dim(E) — 1 < ker(u) est un hyperplan de E,
th. du rang Y

car, en dimension finie, les hyperplans sont exactement les sous-espaces vectoriels de dimen-

sion dim(E) — 1.

Exercice 24. @00 Si M € ./#,(K), on note tr(M) la trace de la matrice M.

1. Vérifier que M — tr(M) est une forme linéaire sur .#,(K) telle que V(A B) ¢ .#,(K)?,
tr(AB) = tr(BA).

Vérifier qu'il s'agit d'une forme linéaire a été fait dans le cours sur les matrices, pareil pour

tr(AB) = tr(BA).
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2. Soit ¢ une forme linéaire sur .#,(K) telle que :

(A, B) € #,(K)*, p(AB) = p(BA).

(i) Soit (i,) € [1, n]?, avec i # j. Calculer p(E; ).

Remarquons que st k € [1, n], Ejj = EjxEx;. Donc

©(Eij) = 0(EikExj) = 0(ExjEix) = 0(0jiExk) = ©(0) = 0.

(ii) Comparer o(E; ;) et (E;,) pout (i,) € [1, n]°.

Remarquons que pour tous i et j, 9(E;) = 9(E;E) = @(E;Ey) = 0(Ey).

(iii) En déduire que IX e R, VM € #,(K), (M) = Xtr(M).

Posons X la valeur commune des Ej;. Alors ¢ coincide avec Atr sur tous les (Ejj)1<ij<n

donc sur les vecteurs d'une base, donc ¢ = A\ tr

3. Soit T le sous-espace vectoriel de .#,(K) engendré par les matrices de la forme AB — BA
avec A, B dans .#,(K). Soit # = {\/,, A € K}. Démontrer que dim(7) = n?> — 1, en déduire
que #,(K) =T & H.

(question pas forcément facile) Déterminons une famille libre de 7. Remarquons que si i # J,
alors Ej; = E;Ejj — EjjEj;, donc si i # j, Ejj € T. Ensuite, remarquons que pour tous / # 1,
El,'E,'l — E,‘lEl,' € T, donc F, = E11 — E,‘,‘ € T. De plus, la famille (Eij)lgl',j_én U (Ell — E,‘,')Qg,‘gn

i#)
est libre, donc 7 est de dimension au moins n? — 1. Il est différent de .#,(K) car toute matrice de
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T est de trace nulle, ce qui n'est pas le cas de toute matrice de .#,(K). Ensuite, H = Vect(/,) et

Iy ¢ T, donc T & H = ,(K).

4. Pour (i,j) € [1,n]?, on pose F;; = I, + E,,. Calculer pour (i,j, h, k) € [1, n]*, h # k, le produit

matriciel £y, i Fh k-

Déja remarquons que l'inverse de Fpx = I+ Epk est, st h # k, I, — Epk : en effet,

(In+ En)(In— Enk) = In + Enk — Epic — EnkEnie = 1.

De méme pour l'autre produit. On a donc

Frl FiiFrk = (In — Eni)(In + Eij)(1n + Enk)
=(ln—En)(n+ Ejj+ Enk + EijEnk)
= In+ Ej+ Epk + EjjEpk — Enk — EnkEij — Epy — EnkEjjEnk
=In+ Ejj+ EijEnc — EncEij — EncEijEnk

= Fij+ Ejj+ EijEnk — EncEij — EnkEijEnx.

e sij# ketj#h, E,'J'Ehk — Eth,'j + Eth,thk =0
e sii=ketj#h, E,'thk — Eth,'J‘ + Eth,thk =0- E’U
e siiFketj=h EjEp — EpEjj — EncEjjEnk = Eik

e si/=k etj = h, E,'J'Ehk — Eth,'j — Eth,'thk = E,'k — Ehj - Ehk = E,',' - Ejj - EJ','.

5. Soit ¥ une forme linéaire sur .#,(K) telle que

VA € M,(K), VB € GL,(K), $(AB) = %(BA).

Démontrer que : I\ € R, YM € #,(K), Y(M) = Xtr(M).
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Soit  une telle application linéaire. Alors si (/,/, h) sont trois entiers, avec j # h, on a

F,;(lF,-J-Fhk = Fjj — Epj. De plus, comme F,g(l est inversible,
Q(FpFijFri) = ©(FijFrc Frit) = @(Fyy).

donc
©(Fij) = (Fij — Enj) = 0(Fij) — 0(En).

donc @(Ep;) = 0.

Si maintenant | # J,
Fi ' FijFji = Fij + Ejj + Eij — Ej; — Ejj.
Donc

o(F; ' FiiFii) = @(Fij + Ejj + Eij — Ej; — Eji) = @(Fyj) + @(E) + @(Eir) — 9(Ej;) — ¢(Eji)
= @(Fij) + p(Eii) — w(Ej)).
Or, Fjjl est inversible donc (p(l—_j,fl/—_,j/—_j,-) = <p(/—',-jl—_j,-/—_jjl) = @(Fj;), donc o(F;))+@(Ei)—p(E;) =

(p(FU) donc (,O(E,,) = (p(EJJ)

Donc st i # j @(Ejj) = 0 et @(Ej;) = ¢(Ejj), donc ¢ est un multiple de la trace.

[DEBUTRX]
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