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Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

A linstar de ce qu’'on a fait pour définir numériquement les notions de limites et de continuité,

nous allons dans ce chapitre construire I'intégrale, a I'aide de la notion d’aire sous la courbe.

Il nous faut donc d’abord expliquer que I'on peut « approcher » une fonction par des fonctions dite

en escalier.

1 Approximation uniforme de fonctions continues par mor-

ceaux

1.1 Fonctions continues par morceaux

On va définir I'intégrale sur des fonctions continues par morceaux. On définit d’abord la notion de

subdivision adaptée.

Définition 1.
Soient a < b deux réels.

1. Une subdivision de [a, b] est un ensemble fini ¢ d’éléments de [a, b] tel que si 0 =

{x0., ..., Xn}, avec xg < « -+ < Xp, Xo = a et x, = b.

2. La précision d’une subdivision {x, . .., X, } avec xp < -+ - < x, est 5 NaX 1(x,-+1 - X;).
<i<n—

3. Siv(i,j) € [0,n— 1] xi41 — X = Xi+1 — X;, on dit que la subdivision est réguliére Le pas

. b—a
de cette subdivision est x; — xg = —

4. Si o et o’ sont deux subtivisions de [a, b], on dit que ¢’ est plus fine que o si o C ¢'.

Dans la suite, a et b désignent deux réels tels que a < b.
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Définition 2.
Soit f : [a, b] — K.
1. On dit que f est continue par morceaux (cpm) sur [a, b] s'il existe une subdivision ¢ de

[a, b],0 ={xq,..., Xp} (avec a = xg < x1 < --- < x, = b) telle que pour tout i de [0, n — 1],

* 1., €St continue,

W Xi+1
* f1x...[ POSSEde des limites finies en x; (a droite) et x;;1 (& gauche).

2. Si f est continue par morceaux, si o’ = {yo, ..., ym} est une subdivision de |[a, b], avec
a=yy <y <---<y,=b,onditque ¢’ est adaptée a f si pour tout / de [0, n — 1],
* flly,..[ €St continue,
* 1y, POSSEde des limites finies en y; et yi ;.

3. Silestunintervalle de R, on dit que f est continue par morceaux sur I si elle est continue

par morceaux sur tout segment de 1.

4. On note %pm(I, K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux de I dans K.

Exemple 1.1.

tan(x) si x # g[w]
La fonction partie entiere est continue par morceaux sur tout segmentde R, alors que si f : x — ,
0 sinon

f n’est pas continue par morceaux sur [0, ].

Propriété 1.

Soit f € Gpm([a, b], K).

1. Si o est une subdivision adaptée a f et si o’ est plus fine que o, alors ¢’ est une subdivision

adaptée a f.

2. Si o est une subdivision adaptée a f, si o’ est une subdivision quelconque de [a, b], o U 0’

est une subdivision adaptéee a f.

» Démonstration.
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1. Notons o = {xo, .. ., Xnha=xg<--<Xxp=b,0d ={y, ..., Ymha=yo<-+<ym=b.
Soit i dans [0, m—1]. Comme ¢ C ¢’, on dispose de j dans [0, n—1] tel que [y;, yi+1] C [x}, Xj4+1]-
(penser au fait qu'il y a davantage de points dans o', donc de plus petits intervalles)

Donc

* iy €St CONtinue car f . .., (5
seny;:
— siy; = x;, comme f i, x| @dmet une limite finie en x;, |y, ., admet une limite finie en
Yis
— sinon, y; €]x;, x;4+1[. Comme ;. ...,[ est continue elle est continue en y;, donc admet des
limites finies a gauche et a droite en y;, donc f;,, ,.,,; admet une limite finie en y;,

 on fait de méme en y; .

Donc ¢’ est adaptée a f.

2. 0 C 0 Uo’ donc, comme o est adaptée a f, o U ¢’ est adaptée a f.

QED«
Propriété 2.
%om([a, b], K) est un s.e.v. de K1),
» Démonstration.
1. La fonction nulle est %pm.
2. Soient (f, g) € Gpm([a, b], K)?, X € K.
Soit o une subdivision adaptée a f, ¢’ une subdivision adaptée a g.
Alors o U ¢’ est adaptée a f et a g.
Donc sicuUd = {x,..., Xn}, avec a = xg < --- < x, = b, pour tout i dans [0, n — 1],
A+ 9) |1 sl

+ est continue car f ;. ., €t 9|1 ., € Sont,
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+ posséde une limite finie en x; et en x;;.1 car f . ., €t gy «,,[ POSSedent une limite finie en

Xig[

x; eten xjt1.
Donc A f + g € 6pm([a, b], K).

D’ou la structure d’espace vectoriel. QED<«

1.2 Fonctions en escalier

Définition 3.
Soit f : [a, b] — C.

1. On dit que f est en escalier sur [a, b] s'il existe une subdivision o de [a, b], 0 = {xo, .. ., Xn}

tel que Vi € [0, n — 1], f|j x.,[ €St constante.

2. Si f est en escalier, une subdivision ¢’ = {y, ..., Ympaveca=yo < y1 <...,ym = best

dite adaptee a f si pour tout / dans [0, m — 1], f};,, ,.,[ est constante.

Remarque 1.2.
1. La partie entiére est en escalier sur tout segment.

2. ATTENTION! La valeur de la fonction en x; peut étre complétement arbitraire.

On en déduit alors les conséquences suivantes, qui sont les mémes que pour les fonctions conti-

nues par morceaux.

Propriété 3.

1. Si f est en escalier sur [a, b], si o est adaptée a f, alors pour toute subdivision ¢,
(a) sio C ¢, alors ¢’ est adaptée a f,
(b) si o’ est quelconque, o U ¢’ est adaptée a f.

2. Lensemble des fonctions en escalier est un sous-espace vectoriel de C*2.
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Exo 1.1

Soito = {x, ..., X, } une subdivision de [a, b]. Vérifier que

F = {f e Cl* en escalier , o est adaptée a f}

est un sous-espace vectoriel de C?*! et déterminer sa dimension.

1.3 Approximation uniforme

Le but de cette partie est alors d’approcher toute fonction continue par morceaux par une fonction

en escalier.

Propriété 4.
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Alors f est bornée sur [a, b]

(i.e. |f| est majorée).

» Démonstration.

Soit o une subdivision adaptée a f, o0 = {xo, . . ., Xppaveca=xy <x3 <---<x,=b.

1. soit / dans [0, n — 1]. Alors f|),, ., est continue et posséde des limites finies en x; et en x;; 1.
Notons g; son prolongement par continuité. Alors g; est continue sur un segment, donc est
bornée. Soit M, tel que pour tout t dans [x;, xi+1], 0 < gi(t) < M,.

Alors pour tout t dans |x;, xit1[, |1 (t)] < M.
2. Notons M = max (M), M’ = ,'gﬁg,f]] If(x))], et M" = max(M, M"). Montrons que M” est un

i€[0,n—1]
majorant de |f|. Soit ¢t dans [a, b]. Alors

- sidie [0, n], t=x.Alors

F(O = [f(xi) < M < M,
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« sinon on dispose de i dans [0, n — 1] tel que t €]x;, x;+1[. Donc |f(x)| < M; < M < M".
Donc |f| est majorée par M". QED<«

Remarque 1.3.

La fonction n’atteint pas forcément ses bornes! La fonction

0,1] =R
f: xsixe[0,1],

X =
Osix=1.

est continue par morceaux, bornée sur [0, 1], mais n’atteint pas ses bornes (sa borne inférieure, oui, mais

pas sa borne supérieure).

Ceci nous permet de définir ce qu’on appellera la norme oo d’'une fonction continue par morceaux

sur un segment.

Définition 4.

Soit f € ¢pm([a, b], K). La quantité sup |f(t)| existe, est finie et est notée ||f|| x5y OU [l
tefa.b] '

s’il N’y a pas d’ambiguité sur le segment considéré, et appelée norme uniforme ou norme co

de f sur [a.b].

Exo 1.2

Que signifie ||f||, < & ? Pour f et € donnés, dessiner une fonction g vérifiant ||f — g|| _ < e.

Propriété 5.

Soient f, g dans épm([a, b], K), X € K. Alors
() Vf € %om([a, b]. K), [[f]| = O.

(ii) (homogénéité) |IAfll.. = IA Il -

(iii) (séparation) (||f||., =0) = f =0 sur [a, b].
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(iv) (inégalité triangulaire) || + gll . < Il + l9llo-

On dit que ||-|| oo est une norme sur épm(|a, b], K).

» Démonstration. (*, On termine par la premiere proposition, en fait + dure).

(i) comme pour tout t de [a, b], |f(t)| = 0, sup |f(t)] = 0.
tela,b]

(i) soit f dans %pm([a, b], K) tel que ||f]|, = 0. Alors sup |f(t)| =0, doncVt € [a, b], |f(t)| < O.

tela,b)
Donc : Vt € [a, b], |f(t)| = 0, i.e. f est la fonction nulle.

(iii) soit (f, g) € Gpm([a, b], K)?, soit ¢ dans [a, b]. Alors

1£(t) + 9(t)| < IF ()] + [g(D)],

par I'inégalité triangulaire sur K. Comme |f(t)| < ||fl, et ]9(t)] < |lg]|-, On en déduit alors

que

() + 9(0)] < Ifllo + 191oc -

donc ||f]l. + llgll., est un majorant de {|f(t) + g(t)|,t € [a, b]}, donc il est supérieur a la

borne supérieure de cet ensemble, donc

I+ gllee < fllce + 1191l -

(iv) Soit f € €pm([a, b]. K) et A € K.
* SiA=0, [Mll =[I0lc = 0=0x[[f]|,
« sinon,

— soitt € [a, b] :

MO = MIFO <INl

donc A Fll < A Fll-
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— ensduite,
1 1 1
()] = |A(t)| = = IM(D)] < 75 Ml
)1 = [ 33700 = o1 < 5 N
1 .
donc [ < 37 Al [l < Al

Donc | A fll, = A1 Fll-

QED«

On va maintenant montrer que I'on peut approcher n'importe quelle fonction continue par mor-
ceaux par des fonctions en escalier. Comment montrer cette proposition? On a besoin d’'une

notion uniforme sur un segment.

Définition 5.

Soit / un intervalle. Une fonction 7 définie sur / est dite uniformément continue si

Ve >0, In >0, Y(x,y) € I?,

x—yl<n=|f(x)-f(y)l <e.

Remarque 1.4.

Qu’est-ce que c’est ne pas étre uc ?

1. Rappel : « f est continue sur I » :

Vxel,Ve>0,3n>0 Vyel, x—y|<n=|f(x)—f(y)| <e.

Dans cette définition, le n peut dépendre de x.
2. Enrevanche, pour une fonction continue, non! Le n doit fonctionner pour tous les x.
3. Par exemple, la fonction inverse n’est pas uniformément continue !

4. Comment traduire « f n’est pas uniformément continue ? »

>0 Vn>0 Ixel, Iyel, x—yl<nA|f(x)—f(y)] >e.
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Propriété 6.

SoitI C R, f : I — R. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. f n’est pas uniformément continue,

2. Il existe € > 0, deux suites (x;)nen €t (Vn)nen d’éléments de I telles que x, — v, :ﬁ 0 et
n o0

telles que pour tout ndans N, |f(x,) — f(yn)| > €.

3. Il existe deux suites (x,)nen €t (Vn)nen d’éléments de I telles que x, — vy, - 0 et telles
n o0

que (f(x,) — f(¥»))nen Ne tende pas vers 0.

» Démonstration.

Si f n’est pas uniformément continue, on dispose de € > 0 tel que pour tout € > 0, il existe
(x,y) eI’ telsque |x — y| < met|f(x) — f(y)| >e.
Soit n € N, prenons ¢ = % Alors on dispose de x, et y, dans I tels que |x, — y,| < % et
£(xn) — F(¥a)| > €.

Alors x, —y, — 0 ettelles que (f(x,) — f(yn))ner ne tend pas vers 0.

Si on dispose de (xn)newv et (va)nen d'éléments de 1 telles que x, — y, —— 0 et telles que
(f(xn) — £(¥n))nen Ne tende pas vers 0.
Comme (f(x,) — f(¥n))nen Ne tend pas vers 0, on dispose de € > 0 tel que pour tout n > 0, pour
tout N € N, il existe n € N tel que |f(x,) — f(vn)| > €.
Donc on dispose de € > 0 tel que pour tout n > 0, pour tout N € N, il existe (x, y) € .72 tel que
[F(x) = fy)l > €.
D’ou la non-uniforme continuité ! QED«

Exemple 1.5.

1 . e . * *
1. Par exemple, f : x — % n’est pas uniformément continue sur R’.. En effet, posons, pour tout n dans N*,
1 1 .
Xn = —ety, = —.Alors x, —y, — 0mais f(x,) — f(y») = n—2n = —n ne tend pas vers 0.
n 2n n—+00
2. De méme, g : x — x? nest pas uniformément continue sur R.. Posons en effet, pour tout n dans N,

1
xo = vVnety, =Vn+1. Alors x, — v, = vV/n—+Vn+ :ﬁ _+> 0, et g(xn) — g(yn) =
nitn n—+o0

n—(n+1) = —1 ne tend pas vers 0. Donc g n’est pas uniformément continue.

N. Laillet - W. Ngambou 9 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Propriété 7.
(i) Une fonction uniformément continue sur un intervalle y est continue.

(ii) Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

» Démonstration.

1. Soit f uniformément continue sur 1. On dispose alors de 7, tel que pour tout € > 0, pour tous
x ety dans, |x — y| < no implique |f(x) — f(y)| < e.
Soit € > 0. Soit x € I. Posons nn = ng. Soit y € I tel que |x — y| < n. Alors |f(x) — f(y)| < e.
Donc f est continue sur 1.

2. Supposons que f soit K-lipschitzienne, avec K > 0.

Soit € > 0. Posons n = £ soit (x,y) € I, tels que |x — y| < 7. Alors

K
€
FO) = FOI < Kix =y < K2 =,
donc f est uniformément continue. OED<

Exemple 1.6.
Attention, la réciproque de la derniére proposition est fausse ! On verra en TD que x — +/x est uniformément

continue mais pas continue sur R.
On a un théoréme qui va faire que tout fonctionne bien sur un segment :

Théroéme 8 (Heine).

Toute fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

» Démonstration. (*).

Soit 1 : [a, b] — K, continue. On suppose que f n’est pas uniformément continue.

Alors on dispose de € > 0, (x,)qen €t de (v,)nen deux suites de [a, b] telles que x, — y, = 0et
n o0

telles que pour tout n, |f(x,) — f(v,)| > €.

N. Laillet - W. Ngambou 10 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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* (xn)nen €st bornée donc, d’aprées le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, on dispose de ¢ extrac-
tion et de £ € R tels que vy IH—+>OC L.

Or, pour tout ndans N, a < x,(,) < bdonc a < £ < b.

» De plus,

Yo(n) = Yo(n) = Xp(n) T Xo(ny — £

n—-+oo

« Mais, par continuité de f en £,

F(%o(m) = FYo(m) =7 £~ £=0,

ABSURDE!

Donc f est uniformément continue sur [a, b). QED<«

Le but est alors d’approcher toute fonction continue par morceaux par une fonction en escalier!

Propriété 9.

On note ici £([a, b], K) 'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans K.
1. Vf € €°([a, b], K), Ve >0, Jg € £([a, b],K) telle que || f — g|., <e.
2. Vf € 6yn(la, b], K), Ve >0, 3g € &([a, b], K) telle que ||f — g]|, <e.

3. vf € Ggn([a, b K), 3(gn)nen € E([a, 6] K)" telle que [|f — gul, — 0.

On dit que (¢g,)ren converge uniformément vers f.

» Démonstration. (*).

1. Soit f € €([a, b], K) et € > 0. f est continue sur [a, b] donc uniformément continue sur [a, b],

donc on dispose de 1 > 0 tel que

V(x,y) €la,b]? [x —y| <n=f(x) - f(y)| <e.

N. Laillet - W. Ngambou 11 /141 walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Soit alors 0 = {xo,. .., Xn} une subdivision réguliere de [a, b] de pas inférieur ou égal a ¢ (il

b—a b—a
)-

suffit d’avoir <nie.n>

Posons g : [a, b] — K définie par :
« Vi€ [0,n—1], gipo[ = F(X),
* 9(b) = (b).

Alors

« g est en escalier,
« pour tout t dans |a, b],
— sit=b,|f(t)—g(t)]=0<¢,
— sinon, on dispose de / € [0,n — 1], tel que t € [x;, xi+1[. Alors |t — x;| < m, donc, par

uniforme continuité, |f(t) — f(x;)| < g, donc
If(t) —g(t)| <e.

Donc pour tout t dans [a, b], |f(t) — g(t)| < &, donc ||f — g, <e.

D’ou le résultat demandé!

2. Soit f € 6ym([a, b]. K), 0 ={x0,..., X} une subdivision adaptée a f. Soit € > 0.
La lidée est d’'approcher f comme précédemment sur les intervalles sur lesquels elle est
continue, et de traiter les discontinuités séparément.
Soit / dans [0, n — 1]. Alors f |, .,,[ €St continue et prolongeable par continuité en x; et x; 1.
Soit £ le prolongement par continuité de cette fonction sur [x;, x;11]. Soit g; en escalier telle que
17 — 9/||oo,[x,,x,+1] SE

Soit alors
[a, b] = K
2 g,-(t) sidie [[O,H—].]], tE]X,',XH,l[

t—
f(x;)sidie]0,n] t=x.

N. Laillet - W. Ngambou 12 /141 walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Soit alors t € [a, b].

- sidi € [0,n— 1] tel que t €]x;, xi+1],
lo(t) — F(1)] = |gi(t) = B < || = 01| o gy <E
« sidi € [0, n] tel que t = x;, alors

lp(t) — F(t)] = [f(x) — F(x)| =0<e.

Donc ||f — ¢ll. 1a6) < € €t ¢ est en escalier car pour tout / dans [0, n — 1], g; est en escalier.

. 1 . .
3. Soit n € N. Prenons ¢ = o0 Alors on dispose de ¢, en escalier telle que ||f — <Pn||oc,[a,b] <e=
1
?.

On a alors construit une suite de fonctions en escalier, (¢, ).en, telle que pour tout n dans N,

1
len = Fllofony < 55,572, O

2" p—+tco

QED«

Remarque : étant donnée la construction précédente, on a la proposition suivante :

Propriété 10.
Soit f € %pm([a, b],R), positive sur [a, b]. Alors il existe (gn)nen € E([a, b), K)" telle que

If = gnlloc 0 ettelle que pour tout n dans N, g, est positive sur [a, b].
n o0

Maintenant on a tous les outils en main pour pouvoir définir I'intégrale, d’abord d’une fonction en

escalier, puis d’'une fonction continue par morceaux.
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2 Construction de I'intégrale de Riemann

Dans toute cette section, on note £(]a, b], K) 'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans

K.

2.1 Intégrale d’'une fonction en escalier

Propriété 11.
(et définition) Soit f € £([a, b], K), o une subdivision adaptée a f, 0 = {x, ..., Xnky Xo < -+ <
X, (Ao, - -, A1) € K" tels que Vi € [0, n — 1], |X; est la valeur de f),, ,.,[ (constante car
est en escalier).

n—1

La quantité Z Ai(xir1 — x;) ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée o.
i=0

b b
Cette quantité est nommée intégrale de f de a a b, notée / fou / f(t)dt ou encore / f.
a a [a.b]

» Démonstration.

1. Soit o adaptée a f, ¢’ plus fine que o (c’est-a-dire que o C ¢’).

On écrito = {xp, ..., Xn}, et

oumz=n.
Alors

* Xo = Yo,
* Xn = Ym,

« pour tout / dans [0, n], il existe k; dans [0, m] tel que yx, = x; (C’est parce que o C ¢’).

N. Laillet - W. Ngambou 14 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Notons u; la valeur de f sur Jy;, y;+1[. Alors la somme associée a o’ est

m—1 n—1 kiz1—1
wi(Yir1 = Y5) § , E : i (Y41 —
Jj=0 i=0 j=k

Mais, pour tout j dans [k, kiv1 — 1], uj = ;! En effet, f est constante sur |x;, xj+1[, c’est-a-dire

sur vk, k., [! Donc

m—1 n—1 kiy1—1
wi =) =Y Y Nl — )
J=0 i=0 Jj=k;
r+1 1
=ZA Z(ym—yj
J=
n—1

=> XYk, — ¥ par télescopage.
i=0

n—1
= Z Ai(Xit1 — i),
i—0

d’ou 'égalité des deux sommes !

2. Sio et o’ sont maintenant deux subtivisions quelconques adaptées a f, o C cUc’ et o’ C cUd”,

donc les sommes correpondant a ces trois subdivisions sont égales par le point précédgyph ¢

Exemple 2.1.

Par exemple,

/ﬂ\_deX:OX(170)+1><(271)+2><(7r73):27r75.

Exo 2.3

X
Calculer, pour x € R, / |t] dt.
0

Propriété 12.

Soient a < b deux réels, f € &£([a, b], K).
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b
1. ¢ r—>/ @ est une forme linéaire sur £(]a, b], K).
a

b b
2. Sig e Kl*" est égale a f sauf en un nombre fini de points, g est en escalier et/ f= / g.
a a

3. Sicea b,

b c b
[r=[re [
a a c

4. On a l'inégalité triangulaire :
b b
INNAL
a a

» Démonstration.

1. Soient ¢ et ¥ dans £([a, b],K), a € K, o une subdivision adaptée a f, ¢’ une subdivision
adaptée a g. Alors c Uc’ est adaptée a f,agetaaf +g.
Notons c U’ = {xq, ..., Xp}avec a=xy < --- < x, = b, notons, pour tout / dans [0, n — 1], A;
la valeur de f sur |x;, x;+1[ et u; la valeur de g sur ]x;, x;+1[. Alors
n—1

b
/ af +g9 = E (oeXj + i) (Xip1 — Xi)
a

=1

n—1 n—1
= a Y NCG1 —x) + Y pilxien — x)
i= i=0

0
b b
:a/ f+/g,
a a

d’ou la linéarité.

2. Soit o une subdivision adaptée a f et {#, .. ., z,} les points en lesquels g differe de f.
Alors c U {z, ..., z,} est adaptée a f mais aussi a g : en effet, sion note c U {z, ..., zZp} =
{x0,..., X,} avec a = xp < --- < x, = b, alors f est constante sur |x;, x;+1[, tout comme g (g

n'est pas différente de f sur un tel intervalle car g ne difféere de f que en les z).
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Mais alors
b n—1 b
/ 9= N(xiy1—x) = / f.
a i=0 a
3. si o est une subdivsion adaptée a f, alors o U {c} est aussi adaptée a f. Notons
cU{c}={x. ..., Xppaveca=xg<x3 <--<x,=b,

et notons jy I'indice de [0, n] tel que x;, = c. Alors {xo, . . ., Xj, } estadaptée a f |[, o et {x;, . . ., Xn

est adaptée a f | 5. Donc

c b I‘o*l n—1
/ f(f)df+/ FE)IE =Y (ks = Xk) + D Ae(Xkey1 — Xe)
a ¢ k=0 k=io

n—1
= > (X1 — )
k=0

:/ab F(t)dt.

4. Soit f € &([a, b],K), 0 = {x0, ..., X,} adaptée a f, a = xg < -+ < x5, Aj la valeur de f sur

]xi, xi+1]. Alors o est aussi adaptée a |f| et |f| égale |\;| sur ]x;, x;+1[. Donc

b n—1
/ f‘ = > it — x)
a i=0
n—1
< Z [A\i(xit+1 — x7)| par l'inégalité triangulaire sur K
i=0

n—1 b
=3 il — %) =/ li
=0 a

QED«

Propriété 13.
Soient f et g dans £([a, b], R).

b
1. Si f(t) > 0 pour tout t de [a, b], alors/ f>0.

N. Laillet - W. Ngambou 17 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



20242025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Intégration

b b
2. si f(t) < g(t) pour tout t de [a, b], anrs/ f< / g.
a a

» Démonstration.

Immédiate, vient de la définition pour la premiére et de la linéarité pour la seconde. QED<«

Remarque 2.2.
Attention! La réciproque est fausse : I'intégrale de x — | x| est positive sur [—1, 3] mais la partie entiere n’y

est pas positive.

» Demonstration.
1. soito = {xo, ..., X, } une subdivision adaptée a f, a = xy < --- < x, = b, A\; la valeur de f sur

|xi, xi+1[. Alors pour tout /, X; > 0 et

b n—1
/a f:Z )\,‘ (X,'+17X,‘)>O.

=0 >o >0

2. On sait que pour tout t dans |[a, b], g(t) — f(t) > 0, donc
b
/ g(t) — f(t)dt >0,

b b
donc, parlinéarité,/ f(t)dtg/ g(t)dt. QED<«

2.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Théroéeme 14 (et defi).
Soit f dans %pm([a, b], C). Alors quelle que soit la suite (¢,) de fonctions en escalier conver-

b
geant uniformément vers f, l'intégrale / wp(t)dt converge vers une limite indépendante
a

b
du choix de ¢,. Cette quantité est appelée intégrale de a a b de f, notée f, / f, ou
[a,b] a

N. Laillet - W. Ngambou 18 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



20242025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Intégration

‘ [ st

» Démonstration.

1. On établit déja le lemme suivant : si (¢,)nen € (¥n)nen sont deux suites de fonctions en

escalier telles que ||f — @]/, o Oet||f —nll -~ 0, alors
n o0 n o.¢]

b
lon —Yally —> Oet/ on— Yy — 0.
n——+oo a

n—-+o00

Remarque : ||¢, — ¥, est un réel, pas une fonction! » Démonstration.

Soit n dans N. Alors

* O < H(pn - 'lpn”oc = ”‘pn - f + f - wn”m < H‘pn - f||oo+||'d/n - f”oo njoo O, dOﬂC H‘pn - 'lanoo njoo
0.

« Par I'inégalité triangulaire,

/bwnm - zpn(t)dr\ < /ab ont) — (1) dt

a

Or, pour tout t dans [a, b], |©,(t) — Yn(t)] < |l@n — Ynll- (ON rappelle que le membre de

droite est une constante). donc

b b
[ 10n) = 9a(0ldt < [ ln = bull dt = (5= ) lon ~ bl 2 0,

donc

b
/ (pn(t) - wn(t)dt njoo 0

QED<«

2. Ensuite, soit (¢,).en Une suite de fonctions en escalier telle que ||¢, — || - 0. Posons,
n oo

[e.e]

b
pour tout n, u, = / ©,, et démontrons que (u,)nen CONverge.
a
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 déja, (u,)nen €St bornée. En effet, soit n dans N. Alors

/abwnmdt' < /ablwn(f)ldt

b
</ lonlle, carvt € [a, bl, [0n(t)] < llonll
a

lup| =

= (b—a)llenllw
=(b—=a)llen—f+fl,

< (b—=a) (llon = fllo + lIfll0) -

Mais |l¢, — f|l)nen converge donc est bornée, et les autres termes ne dépendent pas de
n, donc (u,)qen €St bornée.
« par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on dispose de o extraction telle que uy () converge

vers £ € R. Montrons que uj, - £. On écrit simplement que pour tout n dans N,
n oo
Up = Ug(n) + (Un - Ua(n))-

Or,

b
Up = Ua(n) = / Pn = Pa(n)-
a

Mais comme ||¢, — fll,, —— 0 et | @am) — fll., — 0, on en déduit, par le lemme, que

n—+oo

b
/ ©n — Pa(n) H—+>OO 0, donc que v, — Uy(n) n~>_+>oo 0. Donc
a

Up = Ug(p) + (un — Ua(n)) n—>—+> L.

oo

3. Soit (¥n)nen Une suite de fonctions en escalier telle que ||¢, — || - 0. Alors,
n oo

b b b
/ Yy = / ©n+ / Yo —n — L,
a a a n—+o0

par le Lemme!
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Donc la limite ne dépend pas de la suite de fonctions en escalier choisie !

QED<«

Propriété 15.
(i) Lapplication f — f est linéaire sur I'espace vectoriel des fonctions cpm.
[a.b]

(ii) Pour toute fonction f cpm,

/ab f(t)dt‘ < /ab|f(t)|dt.

(iii) Si f € %pm([a, b]. K), si g est une fonction égale a f sauf en un nombre fini de points,

b b
alors g est continue par morceaux et / g= / f.
a a

(iv) Pour toute fonction  cpm, pour tout ¢ dans |[a, b],

/ab f(t)dt = /: f(t)dt + /Cb f(t)dt.

(v) Pour toute fonction f cpm,

/b f(t)dt:/bme(f(t))dt+/bjm(f(t))dt.

b b
/ f‘g/ .
a a

(vi) Si f estdans %pm([a, b]. K),

» Démonstration.

1. Soient (f, g) dans %pm([a, b], K)?, A € K. Soient (¢,)nen €t (¥n)nen Suties de fonctions en
escalier telles que |lo, — f||., — Oet|¥,—gll.,, — 0.Soit ndans N. Alors, par linéarité
n—+00 n—+o00

de l'intégrale pour les fonctions en escalier,

b b b
/A<p,7+1p,,zx/ <p,,+/ V.
a a a
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Mais on remarque que

IAf 4+ g — (Aon + ¥n)lloe < I = A@nllo + 119 — ¥nll

= |>\| Hf - (pn”oo + Hg - wn”“’ njoo 0.

donc

b b
/anwn . / A+ g,
a n—-+oo a

donc, par unicité de la limite, et comme

b b b b
/ ©, — / f et / v, — / g
a n—+oo a a n—-+oo a

2. On remarque que g — f est alors en escalier, nulle partout sauf en un nombre fini de points.

Par définition de I'intégrale d’'une fonction en escalier, cette intégrale est nulle, donc

b
/g—f:O,
a

b b
donc, parlinéarité,/ g :/ f.
a a

3. Soit ¢, telle que ||f —p,ll, — 0. Alors
n—+o0,[a,b]

llffwnlloo,[a,c]:ts[up]lf(t)fwn(t)lé sup]\f(t)fwn(t)lzHffcanoo,[a,b] - 0
€la,c

telab n—+oo

et, de méme,

n—+oo

If = @nllo .o = sup [F(t) —@a(t)] < sup [F(t) — @n(t)] = If = @nlloo oy — O
te(b,al tela, b

Donc, par définition de l'intégrale,

b
/ wn — 0,
2 n—-+oo
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mais par la propriété de Chasles pour l'intégrale des fonctions en escalier, pour tout n dans N,

b c b c b
/(Pn:/(Pn+/ <p,,—>/f+/ f,
a a c n—+too [, c

d’'ou 'égalité désirée.
4. Immédiat : si ||f — ,||,, —— 0, alors, comme pour tout z dans C, [Re(z)| < |z| et [Im(z)| <
n——+oo

|z|, on a

%e(F) — el —_ 0 et [Tm(F) — Im(pn)l. — 0.

n—-+o00

5. On fait de méme que précédemment, simplement en se rendant compte que si ||f — @, || o
n [e¢]

0, alors par I'inégalité triangulaire inversée, pour tout t dans [a, b],
()] = len(D)]] < [F(2) — @n(2)],
donc

11 = @allle < IF = @lle,— 0.

QED«

Pour les fonctions réelles, on a les deux propositions suivantes :

Propriété 16.

Soient f et g deux fonctions cpm a valeurs réellles sur [a, b].

(i) Sivte[a, b], f(t) >0, alors /b f(t)dt >0

(i) Sivt e [a, b], f(t) < g(t), alos /b f(t)dt < /bg(t)dt.

a
b
(iii) Si f est continue, si f(t) > 0 sur [a, b], / f(t)dt=0=f=0.
a
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» Démonstration.

(i) Sivt e [a, b], f(t) > 0, alors par la proposition[T0} on dispose de (¢,) une suite de fonctions

en escalier telle que pour tout n dans N, ¢, est positive sur [a, b] et
If = nllos =22 0.

Alors, pour tout n dans N, /b ©n = 0, donc, en faisant tendre n vers +oo, /b f>0.
a a

(if) On utilise la linéarité.

(iii) (*) Soit f continue sur [a, b] et positive. On suppose que f n’est pas identiquement nulle, et
on montre que f est d’intégrale non nulle (contraposée de la proposition a démontrer).
On dispose donc de xp dans |a, b[ tel que f(xg) > 0 (on peut supposer xo dans |a, b[ car si
f(a) > 0 ou f(b) > 0, alors, par continuité, il existe un voisinage de a ou de b sur lequel f
est strictement positive).

La, l'idée est d'utiliser la continuité en xy : il va falloir choisir un bon ¢ : faisons un dessin!

f(x0)
2

Prenons ¢ = . Alors, comme f est continue, on dispose de n > 0 tel que pour tout t

dans [a, b],

o —t| <M= |f(x) — f(t)] <e.

On peut de plus choisir 7 tel que [xo—n, xo +7] C [a, b]. Alors pour tout t dans [xg —n, X0 + 7],

f(x0)
2

f(x0)
2

f(xo) — f(t) < , donc f(t) > > 0.

Donc

b X0—mN Xo+m b
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt+/ f(t)dt
a a Xo—"N Xo+n

Xo+M
> / f(t)dt car f est positive sur [a, b]
X

0o—="n
Xo+M

> / f(XO)dt =nf(x) >0,
Xo—n 2
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b
donc/ f(t)dt > 0. QED<«

Remarque 2.3.

On peut remplacer I'hypothése de la derniére propriété par « f de signe constant » .

Exo 2.4

Soit f continue de [a, b] dans R. Montrer que

/ab f(t)dt‘ /ab|f(t)|dt

si et seulement si f est de signe constant.

Que se passe-t-il si f est complexe ?

On finit ce chapitre par une inégalité parfois trés utile :

Propriété 17 (Inégalité de Cauchy-Scwartz).

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], a valeurs dans R. Alors

/ab f(t)g(t)dt‘ < \//b f2(t)dt/abg2(t)dt.

Si f et g sont continues, il y a égalité si, et seulement si f et g sont colinéaires, i.e. il existe

X € K, tel que pour tout t dans [a, b], f(t) = Ag(t).

» Démonstration. (*).

Consitérons, pour tout x dans R,

b
P(x) = / (f(t) + xg(t))?dt.
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Alors, pour tout x dans R, P(x) > 0 et

P(x) = x? /bg(t)zdt+2x/b f(t)g(t)dt+/b f(t)%dt,

a a

docn P est un polynéme du second degré, de signe constant, donc est de discriminant négatif ou

nul, donc

(/ab f(t)g(t)dt) < (/ab g(t)zdt) (/ab f(t)2dt> :

d’'ou le résultat en passant a la racine carrée.

2

Si f et g sont continues et qu'il y a égalité, alors on dispose de x, tel que P(x) =0, i.e.

/b(f(f) + x09(t))?dt = 0.

Comme (f(t) + x0g(t))? > 0 pour tout t dans [a, b] et que t — (f(t) + xog(t))? est continue sur
[a, b], alors pour tout t dans [a, b], (f(t) + x0g(t))? = 0, i.e. f(t) = —xpg(t), d’ou la colinéarité
désirée. (la réciproque est immédiate). QED«

2.3 Bornes non ordonnées

On définit alors l'intégrale de ba aou a< b :

Définition 6.

Soit £ € %ym([a, b], C). On définit

/: F(t)dt = —/ab F(t)dt.

On a alors la relation de Chasles suivante :
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Propriété 18.

Soit / un intervalle, f € ¢pm(/,C). a, b, c € . Alors

/ab f(t)dt+/bc f(t)dt:/: F(t)dt.

» Démonstration.

Pour la preuve, il suffit de remettre les bornes dans 'ordre (tous les cas sont a distinguer). QED«

Remarque 2.4.

/ab f(t)dt' < /ab\f(t)\dt

n’est vraie que sia < bou f = 0.

2.4 Intégrales et primitives

Définition 7.
Soit F € €([a, b],C). Une primitive de f est une fonction F, dérivable sur [a, b], telle que

Vx € [a, b], F'(x) = f(x).

Propriété 19 (rappel).
« Deux primitives d'une méme fonction différent d’'une constante.

« Deux primitives d'une méme fonction égales en un point sont égales.

Propriété 20.

Soit I unintervalle, a € 1, f € €(1, C). Alors
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(i) Lafonction F : x — / f(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant en a.
a

X
(ii) Lunique primitive de f prenant la valeur Aen aest x — A+ / f(t)dt.

a

(iii) Soit F une primitive de f. Alors

/bf(t)dt — F(b) — F(a).

» Démonstration.

(i) Soit x € 1. On va montrer que

— ().

F(x+ h) — F(x)
h h—0

Soithe R*telque x + he L.

F(x+h)F(x)/:+hf/:f/Xx+hf.

Soit € > 0. f est continue en x donc on dispose de nn > 0 tel que pour tout y dans I,
ly =x[<m=1[f(y) - f(x)| <e.

Soit htel que |h| < metx+ hel Alors

_ x+h
F(x+h/)7 F(x) f(X)‘ - ‘i/x f(t)dt — f(x)

1 x+h 1 x+h
S = F(x)dt
‘h/x f(t)dt h/x (x) ’

(méthode importante!)

1

= /Xx+h(f(t) - f(x)dt‘ .
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* Sih<0,

_ x+h X+h
w—f(x)' g—ﬁ i \(f(t)—f(x)\dtg%/x edt =¢.
Donc W — f(x) — 0, donc W — (%)

De plus F(a) = 0.
Lunicité vient de la proposition précédente.

(ii) SiG: x— /X f+A=F+ A, alors G est dérivable et G' = F' = f, et G(a) = A. Lunicité
vient de la prgposition précédente.

(iii) Si H est une primitive de F, par 2, H : x — H(a) +/ f, donc

H(b)—H(a):H(aH/abf—(H(a)+/:f) :/abf.

QED«
Remarque 2.5.
QUe se passe-t-il avec une fonction %pm ?
Exo 2.5
Etablir la dérivabilité, puis calculer la dérivée de la fonction
eX
X / \/1+In%(t)dt.
e—Xx
.

Remarque 2.6.
Attention! On ne peut pas passer directement a la limite n'importe comment dans une intégrale.

Ainsi, si I'on consideére f,(x) = sin(x) cos”(x), on peut calculer la limite de I'intégrale et I'intégrale de la limite.

Méthode 1.

Petit récapitulatif des différentes méthodes de calcul d’intégrales :
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3

On

3.1

(i) La primitivation directe, lorsqu’on reconnait f'(u(x))u'(x).

(ii) Lintégration par parties : soit en écrivant (t) = 1 x f(t) (par exemple pour In), soit en
remarquant que I'un des membres du produit est stable par dérivation/intégration (par

exemple, tXef)
(iii) Le changement de variables
(iv) Pour les intégrales de fractions rationnelles : la décomposition en éléments simples

(v) Pour les intégrales de fractions rationnelles en sinus et cosinus : soit on repére un chan-
gement de variables sin/cos/tan qui parait naturel, soit, si on ne voit pas, le changement

de variables u = tan(t/2).

(vi) Pour les intégrales de fractions rationnelles en ch et sh, soit on essaie de regarder le
changement de variables qui conviendrait a la fraction rationnelle trigonométrique cor-

respondante, soit on effectue le changement de variables v = e’.

REVISER LES DIFFERENTS CHAPITRES FAISANT INTERVENIR DES INTEGRALES

Formules de Taylor

va enfin démontrer proprement les trois formules de Taylor.

Formule de Taylor avec reste intégrale

Théroéme 21.

Soit f une fonction de classe ¥"! sur | C R, a valeurs dans K, a € /. Alors

Vx el, f(x)= z”: f(k/zl(a)

k=0

(x—a)f+ / (Gl ;! D" F (1) dt.
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Exemple 3.1.
Regardons la formule pour n =0, n = 1.
e n=20:

f(a) —a)° +/ b=t t) F(t)dt = f(a) +/ F(t)dt

= f(a) + f(x) — f(a) = f(x).

en=1

f f' “(x—1t)

%(x —a)’+ %(x —a) +/a (Xl! t)f (t)dt

=f(a)+ f(a)(x—a)+[f(t)(x— )i - /X f'(t) x (=1)dt

=f(a) +f'(a)(x —a) — f'(a)(x — a) + f(x) — f(a) = f(x).
» Démonstration. (*).
Démontrons, par récurrence sur n € N, la propriété

(k) o n

(2,) Sife e (1,K), Vxel, f(x)= Z f (a)( a)k + / %f(nﬂ)(t)dt.

k!
k=0

- Initialisation. Supposons f € (I, K). Alors

f(x):f(a)+/ F(t)dt = f(() )( a)° + / (Xgilt)of’(t)dt,

X
d’ou l'initialisation.

« Hérédité. Soit n € N tel que &, est vraie.

Supposons f dans ¢ (1, K). Soit x € 1. Par hypothése de récurrence, comme f € €™ (1, K),

") (2 .
100 =3 gy [TO D rrmigr

k=0

Effectuons une intégration par parties , avec u(t) = f"(t), donc u/(t) = F("F2)(¢), et V/(t) =
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Intégration
(x ;It)”’ donc v(t) = _()(('7_:)1,;1' Alors
f(x)
_ Z f(k)(a) - a)k + |:f(n+l)(t) Wx]x + ’ (>(<n—+t)1”) - f(”+2)(t)dt
_ Z f( ) gy o) (n +?Ln;1 / ()(< 7+t1)' e
n+1 )k / (>(< —+tl)l f(n+2)(t)dt
d’ou I'hérédité, et le résultat par le principe de récurrence. QED«

Cette formule est déja utile en soi, mais son application I'est encore plus!

3.2 Inégalités de Taylor-Lagrange

Théroéme 22.

Soit I un intervalle de K, soit f une fonction de classe ¥"+* sur O et a € /. Alors si |f("*1)| est

borné par M > 0 sur 1,

[x — a|"*t

VXEI, m

0
fo-3 1 k!(a) (x— a)k

k=0

<M

» Démonstration.

Soit x € 1. Par la formule de Taylor avec reste intégrale entre a et x a l'ordre n,

nfk) x f(n+1)
100 -3 -y = [T iya,
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Six>a
lg(x)|
x [ £(n+1) _ #\n
< [,
2 n!
</ Mdt
—/ (x —t)"dt
t)n+1
Tl { n+1 L
B M(X_a)n-H B /\/I|x—a\”+1
o on+1 (n+ 1)
Six<a
lg(x)|
</ ERIONCET L
2 n!
a | £(n+1) __ #|n
< [t
< n!
a —
</ Mdt
= /(t—x) dt
M (t )fH—l
o nl n+1 |,
B M(Q—X)’H—l B /\/I|x—a\”+1
o on+1 (n+ 1)
D’ou le résultat désiré ! QED«

Remarque 3.2.

Attention aux majorations avec les intégrales. Si a < b, si f(t)

b b
/ F(H)g(t)dt < / M(t)dt.

< M pourtout t et si g > 0, alors
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De plus, attention (bis), ce n’est pas parce que f(t) < M que pour ¢ quelconque,

/b f(t)(p(t)dt‘ < /ab I\/lcp(t)dt’

a

(prendre @ constante égale a —1).

3.3 Applications des formules de Taylor

n k
. . X<
1. Démontrons que nﬂToo ;;o e
Soit x € R. ALors pour tout t dans [0, x], |e’| < max(1,e*). Donc, comme exp est € et que

pour tout n dans N, exp(”(0) = 1, par l'inégalité de Taylor Lagrange & I'ordre n entre 0 et x,

max(1, eX)|x|™!

n k
X
=Dl S — 0,
€ ;k! (R
|X|n+1
la limite venant du fait que la série de terme général (1] converge par la regle de D’Alem-
bert (et donc le terme général tend vers 0).
2
z . oz oz . X
2. Etablissement d’inégalités classiques : par exemple, montrer que Vx > 0, In(1 + x) > x — 5

Cette fois, les inégalités de Taylor-Lagrange ne sont pas les plus utiles. En revanche, par la

formule de Taylor avec reste intégrale, si f : x — In(1 + x), f® : x — 5, donc

2
(1+x)

" x £(3) _ #)2
n(1+x) = £(0)+ /(0 + Hi 4 [T g
O .
X2 X(Xit)Q X2
= - M > x —
0+x 2+/o (1+t)3dt/x 5

car l'intégrande de la derniére intégrale est positif !

3. Inégalités de Kolmogorov : Soit f € (R, R). On suppose qu'il existe M, et M, deux réels
strictement positifs tels que pour tout x € R, |f(x)| < My et |f”(x)] < M. Montrer que 7' est

bornée sur R et que pour tout x dans R, |/ (x)| < 2/ MoMs.

Myh  2M,
On montrera que pour tout h > 0, pour fout x € R, |f'(x)| < ?2 + TO
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Soit x € R et h > 0. Par l'inégalité de Taylor-Lagrange entre x et x + h,

Mo h?

[f(x + h) — f(x) — hf'(x)| < >

Deux manieres d’arriver & I'inégalité voulue :

« En revenant a un encadrement :

Mo h? Mo h?
Déja, — —5— < F(x+h) = (x) = hf'(x) < =
2 2
Donc : — 2 F(x) 4+ hf'(x) = F(x + h) < M;h
Msh? Mo h?
Clest-a-dire que : — —— — F(x) + f(x + h) < hf'(x) < —— — f(x) + F(x + h).

Mais —Mo < —f(X) < /\/lo, —MQ < —f”(X) < MQ, et _MO < f(X+ h) < Mo, donc

Mo h? Mo h2
I o< i) < M o,
. Myh  2M,
donc, en divisant par h, |f'(x)| < 72 + TO

- directement avec l'inégalité triangulaire : on écrit que

F(0] = 7107 (x)]

%|hf’(x) —f(x+h)+ f(x)+ f(x+ h) — f(x)]

1 1

< E|hf’(x)—f(x+h)+f(x)|+z\f(x+h)—f(x)|
1 1

< E|—f(X)—hf'(X)+f(X+h)|+E(|f(X+h)|+|f(X)|)
1 Myh? 1 Myh — 2My

<= ToMy = 28 4 20

ST + h2Mo 5 + h

Ensuite, comme l'inégalité est vraie pour tout h, est est vraie pour h qui minimise la fonction

Moh — 2M, M. 2M M . .
@:h— — +=20r¢ : h— —+ =22 nulle en hy = 24/ —2, négative avant, positive
2 h 2 h2 Mo
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ensuite. Donc ¢ atteint son minimum en hy, et donc

M M, 2M
PO < olh) = 224/ T2 + ———= = 2/MoM,.
2 M, 2, /M
Mo

D’ou le résultat!

Remarque : en fait on peut avoir une borne en /2MyM, mais c’est plus compliqué : cf. TD!

3.4 Formule de Taylor-Young

Théroeme 23 (Formule de Taylor-Young).

Soit f une fonction de classe ¢” sur | et a € /. Alors

Flx) = 3 f(k;!(a) (x — )" + o((x — 2)").

Remarque 3.3.
« Lhypothése est plus faible que pour les autres formules de Taylor (¢ au lieu de €"*?).

« Mais le résultat lui-méme est plus faible car il est local seulement, et pas global!

» Démonstration. (*).

Quitte a considérer une translation, on va supposer a = 0. On montre par récurrence sur n :

(20) ¥F € 6" (LK), F(x) = Z f(k;fo)

xK 4 o(x™).

- Initialisation. si f € ¥°(1, C), alors f(x) = f(0) + f(x) — £(0). Mais, comme f(x) — f(0) = 0,
X—>
f(x) — 1(0) = o(1), et l'initalisation est prouvée !
» Hérédité. Soit n € N tel que &2, est vraie. Démontrons que £, est vraie.
Soit f € €"1(I, K). Alors ' € €"(I, K). Donc, par hypothése de récurrence,
(k)
fl(x) = Z (F)(0) (O)xk + o(x"),

x—0 k!
k=0
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c’est-a-dire que

m f(k+1)
fl(x) = Zif © 4 4 o(xm.

x—0 k!
k=0

On veut intégrer la relation suivante (mais on n’a pas démontré que I'on pouvait intégrer les o) :

on dispose d’une fonction ¢ telle que p(x) = 0 telle que pour tout x dans I
X—r

~ F-(0) "
f(x) = Z Txk + x"p(x).
k=0 '

On integre entre 0 et x (attention a bien changer la variable d’intégration).

x I R e () DV
/0 f(t)dt—/o > th o+ t7p(t)dt,

|
pard
c’est-a-dire que

~ FED0) s

f(x) — (0) = kzzomx +/0 t"p(t)dt,

c’est-a-dire, aprés changement d’indice et ajout de (0) a la somme,

Il nous reste a démontrer que

/X t"p(t)dt = o(x"),
0 x—0

Xtro(t)dt
Jo te(H)dt — 0.

xn n——+oco

Soit € > 0. Soit n > 0 tel que pour tout t de I tel que |t] < n, |p(t)] < €. Soit alors x dans I, tel

i.e. que

que |x| < |nl. Alors, si x > 0,

n+1
< E|X|n+1,

X X X 3%
t"p(t)dt| < t|” t dtée/ t"dt =¢
[ et < [ieroa < [ i
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et, si x < 0, on montre que

|X‘n+l

n+1

<elx|™,

/ t”(p(t)dt‘ <e

0

— 0, d’ou I'nérédité, et le résultat désiré ! QED<«

n—-+o00

Jo te(t)dt
donc T

4 Calcul approché d’intégrales

On va voir dans cette section différentes maniéres d’approcher une fonction par des rectangles

ou par des tapézes.

Définition 8.
Soit f une fonction continue sur [a, b], {x;}o<i<n Une subdivision de [a, b], (¢;)o<i<n—1 UNE SUite
de réels telle que pour tout i de [0, n — 1], ¢; € [x;, x;+1]. La somme de Riemann associée a f,

a {xi}o<i<n €t & (¢)ogicn—1 €St la somme

n—1

R(f) = Z(de»l — xi)f(ck).

k=0

Propriété 24 (HP).
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute
subdivision de pas < 7, toute somme de Riemann R(f) associée a f et a cette subdivision

vérifie

/b F(t)dt — R(f)‘ <e.

Le seul théoréme vraiment au programme est celui de la méthode des rectanges.
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Définition 9.
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors la méthode des rectangles a gauche (resp. a
droite) consiste a calculer la somme de Riemann associée a f, a la subdivision réguliere

b— b—
{a+k }o<k<n, etavec ¢, = a+ k— pour k € [0, n— 1] (resp. k € [1, n]).

Ainsi, Ies sommes considérées sont
b— a2 a b—aw b—a
I f k —_— f k
3 (a+ )et 5 <a+ )

k=1
Propriété 25.

1. Soit f lipschitzienne sur [a, b] de constante de Lipschitz K. Alors

<a+k ) — / fF(t)dt
n n—-+oo 2

b—aw a b
etn;f<a+k )njm/a f(t)dt

Plus précisément.

n

b b—a b—a
/af(t)dt—nkzof(aﬂ . )

2. (généralisation) Soit f € %pm([a, b], K). Alors

n—1 b
b—a f< +k> — / F(t)dt
= n—-4o00 a

b a%f( )njoo/abf(t)dt

k=1

< K(b—a)Q.
2N

0]
—

» Démonstration.

b— -
1. Soit n € N. Posons, pour tout k dans [0, n], xx = a+ kTa. {x0. ..., X} est une subdivision
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réguliére de [a, b]). Alors

b b n—1 b
/ f(t)dt—aZf<a+k a)
a n o n

b n—1
:/ f(t)dt—Z(XkJ,-l — Xi ) (Xx)
=l e - n-!
= Z/ f(t)dt — Z(Xk-H — Xk )f(xk)
k=0 Xk k=0
n—1 Xk+1 =1 rxe
_ (0t (s —x0f0) = 5 [ 0 - sy ot
kzz% (/Xk k1 — Xk ) (X > ;/Xk K

Donc

b b* n—1 b*
/a f(r_)dt—,f%f(ﬁk nE’)‘
=1l rxen
> [t et
k=0 7 Xk

n—1
<
k=0

JRNGCRIES) dt‘

Xk

=1 rxe
< Z/ 1F(t) — F(x0)| dt
k=0 ' X
=1l rxe
<Y K(t — x)dt
k=0 X
n—1 X|
(f _ Xk)Z k+1
< ~ 7
<YK [ 5
k=0 X
= (Xk+1 - Xk)
— Z K
2
k=0
n—1 _ 2
. Z K(b a)
2n?
k=0
 _(b—a)? K(b—a)
=K 2[12 - 2n n%—+>00 0

d’ou le résultat désiré ! On fait de méme pour les autres bornes (de 1 a n).

2. On ne traite que le cas f € ¢*([a, b],K). Si f € €*([a, b],K), alors f' est continue sur le

N. Laillet - W. Ngambou 40 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



20242025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Intégration

segment [a, b] donc est bornée et atteint ses bornes sur ce segment. Elle y est donc lipschit-

zienne! QED«

Exemple 4.1.

n—1

\ . k
Déterminer Jim kz: In (1 + 3%)'

=0

n—1
Méthode : toujours se ramener a une intégralede 0 a 1, i.e. a = E f (E)
k=0

Ici, sion prend f : t — In(1 + 3t), alors f est continue par morceaux, donc par théoreme de convergence

des sommes de Riemann,

n—1 n—1 1
1 k
1 > i (1 +35) ==Y 'f (7> — / f(t)dt.
n s n n s n n—+oo o

k

Mais

/01 f(t)dt = /01 In(1 4+ 3t)dt

- % [(1+3¢)In(1+3t) — (1+ 3t)]2

% (41n(4) — 4 — In(1) +1) = 2 In(2) — 1.

[BEBUTR|]
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