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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

A linstar de ce qu’on a fait pour définir numériquement les notions de
limites et de continuité, nous allons dans ce chapitre construire I'intégrale, a
I'aide de la notion d’aire sous la courbe.

Il nous faut donc d’abord expliquer que I'on peut « approcher » une fonction
par des fonctions dite en escalier.

1 Approximation uniforme de fonctions continues
par morceaux

1.1 Fonctions continues par morceaux

On va définir I'intégrale sur des fonctions continues par morceaux. On dé-
finit d’abord la notion de subdivision adaptée.

Définition 1.
Soient a < b deux réels.

1. Une subdivision de [a, b] est un ensemble fini o d’éléments de [a, b] tel
quesioc={x, ..., Xn}, avec xg < + -+ < Xp, Xo = a et x, = b.

2. La précision d’'une subdivision {x, ..., X} avec xp < -+ < x, est

Ogrpgarﬁl(xiﬂ - Xi).

3. SiV(i,j) €[0,n—1]3 xi41 — X = X;11 — X;, on dit que la subdivision est
s - b—a
réguliére Le pas de cette subdivision est x; — xp = Pt

4. Si o et ¢’ sont deux subtivisions de [a, b], on dit que ¢’ est plus fine que

osiocCo.

Dans la suite, a et b désignent deux réels tels que a < b.

Définition 2.

Soit f : [a, b] — K.

1. On dit que f est continue par morceaux (cpm) sur [a, b] s’il existe une
subdivision o de [a, b], 0 = {xq, ..., Xpt(@aveca=x < xg < -+ < Xy =
b) telle que pour tout i de [0, n — 1],

> f1x...] €St continue,

> f1x.x..[ POSSEde des limites finies en x; (a droite) et x;, (a gauche).

2. Si f est continue par morceaux, sio’ = {yo, ..., ym} est une subdivision
de [a, b],avec a=yg < y; < --- < y, = b, on dit que ¢’ est adaptée a 1
si pour tout / de [0, n — 1],

> .y, €St continue,

> flly,....[ POSSEde des limites finies en y; et yi 1.

3. Sil estun intervalle de R, on dit que f est continue par morceaux sur |
si elle est continue par morceaux sur tout segment de .

4. On note %pm(l, K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux de
| dans K.

Exemple 1.1.
La fonction partie entiére est continue par morceaux sur tout segment de R, alors que

tan(x) si x # g[ﬂ']

Sif:x— , f n’est pas continue par morceaux sur [0, 7].

0 sinon

Propriété 1.

Soit f € €pm([a, b], K).

1. Si o est une subdivision adaptée a f et si ¢’ est plus fine que o, alors
o’ est une subdivision adaptée a f.

2. Si o est une subdivision adaptée a f, si ¢’ est une subdivision quel-
conque de [a, b], 0 U ¢’ est une subdivision adaptéee a f.
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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

» Démonstration.

1. Notons 0 = {xo, . . ., Xnha=xg<-<x,=b,c ={y,..., Ymb a=yo <
o< ym=Db.
Soit / dans [0, m — 1]. Comme o C ¢’, on dispose de j dans [0, n — 1] tel
que [yi, yi+1] C [x, Xj41].
(penser au fait gqu’il y a davantage de points dans ¢’, donc de plus petits

intervalles)

Donc

> fly.y.. €St continue car £ .. [
>eny;.

e siy; = x;, comme f|, .,,[ admet une limite finie en x;, 7|, .., admet

Wil
une limite finie en y;,

e sinon, y; €]x, x;11[. Comme f|;, .| est continue elle est continue

Xj+1
en y;, donc admet des limites finies a gauche et a droite en y;, donc
flly,.vi.a[ @dmet une limite finie en y;,

> on fait de méme en yjy;.
Donc ¢’ est adaptée a f.
2. ¢ C 0 Uo’ donc, comme o est adaptée a f, o U ¢’ est adaptée a f.

QED «

Propriété 2.
%om([a, b], K) est un s.e.v. de K1),

» Démonstration.
1. La fonction nulle est %pm.

2. Soient (f, g) € %pm([a, b], K)?, X € K.
Soit o une subdivision adaptée a f, ¢’ une subdivision adaptée a g.
Alors o U ¢’ est adaptée a f et a g.

DoncsicUo’ = {x,..., Xn}, @avec a = xp < --- < x, = b, pour tout / dans
[[O, n— 1]], (}\f + g)\]X’

> est continue car £y, x.,[ €t g x.,[ € sont,

,X/+1[

> possede une limite finie en x; et en x;;.; car f |, ., et 9|1 ., [ POSSE€dent
une limite finie en x; et en x;1.

Donc Af + g € %pm(|a, b], K).

D’ou la structure d’espace vectoriel. QED «

1.2 Fonctions en escalier

Définition 3.

Soit 7 : [a, b] — C.

1. On dit que f est en escalier sur [a, b] s'il existe une subdivision o de
[a,b], 0 ={x0, ..., xp} tel que Vi € [0, n — 1], f|}x «.,[ €St constante.

2. Si f est en escalier, une subdivision ¢’ = {y, ..., Ym} avec a = yp <
vi < ...,ym = b est dite adaptée a f si pour tout / dans [0, m — 1],
flyi.viia| €St CONstante.

Remarque 1.2.
1. La partie entiére est en escalier sur tout segment.

2. ATTENTION! La valeur de la fonction en x; peut étre complétement arbitraire.

On en déduit alors les conséquences suivantes, qui sont les mémes que
pour les fonctions continues par morceaux.

Propriété 3.

1. Si f est en escalier sur [a, b], si o est adaptée a f, alors pour toute
subdivision ¢,
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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

a. sio C o', alors ¢’ est adaptée a f,

b. si ¢’ est quelconque, o U ¢’ est adaptée a f.

2. Lensemble des fonctions en escalier est un sous-espace vectoriel de
clatl,

Exo 1.1

Soito = {xo, ..., X} une subdivision de [a, b]. Vérifier que

F = {f e Cl*" en escalier , o est adaptée a r}

est un sous-espace vectoriel de C!?*! et déterminer sa dimension.

1.3 Approximation uniforme

Le but de cette partie est alors d’approcher toute fonction continue par
morceaux par une fonction en escalier.

Propriété 4.
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. Alors f
est bornée sur [a, b] (i.e. |f| est majorée).

» Démonstration.

Soit o une subdivision adaptée a f, o = {xo, ..., Xptaveca=xp < x3 <--- <

X, = b.

1. soit / dans [0, n — 1]. Alors f| ., est continue et posséde des limites
finies en x; et en x;11. Notons g; son prolongement par continuité. Alors g;
est continue sur un segment, donc est bornée. Soit M; tel que pour tout ¢t
dans [x;, xi+1], 0 < gi(t) < M.

Alors pour tout t dans ]x;, x11[, |F(t)| < M;.

2. Notons M = max (M;), M' = _n?[éaxﬂ |f(x;)|, et M" = max(M, M"). Mon-
1€(0,n

i€[0,n—1]
trons que M” est un majorant de |f|. Soit ¢ dans [a, b]. Alors
> si 3i € [0, n], t = x;. Alors
F(O = [f(x)| < M <M,

> sinon on dispose de i/ dans [0, n — 1] tel que t €]x;, xi+1[. Donc |f(x)| <
M, <M< M.

Donc |f| est majorée par M". QED <«

Remarque 1.3.

La fonction n’atteint pas forcément ses bornes! La fonction
[0,1] = R
f: xsixe[0,1],
X
0six=1.
est continue par morceaux, bornée sur [0, 1], mais n’atteint pas ses bornes (sa borne
inférieure, oui, mais pas sa borne supérieure).

Ceci nous permet de définir ce qu’on appellera la norme co d’'une fonction
continue par morceaux sur un segment.

Définition 4.
Soit f € ¢pm([a, b], K). La quantité sup |f(t)| existe, est finie et est notée
tela.b]

171l L (2,67 OU [If [l S'Il N’y @ pas d’ambiguite sur le segment considére, et
appelée norme uniforme ou norme oo de f sur [a.b].

Exo 1.2

Que signifie ||f]|,, < €? Pour f et € donnés, dessiner une fonction g véri-
fiant ||f — g|l <e.
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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

Propriété 5.
Soient f, g dans %pm([a. b], K), X € K. Alors

() VF € Gpm([a, b]. K), [If]l = O.
(ii) (homogénéité) | Afl, = [A|[|f]] -
(iii) (séparation) (||f]|,, =0) = f =0 sur [a, b].

(iv) (inégalité triangulaire) || + gl < Il + l9lloo-

On dit que [|-|| oo est une norme sur %pm([a, b], K).

» Démonstration. (*, On termine par la premiere proposition, en fait + dure).

(i) comme pour tout t de [a, b], |f(t)| =0, sup |f(t)| = 0.
te€la,b]

(ii) soit f dans %pm([a, b], K) tel que ||f]|,, = 0. Alors sup |f(t)| = 0, donc
t€la,b]

vVt € [a, b], |f(t)] 0.
Donc : vVt € [a, b], |f(t)| = 0, i.e. f est la fonction nulle.

(iii) soit (f, g) € Gpm([a, b], K)?, soit t dans [a, b]. Alors
[F(t) +g(t)| < |F(t)] + [g(t)],

par 'inégalité triangulaire sur K. Comme | (t)| < |||l et |9(t)] < |9l
on en déduit alors que

1F(8) + 9(D)] < [[flloe + 19l -
donc ||f||, + ll9ll,, estun majorant de {|f(t) + g(t)|, t € [a, b]}, donc il
est supérieur a la borne supérieure de cet ensemble, donc
I+ 9lle < Ifllee + 19l -
(iv) Soit f € €pm([a, b]. K) et A € K.
> siA=0, M =10l =0=0x|fll,
> sinon,
e soitt € [a, b] :

MO = IMIFO < Ao

donc Ml < ALl

e ensuite,
1 1 1
() = |2 ()] = =M ()] € = Ml
76 = [0 = ol < 57 v
1 .
don [ < 37 Al Al < Al

Donc | A fll., = (A 1Fll.-
QED «

On va maintenant montrer que I'on peut approcher n’importe quelle fonc-
tion continue par morceaux par des fonctions en escalier. Comment montrer
cette proposition ? On a besoin d’'une notion uniforme sur un segment.

Définition 5.
Soit / un intervalle. Une fonction f définie sur / est dite uniformément conti-
nue si

Ve >0, In >0, V(x,y) e l? |x—y|<n=|f(x)—f(y) <e.

Remarque 1.4.

Qu’est-ce que c’est ne pas étre uc?
1. Rappel : « f est continue sur | » :
Vx €l Ve>0,In>0, Yy el [x—y|<n=I|f(x) - f(y)| <e.
Dans cette définition, le n peut dépendre de x.

2. En revanche, pour une fonction continue, non! Le n doit fonctionner pour tous les

X.
3. Par exemple, la fonction inverse n’est pas uniformément continue !
4. Comment traduire « f n’est pas uniformément continue ? »

Je>0, V>0, Ixel, Jyel, | x—y|<nA|f(x)—f(y)| >e.
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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

Propriété 6.
Soit | C R, f : | — R. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f n’est pas uniformément continue,

2. |l existe € > 0, deux suites (x,)nen €t (yn)neny d’éléments de | telles que
Xn = Yn 0 et telles que pour tout ndans N, |f(x,) — f(ya)| > €.
n——+oo

3. Il existe deux suites (x,)nen €t (va)nen d’éléments de | telles que x;, —
Yo 2 0 et telles que (f(x,) — f(¥»))nen NE tende pas vers 0.
n [ee]

» Démonstration.

Si f n’est pas uniformément continue, on dispose de € > 0 tel que pour tout

e > 0, il existe (x,y) € I tels que |x — y| < net|f(x) — f(y)| > e.
Soit n € N, prenons ¢ = on Alors on dispose de x, et y, dans | tels que

1
IXn — Yol < et |[f(x,) — f(yn)| > €.
on

Alors x, —y, — 0 ettelles que (f(x,) — f(ya))ners ne tend pas vers 0.
n o0

Si on dispose de (x,)nen €t (Vn)nen d’éléments de | telles que x,—y, — 0

n—-+oo

et telles que (f(x,) — f(¥n))nen Ne tende pas vers 0.

Comme (f(x,) — f(vn))nen Ne tend pas vers 0, on dispose de ¢ > 0 tel que
pour tout n > 0, pour tout N € N, il existe n € N tel que |f(x,) — f(y,)| > €.
Donc on dispose de € > 0 tel que pour tout n > 0, pour tout N € N, il existe
(x,y) € T tel que |f(x) — f(y)| > e.
D’ou la non-uniforme continuité ! QED <

Exemple 1.5.

1 . ) . N
1. Par exemple, f : x — ~ n’est pas uniformément continue sur R’, . En effet, posons,
1

» 1
pour tout ndans N°, x, = — et y, = .
n 2n

Alors x, — y, — 0 mais f(x,) — f(yn) =
n—+o00
n—2n = —nne tend pas vers 0.

2. De méme, g : x — x> n'est pas uniformément continue sur R. Posons en effet,
pour tout ndans N, x, = vVnety, = vVn+1. Alors x, —y, = vVn—+Vn+1 =

—1
—— — 0,etg(xs) —g(yn) =n—(n+1) = —1 ne tend pas vers 0. Donc
n(n + 1) n—+o0

g n'est pas uniformément continue.

Propriété 7.
(i) Une fonction uniformément continue sur un intervalle y est continue.

(if) Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

» Démonstration.

1. Soit f uniformément continue sur |. On dispose alors de ng tel que pour
tout € > 0, pour tous x et y dans |, |x — y| < no implique |f(x) — f(y)| < e.
Soit € > 0. Soit x € I. Posons n = n9. Soit y € | tel que |x — y| < 7. Alors
If(x) —fy)l <e.

Donc f est continue sur |.

2. Supposons que f soit K-lipschitzienne, avec K > 0.

Soit € > 0. Posons n = % Soit (x, y) € I, tels que |x — y| < 7. Alors

€
£~ FI < K-y < K =,

donc f est uniformément continue. QED <«

Exemple 1.6.
Attention, la réciproque de la derniére proposition est fausse! On verra en TD que
x — v/x est uniformément continue mais pas continue sur R..

On a un théoréme qui va faire que tout fonctionne bien sur un segment :

Théroéme 8 (Heine).
Toute fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

» Démonstration. (*).
Soit f : [a, b] — K, continue. On suppose que f n’est pas uniformément conti-
nue.
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CH22 Intégration

1 Approximation uniforme de fonctions continues par morceaux

Alors on dispose de € > 0, (x,)nen €t de (vn)nen deux suites de [a, b] telles
que X, = ¥n —— 0 et telles que pour tout n, |f(x,) — f(y,)| > €.
n o0

> (x,)nen €St bornée donc, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on
dispose de ¢ extraction et de £ € R tels que v,y — £.

n—-+oo
Or, pour tout ndans N, a < x,(,) < bdonc a < £ < b.

> De plus,
Yotn) = Yo(n) ~ Xo(m) + Xo(m) > &
> Mais, par continuité de f en ¥,
f(XLp(n)) - f(yw(n)) n—)—+>oo £—£=0,
ABSURDE!

Donc f est uniformément continue sur [a, b]. QED «

Le but est alors d’approcher toute fonction continue par morceaux par une
fonction en escalier!

Propriété 9.
On note ici £([a, b], K) 'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans
K.

1. Vf € €°%([a, b], K), Ve >0, Ig € £([a, b], K) telle que ||f — g||, <&.
2. Vf € 6yn([a, b], K), Ve >0, 3g € £([a, b], K) telle que || — gl|, <e.
3. Vf € %om([a b, K), 3(gn)nen € E([a, b], K)" telle que [|f — gull,, —

n—+oo
0.

On dit que (g,)nen converge uniformément vers f.

» Démonstration. (*).

1. Soit f € €([a, b], K) et € > 0. f est continue sur [a, b] donc uniformément
continue sur [a, b], donc on dispose de n > 0 tel que

V(x,y) €la b Ix—y| <n=If(x) - f(y)| <e.

Soit alors 0 = {xo, ..., x,} une subdivision réguliére de [a, b] de pas infé-
b—a b — a)

rieur ou égal a ¢ (il suffit d’avoir <, ienz

Posons g : [a, b] — K définie par :

> Vi €[0,n—1], g|pqx..1 = F(x),
> g(b) = (b).
Alors

> g est en escalier,
> pour tout t dans |[a, b],
e sit=b,|f(t)—g(t)]=0<e¢,
e sinon, on dispose de i € [0, n— 1], tel que t € [x;, xi+-1[. Alors |t — x;| <
7, donc, par uniforme continuité, |f(t) — f(x;)| < &, donc
IF(t) —g(t) <e.

Donc pour tout t dans [a, b, |f(t) — g(t)| < &, donc ||f — g||, <.

D’ou le résultat demandé!

. Soit f € pm([a b].K), 0 = {x0, ..., X} une subdivision adaptée a f. Soit

€>0.

La l'idée est d’approcher f comme précédemment sur les intervalles sur
lesquels elle est continue, et de traiter les discontinuités séparément.

Soit i dans [0, n — 1]. Alors f|},, ., €st continue et prolongeable par conti-
nuité en x; et x;1. Soit fle prolongement par continuité de cette fonction

sur [x;, xi1]. Soit g; en escalier telle que ||7; — gi| boinr] S E-
Soit alors
[a, b] = K
P g,'(t) sidie [[O,I’l*].ﬂ, tG]X,',XH_l[
t
f(x;) si3ie0,n], t=x.
Soit alors t € [a, b].

> si 3i € [0, n— 1] tel que t €]x;, xi41],

() — F(B)] = 19:(0) — F(O < |~ 91l oy <€
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CH22 Intégration

2 Construction de l'intégrale de Riemann

> si 3i € [0, n] tel que t = x;, alors
lo(t) — f(t)] = |f(x) — f(x)| =0<e.

Donc || — ¢l (2. < & €t ¢ est en escalier car pour tout i dans [0, n — 1],
g; est en escalier.

. 1 : .
3. Soit n € N. Prenons ¢ = o Alors on dispose de ¢, en escalier telle que

1
||f - (anoo,[a,b] Se= ?

On a alors construit une suite de fonctions en escalier, (¢,).cn, telle que
pour tout n dans N,
1

_ <
||(10ﬂ f”oc,[a,b] = on n—>—+>oo 0. OED<

Remarque : étant donnée la construction précédente, on a la proposition

2.1 Intégrale d’une fonction en escalier

suivante :

Propriété 10.

Soit f € %pm([a, b].R), positive sur [a, b]. Alors il existe (gn)nen €
E([a, b, K)M telle que ||f — gall., fond 0 et telle que pour tout ndans N, g,
est positive sur [a, b].

Maintenant on a tous les outils en main pour pouvoir définir I'intégrale,
d’abord d’une fonction en escalier, puis d’'une fonction continue par morceaux.

2 Construction de I'intégrale de Riemann

Dans toute cette section, on note £([a, b], K) 'ensemble des fonctions en
escalier de [a, b] dans K.

Propriété 11.
(et définition) Soit f € £([a, b], K), o une subdivision adaptée a f, 0 =
{x0,..., Xnts Xo < -+ < Xny (Mo, - - An-1) € K" tels que Vi € [0, n — 1], |A;

est la valeur de |, ,,,[ (constante car f est en escalier).
n—1

La quantité Z Ai(xir1—x;) ne dépend pas du choix de la subdivision adap-
i=0

tée o.

b
Cette quantité est nommée intégrale de f de a a b, notée / f ou
a

b
/ f(t)dt ou encore/ f.
a [a,b]

» Démonstration.

1.

Soit o adaptée a f, ¢’ plus fine que o (c’est-a-dire que o C o’).
On écrito = {xp, . .., Xn}, et

oumZzn.

Alors

> Xo = Yo,

> Xp = Ym,

> pour tout i dans [0, n], il existe k; dans [0, m] tel que yx, = x; (C’est parce
que o C d').

Notons ., la valeur de f sur ]y;, yvi.1[. Alors la somme associée a ¢’ est
J I Y+

-

n—1 kiz1—1

w1 — ) = Z Z Wi (Yit1 = ¥)-

i=0 j=ki

3

—.
Il
=)

Mais, pour tout j dans [k, kiy1 — 1], #; = A;! En effet, f est constante sur
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CH22 Intégration

2 Construction de l'intégrale de Riemann

1xi, xi+1[, c’est-a-dire sur ]y, y,,[! Donc

n—1 kit1—1

m—1
Y=y =D Y My —y)
j:O i=0 j:kl

Kiy1—1

n—1
:ZA/ Z (yj+1*yj)
i=0 J=ki

n—1

= Z Xi(Vk,» — v ) par télescopage.
=0

n—1
= Z Ai(Xip1 — Xi),
i=0

d’'ou I'égalité des deux sommes !

2. Si o et ¢’ sont maintenant deux subtivisions quelconques adaptées a f,
o CoUd eto C oUd, donc les sommes correpondant a ces trois
subdivisions sont égales par le point précédent ! QED <

Exemple 2.1.
Par exemple,

/WLdex:Ox(lfO)Jrl><(271)+2><(7r73):27r75.

Exo 2.3

X
Calculer, pour x € R+,/ Lt] dt.
0

Propriété 12.
Soient a < bdeux réels, f € £([a, b], K).

b
1. ¢ b—>/ © est une forme linéaire sur £(]a, b], K).
a

2. Si g € K[*Y est égale a f sauf en un nombre fini de points, g est en

b b
escalier et/ f:/ qg.
a a

3. Sicela bl

b c b
[
a a c

4. On a l'inégalité triangulaire :

b b
[ =L
a a

» Démonstration.

1. Soient ¢ et 9 dans £([a, b],K), a € K, o une subdivision adaptée a f, o’

une subdivision adaptée a g. Alors o U’ est adaptée a f,ageta af +g.
Notons c U ¢’ = {xy,..., X} avec a = xp < --- < x, = b, notons, pour
tout / dans [0, n — 1], A\; la valeur de f sur ]x;, xi+1] et u; la valeur de g sur
1xi, xix1[. Alors

n—1

b
/ af +g =" (aX + u)(xit1 — x)

i=1

n—1 n—1
=Y N —x)+ > wili —x)
=0 i=0

b b
:a/ f+/ g,
a a

d’ou la linéarité.

. Soit o une subdivision adaptée a f et {#, ..., z,} les points en lesquels g
différe de f.
Alors o U{z, ..., z,} est adaptée & f mais aussi a g : en effet, si on note
cU{z, ..., zpt = {x0., ..., X,} avec a = xg < -+ < X, = b, alors f est

constante sur ]x;, x;1[, tout comme g (g n’est pas différente de f sur un tel
intervalle car g ne différe de f que en les z).
Mais alors

b n—1 b
/ g=> Alxit1—x) = / f.
a i=0 a

2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1

8 /0]

walter.ngambou@ac-versailles.fr



CH22 Intégration 2 Construction de l'intégrale de Riemann

3. si o est une subdivsion adaptée a f, alors o U {c} est aussi adaptée a f. » Démonstration.
Notons Immédiate, vient de la définition pour la premiéere et de la linéarité pour la
ocU{c}={x.,..., Xpfaveca=xy <x3 <---<Xxp,=b, seconde. QED «
et notons j 'indice de [0, n] tel que x;, = c. Alors {xq, ..., X, } est adaptée Remarque 2.2.
afaqet{ixg..... xp} est adaptée a f||c ,. Donc Attention! La réciproque est fausse : I'intégrale de x — |x]| est positive sur [—1, 3]
c b —1 n—1 mais la partie entiere n’y est pas positive.
/a f(t)dt + /C f(t)dt = kZ Ak (X1 = i) + kZ: Ak (X1 = Xk) » Démonstration.
=0 =iy
n—1 1. soito = {xp, ..., Xp} une subdivision adaptéea f,a=x < -+ < x, = b, \;
= Z Ak (k1 = Xk) la valeur de f sur ]x;, xi41[. Alors pour tout i, \; > 0 et
kZZ b n—1
:/ f(t)dt. /a f:Z&\P(X,‘_;,_l*X/))O.
a =0 >0 >0

4. Soit f € £([a, b],K), 0 = {x0., ..., X} adaptée a f,a=xg < - < xp, \j la
valeur de f sur |x;, xj+1[. Alors o est aussi adaptée a |f| et |f| égale |\;| sur b
I, :1[. Donc | st~ ferde >0

a

2. On sait que pour tout t dans [a, b], g(t) — f(t) > 0, donc

b n—1 b b
fl= Ai(Xig1 — X FAaritd
/a ‘ ,Zo: i(Xit1 — ;) donc, par linéarité, /a f(t)dt < /a g(t)dt. QED <
n—1
< Z [Ai(xi+1 — x7)| par l'inégalité triangulaire sur K
"=2 2.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
n— b
=Y G —x) = [ 1
=0 ’ QED « Théroéme 14 (et defi).
Soit f dans €ym([a. b], C). Alors quelle que soit la suite (¢,) de fonctions en
b
Propriété 13. escalier convergeant uniformément vers f, I’intégrale/ @p(t)dt converge
a
Soient f et g dans £([a, b], R). vers une limite indépendante du choix de ¢,. Cette quantité est appelée
b b
b .z N .
1. Si £(t) > 0 pour tout ¢ de [a, b], alors / F>0. intégrale de a a b de f, notée » f, /a f,ou /a f(t)dt.
5 .

b b
2. si f(t) < g(t) pour tout t de [a, b], alors/ f < / g. i .
a a » Démonstration.
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2 Construction de l'intégrale de Riemann

1. On établit déja le lemme suivant : si (¢,)en €t (¥,)en SONt deux suites de
fonctions en escalier telles que [|f — @nll., — 0et|f —¥ul, — 0,
alors

b
00 =l 532, 00t [ 00—t — 0.

n——+o00
Remarque : |¢, — ¥,||., est un réel, pas une fonction ! » Démonstration.
Soit n dans N. Alors

> 0 < ||(pn - 'l»[}ano = ||(pn - f+ f— 'lanoo < ||(pn - f||oo+H'lpn - fHoo njm
0, donc [l¢, — Yalle — O.
n—+oo

> Par I'inégalité triangulaire,
b b
[ oty = wn(tre] < [ lionte) - (oo

Or, pour tout t dans [a, b, |©,(t) — Ya(t)] < |l@n — Pnll- (ON rappelle
que le membre de droite est une constante). donc

b b
/ |‘Pn(t)_1/)n(t)|dt < / llon — ,ll}ﬂHoo dt = (b_a) llon — wnHoo n_>—+>oo 0,

donc

b
nt—ntdt 0
/asou Un(t)dt — oD <

2. Ensuite, soit (¢,)nen Une suite de fonctions en escalier telle que ||¢, — f||

oo

b
— 0. Posons, pour tout n, u, = / ©n, et démontrons que (u,)nen
n—-+oo a

converge.

> déja, (un)nen est bornée. En effet, soit n dans N. Alors
b b
/ wnmdt‘ < [ lenolae

b
< / l@nlloe car ¥t € [a, B, [on(t)] < @l
a

lun| =

= (b—a)llenllw
=(b—-a)llen—Ff+fl,
< (b—a) (llen = fllo + Ifll0) -

Mais ||¢, — fll.)nen CONverge donc est bornée, et les autres termes ne
dépendent pas de n, donc (u,)nen €st bornée.

> par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on dispose de o extraction telle
que uy () converge vers £ € R. Montrons que u, njw £. On écrit simple-
ment que pour tout n dans N,

Up = Uqa(n) + (Un - Uoc(n))'

Or,

b
Un — Ug(n) = / ©n — Pa(n)-
a

Mais comme ||, — f|| oo, Oet | aim — oo, 0.onen déduit,

oo

b
par le lemme, que /a Yn = Pa(m 0, donc que up — Ua(n) o O

Donc

Up = Ug(n) + (Un - Ua(n)) — £

n—-+oo

. Soit (1,)nen Une suite de fonctions en escalier telle que |4, — f|l,, — O.

© ns+4o00
Alors,

b b b
/ Yy = / ©n+ / Yn—n — £,
3 2 2 n—-+o00o

par le Lemme!
Donc la limite ne dépend pas de la suite de fonctions en escalier choisie !

QED «

Propriété 15.
(i) Lapplication f — f est linéaire sur I'espace vectoriel des fonc-
[a.b]
tions cpm.

(if) Pour toute fonction f cpm,

/ab F(t)dt| < /ab|f(t)dt.
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CH22 Intégration

2 Construction de l'intégrale de Riemann

(ii) Si f € %m([a. b],K), si g est une fonction égale & f sauf en un

b
nombre fini de points, alors g est continue par morceaux et / g =
a

b
|

(iv) Pour toute fonction f cpm, pour tout ¢ dans [a, b],

/ab f(t)dt—/: f(t)dtJr/cb F(t)dt.

(v) Pour toute fonction f cpm,

/b f(t)dt:/b Re(f(t))dt—l—/blm(f(t))dt.

a
b b
/ f‘</ .
a a

(vi) Sif estdans %pm([a, b], K),

» Démonstration.

1. Soient (£, g) dans %m([a, b], K)?, X € K. Soient (¢,)nen €t (¥n)nen Suties
de fonctions en escalier telles que ||, — f||,, — Oet|¥,—9gl,, —
n—-+oo n—+oo

0. Soit n dans N. Alors, par linéarité de I'intégrale pour les fonctions en

escalier,

b b b
/>\<Pn+1l)n=>\/ <p,,+/ "
a a a

Mais on remarque que

INF+ g — (>\‘pn + ’d’n)Hoo < H>‘f - >\(an:>o + ”g - "anoo
= I = enlloe + 119 = ¥nllo — O,

—+00

donc

b b
/ Ao +Yp — / A+ g,
3 n—+oo J,

donc, par unicité de la limite, et comme

b b b b
/ 0, — / f et / v, — / g
a n—+oo a 3 n—-+oo a

2. On remarque que g — f est alors en escalier, nulle partout sauf en un

nombre fini de points. Par définition de I'intégrale d’'une fonction en escalier,
cette intégrale est nulle, donc

b
/g—sz,
a

b b
donc, par Iinéarité,/ g:/ f.
a a

3. Soit o, telle que ||f — @,ll, —
n—+o0,[a,b]

1 = @nlloc fa.g = sup [F(t)=@n(t)] < sup [F(t)=@n(t)| = If — @nllo o) —
tela,c] t€fa,b] "

0. Alors

—+00

et, de méme,

—+00

1f = @nlloo,pa = sup |F(t)=@a(t)] < sup [F(t)—pn(t)l = [If — @nllsofan —
telb.al tela,b] "

Donc, par définition de l'intégrale,

b
/a en S0

mais par la propriété de Chasles pour l'intégrale des fonctions en escalier,
pour tout n dans N,

b c b c b
/(pn:/wn+/<pn —>/f+/ f,
a a c n—+too [, c
d’'ou I'égalité désirée.
4. Immédiat : si[|f — ¢nll, — 0,alors, comme pour tout z dans C, | Re(z)| <
n o0

|z| et |Im(z)] < |z|,0on a

IRe(f) = Re(pn)lloo 7 0t [lim(f) —Im(¢n)llo —— O

n—-+00
5. On fait de méme que précédemment, simplement en se rendant compte
que si ||f — o, .0 alors par l'inégalité triangulaire inversée, pour tout
n o0
t dans |[a, b],
()] = lon(®)]] < IF(T) — @n(2)],
donc

_ < _
T = leallloe < IF = @ullo =2 0. QED <
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CH22 Intégration

2 Construction de l'intégrale de Riemann

Pour les fonctions réelles, on a les deux propositions suivantes :

Propriété 16.
Soient f et g deux fonctions cpm a valeurs réellles sur [a, b].

b
(i) Sivtea, b], f(t) =0, anrs/ f(t)dt >0
b b
(ii) Sivt e [a, b], f(t) <g(t),alos/ f(t)dtg/ g(t)dt.

b
(iii) Si f est continue, si f(t) > 0 sur [a, b], / f(t)dt=0=f=0.
a

» Démonstration.

(i) SiVvt € [a b], f(t) > 0, alors par la proposition [10} on dispose de (¢,)
une suite de fonctions en escalier telle que pour tout n dans N, ¢, est
positive sur [a, b] et

I = @ollo — 0.

b
Alors, pour tout ndans N, / ©, = 0, donc, en faisant tendre n vers +oo,
a

b
/f?O.
a

(if) On utilise la linéarité.

(iii) (*) Soit f continue sur [a, b] et positive. On suppose que f n'est pas identi-
quement nulle, et on montre que f est d’'intégrale non nulle (contraposée
de la proposition a démontrer).

On dispose donc de xg dans ]a, b tel que f(xg) > 0 (on peut supposer xg
dans ]a, b[ car si f(a) > 0 ou f(b) > 0, alors, par continuité, il existe un
voisinage de a ou de b sur lequel f est strictement positive).

La, l'idée est d'utiliser la continuité en x, : il va falloir choisir un bon € :

faisons un dessin !
f(xo)
—

Prenons ¢ = Alors, comme f est continue, on dispose de n > 0

tel que pour tout t dans [a, b],
[xo —tf <m = [f(x) - f(t)] <e.

On peut de plus choisir 1 tel que [xo — 1, xo + 1] C [a, b]. Alors pour tout
t dans [xo — 7, xo + 7],
f(xo)
—5

donc f(t) > o) > 0.

f(Xo) — f(t) < 2

Donc

b X0—"N Xo+m b
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt+/ f(t)dt
a a Xo—"n Xo+M

Xo+M
> / f(t)dt car f est positive sur [a, b]
X

0—"n
Xo+M f
> / () 1 — nf(x0) > 0.
Xo—n 2

b
donc/a f(t)dt > 0. QED <

Remarque 2.3.

On peut remplacer I'’hypothéese de la derniere propriété par « f de signe constant » .

Exo 2.4

Soit f continue de [a, b] dans R. Montrer que

/: F(t)dt :/:|f(t)dt

si et seulement si f est de signe constant.

Que se passe-t-il si f est complexe ?

On finit ce chapitre par une inégalité parfois trés utile :

Propriété 17 (Inégalité de Cauchy-Scwartz).
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], a valeurs
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CH22 Intégration

2 Construction de l'intégrale de Riemann

dans R. Alors

/ab f(t)g(t)dt‘ < \//b f2(t)dt/abg2(t)dt.

Si f et g sont continues, il y a égalité si, et seulement si f et g sont coli-
néaires, i.e. il existe A € K, tel que pour tout t dans [a, b], f(t) = Ag(t).

» Démonstration. (*).
Consitérons, pour tout x dans R,

b
x) = / (F(t) + xg(t))2dt.

Alors, pour tout x dans R, P(x) > 0 et

P(x) = x° /bg(t)Zdt+2x/b f(t)g(t)dt+/b f(t)%dt,

docn P est un polyndme du second degré, de signe constant, donc est de
discriminant négatif ou nul, donc

(/ab f(t)g(t)dt)2 < (/ab g(t)2dt) (/ab f(t)zdt> ,

d’ou le résultat en passant a la racine carrée.
Si f et g sont continues et qu’il y a égalité, alors on dispose de x; tel que
P(Xo) =0,i.e.

/b(f(t) + x09(t))?dt = 0.

Comme (f(t)+xo9(t))? > 0 pour tout t dans [a, b] et que t — (F(t)+x0g(t))?
est continue sur [a, b], alors pour tout t dans [a, b], (f(t) + xg(t))> = 0
i.e. f(t) = —xpg(t), d'ou la colinéarité désirée. (la réciproque est immédiate).
QED «

2.3 Bornes non ordonnées

On définit alors l'intégrale de ba aou a< b:

Définition 6.
Soit f € €pm([a, b], C). On définit

/: F(t)dt = —/ab F(t)dt.

On a alors la relation de Chasles suivante :

Propriéteé 18.
Soit / unintervalle, f € €pm(/, C). a, b, c € I. Alors

/abf(t)dt+/b f(t)d /f

» Démonstration.
Pour la preuve, il suffit de remettre les bornes dans I'ordre (tous les cas sont
a distinguer). QED «

Remarque 2.4.

/a f(t)dt

n'est vraie que si a <

</ I£(£)|dt

bouf =0.

2.4 Intégrales et primitives

Définition 7.
Soit F € € ([a, b], C). Une primitive de f est une fonction F, dérivable sur
[a, b], telle que Vx € [a, b], F'(x) = f(x).
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2 Construction de l'intégrale de Riemann

Propriété 19 (rappel).
> Deux primitives d’'une méme fonction different d’une constante.

> Deux primitives d’'une méme fonction égales en un point sont égales.

Propriété 20.
Soit | unintervalle, a € |, f € €(I,C). Alors

X
(i) La fonction F : x — / f(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant
a
en a.

(ii) Lunique primitive de f prenant la valeur Aen a est x — A+/ f(t)dt.

a

(iii) Soit F une primitive de f. Alors

» Démonstration.

(i) Soit x € I. On va montrer que Flx+ h/)7 —F)

Soit h € R* telque x + h € I.

Foem—re= [ - [Tr= [T

Soit ¢ > 0. f est continue en x donc on dispose de 1 > 0 tel que pour
touty dans |, |y — x| <n = |f(y) — f(x)| <e.
Soit htel que |h| < metx+ hel. Alors

F(x+h) — F(x) :';/XMf(t)dt—f(X)

h
1 x+h 1 x+h

(méthode importante!)

- ﬁ /Xx+h(f(t) _ f(x)dt‘ |

— f(x).

h—0

- f(x)

> sih >0,

. x+h 1 X+h
"M)F(X)_f(x)‘<|ll7|/ |(f(t)—f(x)|dt<z/ edt = €.
> si h <0,

E n — F 1 x+h 1 x+h
‘W_f(x)’ Sl RGO RO E/ edt—¢.

Donc F(x+ h) — F(x)

De plus F(a) = 0.
Lunicité vient de la proposition précédente.

X

f+A=F + A, alors G est dérivable et G’ = F' = £, et

F(x+ h)— F(x)
— f(x).

— f(x) — 0, donc
h—0

(ii) SiG: x—
G(a) = A L’ufqicité vient de la proposition précédente.

(iii) Si H est une primitive de F, par 2, H : x — H(a) +/ f, donc

H(b)H(a)H(a)+/abf <H(a)+/:f) /abf.

QED «

Remarque 2.5.

QUe se passe-t-il avec une fonction %pm ?
Etablir la dérivabilité, puis calculer la dérivée de la fonction
eX
X / \/1+1In%(t)dt.

e*X

.

Remarque 2.6.

Attention ! On ne peut pas passer directement a la limite n'importe comment dans une
intégrale.

Ainsi, si I'on considére f,(x) = sin(x) cos”(x), on peut calculer la limite de I'intégrale et
lintégrale de la limite.
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3 Formules de Taylor

Méthode 1.
Petit récapitulatif des différentes méthodes de calcul d’intégrales :
(i) La primitivation directe, lorsqu’on reconnait f/(u(x))u'(x).

(ii) Lintégration par parties : soit en écrivant f(t) = 1 x f(t) (par exemple
pour In), soit en remarquant que I'un des membres du produit est
stable par dérivation/intégration (par exemple, t* ef)

(iii) Le changement de variables

(iv) Pour les intégrales de fractions rationnelles : la décomposition en élé-
ments simples

(v) Pour les intégrales de fractions rationnelles en sinus et cosinus : soit
on repére un changement de variables sin/cos/tan qui parait naturel,
soit, si on ne voit pas, le changement de variables v = tan(t/2).

(vi) Pour les intégrales de fractions rationnelles en ch et sh, soit on essaie
de regarder le changement de variables qui conviendrait a la fraction
rationnelle trigopnométrique correspondante, soit on effectue le chan-
gement de variables u = e'.

REVISER LES DIFFERENTS CHAPITRES FAISANT INTERVENIR DES

INTEGRALES

3 Formules de Taylor

On va enfin démontrer proprement les trois formules de Taylor.

3.1 Formule de Taylor avec reste intégrale

Théroeme 21.
Soit f une fonction de classe €"*! sur | C R, a valeurs dans K, a € /.
Alors

vx € l, f(x)

k) x — t)"
:Zf k( )( _ )k / ( n!t) f(n+1)(f)dt.

k=0

Exemple 3.1.
Regardons la formule pour n =0, n = 1.

>n=0:
f(a)( —a) +/ =t t) F(t)dt = f(a)+/ F(t)dt
— £(a) + F(x) — F(a) = F(x).
>n=1:
1) a4 T8 a+ [ rwar

— Fa) 4+ F(a)(x — 3) + [F (D) (x — O 7/ F(£) x (—1)dt
=f(a)+ f'(a)(x — a) — f'(a)(x — a) + f(x) — f(a) = f(x).

» Démonstration. (*).
Démontrons, par récurrence sur n € N, la propriété

(Z0)

, L F k) “(x —t)"
Sife €™ (LK), Vxel, f(x) =Y k!(a) (x—a)k+/ %ﬂnm(odt.
k=0 a ’

> Initialisation. Supposons f € ¢*(I, K). Alors

f(x):f(a)+/ f’(r)dtf_m —a) + / (Gl

X

f’(t)dt
d’ou linitialisation.

> Hérédité. Soit n € N tel que &, est vraie.
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3 Formules de Taylor

Supposons f dans €"(l,K). Soit x € |. Par hypothése de récurrence,
comme f € €"1(1, K),
_ )k / (X

F(K)
0 =3 10 o yar
Effectuons une intégration par parties , avec u(t) = f("*1(t), donc v/(t) =

k=0

(n+2) iy (X 1)" _ (x=pm
f (1), et v/(t) P donc v(t) TS . Alors
f(x)
f( ) (X _ t)n+1 X X (X _ t)n+1
_ (1) X0 7 (n+2)
Z {f e Y XLJF/E e (Bdt
n f(k)(a) B (X _ a)n+1 X (X _ t)”+1
= _ (n+1) N\ 9) AT f(n+2)
; o (x—a)f +f(a) T T Fr2) (1) dt
n+1
f(a) k[ x=t)mt
_ . \* T f) f(n+2)
2k (x—a)"+ ToE f (t)dt,
d’ou I'nérédité, et le résultat par le principe de récurrence. QED <«

Cette formule est déja utile en soi, mais son application I'est encore plus !

3.2 Inégalités de Taylor-Lagrange

Théroéme 22.
Soit | un intervalle de K, soit f une fonction de classe €™t sur O et a € /.
Alors si |f("t1)| est borné par M > 0 sur |,

|x—a\”+1
(n+ 1)

Vx e l, |f(x) - Z () (x—a)kl <M

k!
k=0

» Démonstration.

Soit x € I. Par la formule de Taylor avec reste intégrale entre a et x a I'ordre n,

n f(k)( ) X f(n+1)(t) ,
F(x) —kZ:O k!a (x — a)k :/a e
9(x)
Six>a
lg(x)]

f(n+1) ] A
D@L — 1)

X
</ |
a nt

S/det
:—/(X—t) dt

M )n+1
ol [ n+1 L
B M (X— a)n+1 /\//|X _ a|n-‘,—1
Tl n+1 (n+1)!

Six<a

l9(x)]

X | £(n+1) _#\n
<o [EeEee 0,
2 n!
a |£(n+1) __#|n
< [,

/ /\/I(t x)ndt

M n

(t X)n+1 a
- n'[ n+1 }
M(a_x)n+1 _
n on+1
D’ou le résultat désiré !

X
M|X— a|n+1
(n+1)!

QED «

Remarque 3.2.
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CH22 Intégration

3 Formules de Taylor

Attention aux majorations avec les intégrales. Si a < b, si f(t) < M pour tout t et

sig >0, alors

/ gt < [ " Mg(t)dt.

De plus, attention (bis), ce n’est pas parce que f(t) <

/ F(e(dt] < / M)t

(prendre ¢ constante égale a —1).

M que pour ¢ quelconque,

3.3 Applications des formules de Taylor

k
1. Démontrons que _lim Zkl =X

Soit x € R. ALors pour tout t dans [0, x], |e"| < max(1, ). Donc, comme
exp est € et que pour tout ndans N, exp(™(0) = 1, par I'inégalité de Taylor

Lagrange a l'ordre n entre 0 et x

max(1, e¥)|x|"!

€ _Z Kl CE
| ‘n+1
la limite venant du fait que la série de terme général + 1)l converge par

la regle de D’Alembert (et donc le terme général tend vers 0).

2. Etablissement d'inégalités classiques : par exemple, montrer que Vx > 0,
2

X . .z iz
In(14+x) > x— 5 Cette fois, les inégalités de Taylor-Lagrange ne sont pas
les plus utiles. En revanche, par la formule de Taylor avec reste intégrale,
. 2
sif:x—In(l+x), % x— ——— donc

(14 x)?’
(0 X FO(t)(x — t)2
In(1+4 x) = £(0) + '(0) + é)Jr/ ()é)f )dt
O .
X2 X(X_t)Q X2
= - — > — —
0+ x 5 + ; (1+t)3dt/x 5

car I'intégrande de la derniére intégrale est positif !

3. Inégalités de Kolmogorov : Soit f € €2(R,R). On suppose qu'il existe M

et M, deux réels strictement positifs tels que pour tout x € R, |f(x)| < My
et | (x)] < M,. Montrer que f’ est bornée sur R et que pour tout x dans
R, [f'(x)| < 2/ MoM,.

On montrera que pour tout h > 0, pour tout x € R, |f'(x)| < M 4 2Mo,

Soit x € R et h > 0. Par l'inégalité de Taylor-Lagrange entre x et x + h,
My h?

>
Deux manieres d’arriver a I'inégalité voulue :

[f(x + h) — f(x) — hf'(x)] <

> En revenant a un encadrement :

< Fx+ h) — F(x) — h'(x) < M;”Q,

N Moh?

M h2
D -
éja, 5

Donc : — <O+ () = Flx+ h) < =

N T M h2 M. h2
C'est-a-dire que : — ; OO+ e h) < hPG) < MR ro t fx+ h),
Mais —My < —f(x) < My, —Mo < —F"(x) < My, et =My < f(x + h) <
My, donc
Mo h? Mo h2
— 20 oMy < hF(x) < 2 4 2 My,
. Moh  2M,

donc, en divisant par h, |f'(x)| < 72 + TO

> directement avec l'inégalité triangulaire : on écrit que
1
GOl = FIhf (X))

= % [hf'(x) — f(x+ h) + F(x) + f(x+ h) — f(x)|

1
<E|hf’(x)—f(x+h)+f( )|+ = |f(x+h)—f( )|
1
<fl—f(X)—hf’(X)+f(X+h)|+E(\f(X+h)l+|f(X)l)
1/\/12h2 1 Mxh — 2My
< _
Sp o tptMe= 7+t

Ensuite, comme l'inégalité est vraie pour tout h, est est vraie pour h qui
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CH22 Intégration

3 Formules de Taylor

Msh  2M My  2Mjy
minimise la fonction ¢ : h — R .Or¢’' : h— 224279 nulle en
2 h 2 h?
hg =2 VO négative avant, positive ensuite. Donc ¢ atteint son minimum
2

en hg, et donc

M. M 2 M,
[f'(x)| < p(ho) = 22 MO + = 2y/MoMs.
2 2./ M

D’ou le résultat!
Remarque : en fait on peut avoir une borne en /2MyM, mais c’est plus
compliqué : cf. TD!

3.4 Formule de Taylor-Young

Théroéme 23 (Formule de Taylor-Young).
Soit 1 une fonction de classe ¢ sur / et a € /. Alors

n_ £(k)
f(x) =, Z LG k!(a) (x —

a)k + o((x — a)h).

Remarque 3.3.

> Lhypothése est plus faible que pour les autres formules de Taylor (¢ au lieu de
%ﬂﬁ-l).

> Mais le résultat lui-méme est plus faible car il est local seulement, et pas global!

» Demonstration. (*).
Quitte a considérer une translation, on va supposer a = 0. On montre par
récurrence sur n :

(2) ¥F € C (LK), f(x) = Z f(k;!(o)xk + o(x").

> Initialisation. si f € ¥°(1, C), alors f(x) = f(0) + f(x) — £(0). Mais, comme
f(x) —f(0) - 0, f(x) — f(0) = o(1), et l'initalisation est prouvée!
X—

Hérédité. Soit n € N tel que &2, est vraie. Démontrons que &, est vraie.

Soit f € €""1(1, K). Alors ' € €"(1, K). Donc, par hypothése de récurrence,
)k (0

Z IOk 4 o),

X—>O
c’est-a-dire que

Fk+1)(Q
9 S 2 k!( L
On veut intégrer la relation suivante (mais on n’a pas démontré que I'on
pouvait intégrer les o!) : on dispose d’une fonction ¢ telle que ¢(x) = 0
telle que pour tout x dans |
oy = 3O

x—0 k!
k=0

XK+ o(x™).

X+ x"(x).

On intégre entre 0 et x (attention a bien changer la variable d’intégration).

X f(k+1)(0)
ftdt:/ 7tk+t” t)dt,
| rwae= | ZO - o(t)
c’est-a-dire que
n f(k+1)(0) Ko X ,
769 =10 =X Gy +/O £o(t)dt,

c’est-a-dire, apres changement d’indice et ajout de f(0) a la somme,
n+1

Z (k)l ) x +/ t"p(t)dt.

Il nous reste a demontrer que
/ t"p(t)dt = o(x"),
0 x—0

“tho(t)dt

i.e. que 7f° w(t)
n—-+oo

Soit € > 0. SO|t n > 0 tel que pour tout t de | tel que |t] < 7, |¢(t)] < €. Soit
alors x dans |, tel que |x| < |nl|. Alors, si x > 0,

X X X Xn+1
/ t"p(t)dt </ |t|"|<p(t)|dt<e/ t"dt = ¢ <elx|™,
0 0 n+1
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CH22 Intégration 4 Calcul approché d'intégrales

et, si x < 0, on montre que Définition 9.
X n+1 . . . L N
/ to(t)dt| < 5|X| < elx|™, Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors la méthode des rectangles a
0 n+1 gauche (resp. a droite) consiste a calculer la somme de Riemann associée
S tho(t)dt s N b—a 7 b-a
donc fo# — 0, dlou Ihérédité, et le résultat désiré!  ggp < a f, a la subdivision réguliére {a + k . Yo<k<n, €t avec ¢, = a+ k -
x e pour k € [0, n— 1] (resp. k € [1, n]).
Ainsi, les sommes considérées sont
, - , . n—1 . o n. i
4 Calcul approché d’intégrales b—a N (a L a> b2 N (a L a)
n o n n =1 n
On va voir dans cette section différentes maniéres d’approcher une fonc-
tion par des rectangles ou par des tapezes.
Propriété 25.
Définition 8. 1. Soit f lipschitzienne sur [a, b] de constante de Lipschitz K. Alors
Soit f une fonction continue sur [a, b], {x;}o<i<n Une subdivision de [a, b], p_ gl b_ 2 b
(ci)ogicn—1 Une suite de réels telle que pour tout i de [0,n — 1], ¢ € n Zf <a+k n ) ,,joc/a f(t)dt
k=0
[xi, xi+1]. La somme de Riemann associée a f, a {xi}o<i<n €t @ (¢i)o<i<n—1 n b
etEZf st k=) / F(t)dt
est la somme 1 n L - ey
e =
R(F) =Y (s1 — xi)f(ck). Plus précisément.
k=0 b n
b—a b—a K(b— a)?
- f k < -
/a F(t)dt — — k; <a+ - ) oI
2. (généralisation) Soit f € €ym([a, b], K). Alors
Propriété 24 (HP). (9 ) ) om([a, £, K)
ne
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors pour tout € > 0, il existe n > 0 b—a Z f (a n kb - 3) . /b F(t)dt
tel que pour toute subdivision de pas < 7, toute somme de Riemann R(f) (— n noteeJa
s by by e J T b _ n b _ b
assomeeba f et a cette subdivision vérifie of a Z ; <a+ P a) N / F(t)dt
n n n—+oo J,
/ f(t)dt — R(f)| < e. k=1
a
» Démonstration.

Le seul théoréme vraiment au programme est celui de la méthode des

. b—
1. Soit n € N. Posons, pour tout k dans [0, n], xx = a + k2—2. ({x0,---, Xn
rectanges. n
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CH22 Intégration 4 Calcul approché d'intégrales

est une subdivision réguliere de [a, b]). Alors d’ou le résultat désiré ! On fait de méme pour les autres bornes (de 1 a n).
b n—1 ; 1 i 1 /
b— b— . .
/ F(t)dt — a Zf <a+ P a) 2. On rl1e traite que le cas f € € ([a, b], K) S|,f €€ (['a, b], K), alors ' est
a continue sur le segment [a, b] donc est bornée et atteint ses bornes sur ce

n—-1 segment. Elle y est donc lipschitzienne ! QED <

_ / f(t)dt_z(xkﬂ—xk)f(xk)

Exemple 4.1.

= Z/ f(t)dt - Z(Xk“ = i) f (%) Déterminer ||m Z In (1 + 3k)
Xk+1 xkﬂ 1 n—1 K
= Z </ f(t)dt — (xke1 — xk)F(xk ) Z/ — f(xx)) dt. Méthode : toujours se ramener a une intégralede 0 a 1, i.e. a - Z f (E)
k=0 _
Donc Ici, si on prend f : t — In(1 + 3t), alors f est continue par morceaux, donc par

théoréme de convergence des sommes de Riemann,

1 n—1 K 1 n—1 Kk 1
n—+oo Jo
k=0 k=0

')

b—al3 b
t -
)dt - E f<a+k
k=0
n—1

> / TR — Fa)) dt

k=0 " Xk
n—1
k=0

n—1

Mais
1 1
/f(t)dt:/ In(1 + 3t)dt
0 O

L1+ 36)In(1 +30) — (1 + 30)1

N

/ (F(1) — (%)) dt‘

(,o»—\ou\

=(@4In(4)—4—-In(1)+1) = 5|n(2) -1

N

/ ) - ) dt

N
\X
i

X

=

I

=

Q

~

Xk

K(b —a)? _ K- a)?
2n2 2n n—+o00
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