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CH20 Probabilités

1 Notions de probabilités

Le but de ce chapitre est de prolonger les choses vues en Terminale, mais
en mettant 'accent sur une approche, qui correspond a I'approche moderne
des probabilités : I'univers n’est qu’un ensemble permettant de faire vivre des
variables aléatoires, lesquelles servent vraiment a modéliser un phénoméne
aléatoire.

Modéliser, ¢a n’est pas choisir un univers, mais une variable aléatoire !

1 Notions de probabilités

1.1 Définitions

Définition 1.

Un espace probabilisable fini est un couple (2, #2(2)) ou Q2 est un en-
semble fini appelé univers.

Les éléments de 2 sont appelés réalisations, résultats ou événements élé-
mentaires, les éléments de #2(Q) (i.e. les parties de 2) sont appelés évé-

nements ou événements.

Afin de ne pas confondre mathématiques et modélisation, on parlera de
modélisation apres avoir un peu tout défini.

Définition 2.

Soit (2, 2(Q2)) un espace probabilisable, A et B deux événements.
1. Lévénement A et B est défini par I'intersection An B.

2. Lévénement A ou B est défini par la réunion AU B.

3. Lévénement contraire de A, A est défini par le complémentaire de A
dans Q.

4. On dit que deux événements A et B sont incompatibles s’ils sont dis-

joints, i.e. si AN B = (). On note alors AUB = AL B.

5. On appelle systéme complet d’événements (parfois abrégé en sce)
toute collection d’événements (A, ..., A,), deux a deux disjoints, tels
queA1|_|A2|_|"'|_|An:Q.

Propriété 1 (Décomposition sur un systéeme complet d’événements).

Soit (2, Z(£2)) un espace probabilisable, (A4, ..., A,) un systéme complet
d’événements de €.

Pour tout B dans Q,

B= |;|(Ak n B)
k=1

Exemple 1.1.

1. Imaginons que I'on lance un dé. On peut choisir Q = {1, 2, 3, 4,5, 6}. (j'insiste sur
le « on peut » : rien ne nous impose mathématiquement, de choisir cet univers)
Si I'on considére les événements
> A =«le chiffre obtenu est pair » ,
> B =«le chiffre obtenu est impair » ,
> C =« le chiffre obtenu est premier » ,
> D= {4,6}.
Le seul qui est réellement décrit comme un événement est D. Pour les autres, il
faudrait dire A= {2,4,6}, B={1,3,5} et C = {2,3,5}.
C et D sont incompatibles.
(A, B) forme un systéme complet d’événements.
L'événement B et C est 'événement {3, 5}.

2. Quel que soit l'univers Q, ({x})xea forme un systéme complet d’événements de €.
Cet exemple montre que les choses ne sont pas tout a fait naturelles si on

s’intéresse trop a l'univers. Ce qui nous intéresse, c’est le résultat de I'expé-
rience aléatoire. Imaginons que nous lancions un dé, puis tirions une carte.
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CH20 Probabilités

1 Notions de probabilités

On ne veut pas forcément mettre les mains dans le cambouis pour changer
l'univers a nouveau !

Définition 3.

Soit Q un ensemble. Une variable aléatoire X sur Q2 & valeurs dans E est
une application de Q2 dans E.

Si E C R, on dit que la variable aléatoire est réelle (on note v.a.r.)

Exemple 1.2.

1. Remarque. Comme 2 est fini, X(2) est aussi fini. Par contre, rien ne nous dit que
E est fini!

2. Des exemples, si X est le résultat d’un lancer de dé, X est une variable aléatoire
réelle a valeurs dans [1, 6].

3. SiY estle résultat d’'un autre lancer de dés,
> X + Y est une variable aléatoire réelle,
X
>
-Y

R—R

Y
X) est une variable aléatoire a valeurs dans M (R),

est une variable aléatoire a valeurs dans RF.
t—= Xt+Y

> F

Un exemple de variable aléatoire.

Définition 4.
Si A C Q. La fonction indicatrice de A est une variable aléatoire sur 2, on
la note 1 4.

Définition 5.
Soit 2 un ensemble, X une variable aléatoire a valeurs dans E.

1. Pour toute partie A de E, I'événement {X € A} ou X € A est défini par
{(Xe A} =X"HA) ={weQ, Xw)c A}
2. Si A= {a}, 'événement X € A est noté X = a.
3. On définit de méme, pour une variable aléatoire réelle, et a € R,
> {X = a} = X7H([a, +oo),
> {X <a} =X"1(] - o0 a]),
> {X > a} = X *(]a, +o0]),
> {X <a} = X"H(] — o0 al),

1.2 Probabilité

Définition 6.
Soit Q un ensemble fini. Une probabilité sur Q est une application P :
Z(Q) — [0, 1], telle que

1. P(Q) = 1.
2. VA, BeQ, ANB=0=P(AUB) =P(A) +P(B).

Le triplet (2, 2(Q2), P) est appelé espace probabilisé. On le notera sou-
vent, plus simplement, (2, P).

Remarque 1.3.

En théorie, un espace probabilisé est la donné d'un triplet (2, 7, P) ou T est ce qu'on
appelle une tribu sur Q2 : ces subtilités sont du ressort des professeurs de deuxiéme
année, qui travaillent sur des ensembles infinis !

Propriété 2.
Soit (2, P) un espace probabilisé. Alors
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CH20 Probabilités

1 Notions de probabilités

1. (ensemble vide) P(§) =0

2. (complémentaire) VA C Q,P(A) = 1 — P(A).

3. (différence) V(A, B) € 2(Q)2, P(A\B) = P(A) — P(AN B).

4. (réunion disjointe) VA, ..., A, deux a deux disjoints, P (U Ak> =
k=1

Z]P’(Ak). En particulier, pour tout A € Q, P(A) = Z]P’({x}).
k=1 XEA

5. (réunion) Y(A, B) € 2(Q)?, P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B).
6. (croissance) VA C B C Q,P(A) < P(B).

8. (décomposition sur un systeme complet d’événements) Si (A; ..., A))
est un systéeme complet d’événements et B € &(Q2), alors

P(B) = ip(s nA).

i=1
En particulier,

P(B) = > P({x})

XEB

PREUVE

Définition 7.
Soit (2, P) un espace probabilisé fini.
1. Un événement A est dit presque sdr s'il est de probabilité 1.

2. Un événement A est dit négligeable s’il est de probabilité nulle.

3. Deux événements A et B sont dits équiprobables si P(A) = P(B).

4. On dit que P est la probabilité uniforme si tous les singletons sont équi-

probables, i.e. si pour tout x dans Q, P({x}) = ﬁ'

Remarque 1.4.

1. Par la formule P(8) = Y P({x}), on en déduit qu'une probabilité est définie de

xXEB
maniere unique par les valeurs (P({x}))xeq-
2. Ceci assure l'unicité de la probabilité uniforme : si p est la valeur commune a tous
les P({x}), alors
1=P(Q) => P({x})=>Y p=p Card(Q),

x€eQ xeQ

donc p = _1
P= Gard()

3. Attention aux idées regues. Si on prend un dé truqué, avec comme univers Q2 =
{1,2,3,4,5, 6}, et comme probabilité sur cet univers P vérifiant

> P({3}) = P({4}) = 3,
> P({1}) = P({2}) = P({5}) = P({6}) = 0,
alors
> P({1,2,5,6}) = 0 mais {1,2,5,6} # 0,
> P({3,4}) = 1 mais {3,4} # Q,
> P({3}) = P({4}) mais {3} # {4}.
4. Exemple de décomposition sur un systéeme complet d’événements.
Si on lance 2 fois de suite un dé, et que I'on prend Q = {(i, ), (i.j) € [1,6]°}.
On suppose P uniforme sur 2.
Si k € [1,6], on note A« est I'événement « le premier lancer donne k » (Ax =
{(k.Jj).j €[1,6]}), et Bk est 'événement « le deuxieme lancer donne k ».
Si on veut calculer P(B;), on peut remarquer que (A;)ic[1,6) forme un systéme com-
plet d’événements. Alnsi

6 6

1 1

P(B)) = E P(BNA) = E %6
-1

i=1

car BinNA; = {(i,j)} : c’est un événement élémentaire.
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CH20 Probabilités

2 Conditionnement

1.3 Modélisation

Le probléme de la modélisation en probabilité est un probléme un peu hors
des mathématiques. Pour l'instant, modéliser un phénoméne aléatoire, c’est
choisir un univers et une loi de probabilité sur cet univers. Le choix de I'univers
n’est pas automatiquement donné par la description du systeme! On va voir
quelques exemples de cette modélisation.

Exemple 1.5.

Si on lance deux dés, on peut prendre

> Q=[1,6],

> Q=2 12],

> 2 =I'ensemble des positions et des vitesses initiales des deux dés.

Et, sur chacun des ces univers, c’est a la personne qui modélise de choisir une loi de
probabilité.

Exemple 1.6.

On tire deux boules avec remise dans une urne contenant n boules noires et b boules
blanches. Deux possibilités de modélisation

Premier modeéle Deuxieme modeéle
Description On tire soit une boule noire, soit une boule | On numérote les boules noires
blanche, la proportion des premiéres est ﬁnb de 1 a n, les boules blanches de
n+1an+ b. Un tirage corres-
celle des secondes est . N .
n+b pond a un entier entre 1 et n+ b.
Univers Lunivers est {N, B}? Lunivers est [1, n + b]?
Réalisations | {N, N}, {N, B}, {B, B}, {B, N} {(i.J)} pour (i,j) € [1,n+ b]?
o n® nb o 1
Probabilités | P({N, N}) = CEYOEE P({N, B}) = b2’ PH(,N)H}) = Cr
élémen- b2 bn
taires PU(B. B)) = (s BUB VD) = s,
Evénement | {B, B} {G.4), (i) € [n+ 1, n+ b]?}
« deux
boules
blanches
ont été
tirées »

Heureusement, ces deux modélisations apportent les mémes probabilités. La deuxiéme

modélisation est plus lourde mais plus descriptive. Les deux se valent sur ce modéle.

Exemple 1.7.

Le jeu de pile ou face. Univers Q = {P, F}. Piéce biaisée p.

Probabilité d’obtenir au moins une fois face en deux lancers ? Deux possibilités " :

1. Soit on prend logiquement Q = {(P, F), (P, P), (F, P), (F, F)} et 'événement qui
nous intéresse est {(P, F), (F, P), (F, F)}.

2. soitonprend Q = {(P, F), (P, P), F} (on s’arréte une fois qu’'on a eu face!), et sur
Q on peut mettre soit la probabilité uniforme, soit mettre un poids % arf.

Il faut garder en téte que mathématiquement, il n’y a aucun probléme, il s’agit de deux
modélisations différentes.

Il faut garder en téte deux choses :

1. le choix de l'univers n’est pas quelque chose que 'on prendra le temps de
détailler, pour deux raisons : soit il est absolument évident, soit on travaille
avec des variables aléatoires, qui sont une maniére de « lire » 'univers au
travers de fonctions définies sur celui-ci.

2. la compétence « bien choisir son univers » n’est pas une compétence ma-
thématique. C’est une compétence utile, de modélisation, de sciences de
l'ingénieur, mais pas de mathématiques.

2 Conditionnement

Exemple 2.1.
Soit (2, 22(Q2),P) un espace probabilisé fini, muni d’une probabilité uniforme. A et B
deux parties de Q.

_ . 14 _ Card(A)
La probabilité de tirer un élément de A est P(A) = Card()”
Si on sait qu'on est dans A, quelle est la probabilité d’étre dans B? C’est
Card(ANB)  “Casiay’  P(ANB)
Card(A) g::jgég P(A)

2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1
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CH20 Probabilités

2 Conditionnement

Définition 8.
Soit (2, Z(Q2), P) un espace probabilisé fini et A C 2 de probabilité non

nulle. Lapplication
Z(Q) —[0,1]
Pa: P(AN B)
B 7[?(/4)
définit une probabilité, appelée probabilité conditionnée a I'événement A.
Si B C €, on note parfois Pa(B) sous la forme P(B|A) et on dit « probabilité
de B sachant A »

» Déemonstration.
On vérifie que I'on définit ainsi une probabilité.

> Déja, si B € (), on a toujours AN B C A, donc 0 < P(AN B) < P(A)
donc 0 < P4(B) < 1.

. _P(ANQ)  P(A)

> Ensuite, Pa(Q2) = FA) ~ PA) "

> Enfin, si C et D sont disjoints, alors C N A et D N A sont disjoints. Donc
P(AN(CuUD)
P(A)
_P(ANCUAND
- P(A)
_ P(ANC)+P(AN D)
- P(A)
_P(ANnC)  P(AND)
-~ P(A) P(A)

=Pa(C) +Pa(D),

HDA(C U D) =

d’ou l'additivité

QED «

Remarque 2.2.

2. PQ(A) = Aet PA(A) =1.

Propriéteé 3.
Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini et A C Q de probabilité non
nulle, B C Q. Alors

P(AN B) = Pa(B) x P(A).

Exemple 2.3.
Dans une urne avec cing boules, deux vertes et trois jaunes, on pioche deux boules
sans remise. Quelle est la probabilité d’avoir une verte au second tirage ?
Faisons un raisonnement « lycéen » et voyons les notions utilisées. On fait un arbre.
On note V; I'événement « la i-eme boule tirée est verte » et J; 'événement «la /-éme
boule tirée est jaune » .
On écrit alors, au lycée,
2 1 3 1

P(\/g):gxz+g><§.

Qu’y a-t-il derriere ? Deux formules :

L2 1 , ) S
> Ce produit £ X 7 que I'on généralisera comme « formule des probabilités compo-

sées »,
2 1 3 1 , o i s
> Cette somme %2 + £ %5 que I'on généralisera comme « formule des probabilités
totales ».
Propriété 4.

Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini et (Aq,..., A,) une famille

d'événements telle que P (] A« | > 0. Alors
k=1

: (Ql Ak) = B ) () XP (s ) (Anca) X X P, (A2) X B(Ar).

k=1

» Démonstration.
La preuve se fait par récurrence : on remarque que déja, si (A, B) € P(Q)?

2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1
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CH20 Probabilités

2 Conditionnement

avec P(A) > 0,

P(AN B) = P(A) x Pa(B),

On a utilisé, ici, une maniere d’exprimer Py, (\4) a l'aide de P\, (V) : c'est la
formule de Bayes.

donc

n n—1 n—1
P AK>Z]P< AkﬂAn>=P< Ak>XP n A,
(n+)=+(n (1% ) ~Fri.a
On conclut par une belle récurrence.

Exo 2.1

QED «

Propriété 6.
Soit (€2, Z(2), P) un espace probabilisé fini, A et B dans €2, de probabilités
non nulles. Alors

b - PGP

Une urne contient t boules turquoise et r roses. On effectue des tirages
sans remise. Quelle est la probabilité de tirer pour la premiere fois une boule
rose au k-ieme tirage ?

Propriété 5.

Soit (©2, 22(2),P) un espace probabilisé fini et (A;
complet d’événements de probabilités non nulles. Alors pour tout B dans
Q,

A,) un systeme

P(B) =) B(BNA) =) Pa(B)P(A.
i=1 k=1

» Démonstration.
La preuve est déja dans la proposition !

Exo 2.2

On est toujours dans la situation des boules vertes et jaunes (2 vertes et 3

QED «

jaunes).
On tire une boule verte au second tirage. Quelle est la probabilité d’avoir tiré
une boule verte au premier tirage ?

On cherche
P(ViNVs)
P(V%)

P(Vi NVs)

Py (Vo) = P(V1) x Py, (Vo) + P(J1) P, (Vo)

P(B)

» Démonstration.

La preuve est déja dans la proposition ! QED «

La formule de Bayes est trés efficace pour remonter le temps. C’est vrai-
ment l'idée qu'il faut avoir. Nous allons voir deux exemples, un premier « stan-
dard » , et un deuxiéme sous la forme d’un paradoxe (qui n’en est pas un)

Exemple 2.4 Remontée dans temps a l'aide de la formule de Bayes.
Une usine fabrique des piéces, avec une proportion de 0,05 de piéces défectueuses.
Le contréle des fabrications est tel que :

e sila piéce est bonne, elle est acceptée avec la probabilité 0,96.
e sila pieéce est mauvaise, elle est refusée avec la probabilité 0,98.

On choisit une piéce au hasard et on la contréle. Quelle est la probabilité qu’il y ait une
erreur de contrdle ? qu’une piéce acceptée soit mauvaise ?

6 /P9
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CH20 Probabilités

3 Indépendance

Exo 2.3

[Paradoxe de Monty Hall] Vous jouez a un jeu. Trois portes sont fermées :
derriere 'une d’elles se trouve une voiture, derriere chacune des deux autres
se trouve un porte-clés.

Une candidate choisit 'une des portes. Le présentateur, qui sait ou est la
voiture, ouvre I'une des deux autres portes, montrant ainsi un porte-clés. Il
propose a la candidate de changer de porte. Que doit-elle faire ?

On suppose que la candidate choisit la porte 1, et que le présentateur ouvre
la porte 2. On note V4, V5, V4 les événements « la voiture est derriére la porte
1/2/3 ». On note O,, O3 les événements « le présentateur ouvre la porte 2/3 ».
Calculer Pp, (V5) et conclure.

3 Indépendance

Ily a des événements pour lesquels le conditionnement n’a pas d’influence.
Par exemple, si je tire un nombre entre 1 et 8, et que je demande la probabilité
d’avoir un nombre pair, elle sera la méme si en plus je sais que le nombre est
inférieur ou égal a 4. C’est la notion d’'indépendance des événements.

Définition 9.

Soit (2, 2(Q2),P) un espace probabilisé fini .

1. Deux événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) =
P(A)P(B).
On note parfois A 1L B.

2. Des événements (Ax) sont dits indépendants deux a deux si pour tout
i # j, Ai et A; sont indépendants.

Remarque 3.1.

1. Si P(A) # 0, si A et B sont indépendants, Pa(B) = P(A x B) = P(A)P(B) =

P(A) P(A)
P(B).
2. SiQ2 = [1,8], et P est uniforme, si on note A = {n € [1,8], npair.} et B, = {n €
[1.8], n< k}.

Les événements A et B, sont-ils indépendants? A et B3 ?
1
> On calcule : P(AN Bs) =P({1,2}) = T

P(A) = % et P(B,) =

| =N =

donc P(A) x P(Bs) = 7= P(AN Ba),
donc A et B4 sont indépendants.
> On calcule : P(AN Bs) = P({1,2}) — %,
3
5
donc P(A) x P(Bs) = 1% £P(AN Bs),
donc A et Bs ne sont pas indépendants.

P(A) = % et P(Bs) —

3. ATTENTION! Indépendant et incompatibles sont deux termes qui n’ont rien a voir!
Dans I'exemple précédent, A et B4 sont indépendants mais pas incompatibles.
Question. Quels sont les événements a la fois indépendants et incompatibles ?

Si A et B sont indépendants et disjoints, alors

0 car A et B sont disjoints.

P(ANB) = {
P(A) x P(B) car A et B sont indépendants.
Donc P(A) = 0 ou P(B) = 0, c’est-a-dire que A ou B est négligeable.
4. Quels sont les événements indépendants d’eux-mémes ?
Si A estindépendant de A, alors P(ANA) = P(A) x P(A), donc P(A) = P(A)?, donc
P(A) = 0 ou P(A) = 1, c’est-a-dire que A est presque sir ou négligeable.
5. Soit n un nombre premier, PP la probabilité uniforme sur 2 = [1, n].
Quels sont les événements indépendants dans (2, Z(2), P) ?
Soient (A, B) € (), indépendants. Notons a = Card(A), b = Card(B) et ¢ =
Card(AnN B). Alors, comme P(AN B) = P(A) x P(B), on en déduit que
% = % X g c’est-a-dire que nc = ab.
Or, n est premier, donc n divise a ou n divise b.

Or, [a, b] estdans [0, n],donca=noub=n,oua=0,0ub=0.
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CH20 Probabilités

3 Indépendance

Propriété 7.
Soit (2, Z(Q2), P) un espace probabilisé fini, A et B dans 22(Q2), P(A) > 0.
Alors on a les équivalences
A et B sont indépendants < P(AN B) = P(A) x P(B)
P(AN B)
P(A)
< Pa(B) = P(B).

= P(B)

Propriété 8.
Soit (€2, 22(2), P) un espace probabilisé fini, A et B dans £2(2). Les ASSE

1. A et B sont indépendants.
2. Aet B sont indépendants.
3. Aet B sont indépendants.

4. A et B sont indépendants.

» Démonstration.
On fait seulement la premiere implication : on suppose A et B indépendants.
Mais alors

A=(ANB)U(ANB).
Donc P(A) = P(AN B) + P(AN B), donc
P(ANB) =P(A) —P(AN B)
= P(A) —P(A)P(B)
=P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).
QED «

Il'y a plus fort que I'indépendance, c’est I'indépendance mutuelle.

Définition 10.
Soit (2, 2(Q2),P) un espace probabilisé fini. Des événements (Ax)1<k<n
sont dits mutuellement indépendants si pour tout / C [1, n],

P <ﬂ Ak> = [ PA0.

kel kel

Exemple 3.2.
On lance deux dés, on prend les événements A, B et C comme

1. A: «le premier dé améne un nombre pair »
2. B : «le deuxiéme dé améne un nombre pair »
3. C: «la somme des nombres obtenus est paire »

On montre que des événements sont deux a deux indépendants, mais pas mutuelle-
ment indépendants.
On remarque que
P(A) = P(B) = %
et que

P(C) =P((ANB)U(ANB)) =P(A)P(B) + P(A)P(B) =

I
A=
N =

Puis, A et B sont indépendants par hypothése, et
ANC=ANB=BnC,

donc

P(ANC)=P(BNC)=P(ANB) = % =P(A)P(C) = P(B)P(C) = P(A) P(B).
Donc les événements sont deux a deux indépendants.
Mais

P(ANBNC) =PANB) = % £ P(A)P(B) P(C),

donc on n’a pas d’indépendance mutuelle.
Moralité. Lindépendance 2 a 2 n'implique pas I'indépendance mutuelle. La réciproque
est, en revanche, vraie.
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4 Variables aléatoires

4.1 Définitions

On définit de cette maniere la loi d’'une variable.

Propriété 9 (et def).
Soit (2, Z(2),P) un espace probabilisé fini, X une v.a. sur 2 a valeurs
dans E. Lapplication
Px : Z(E) — [0, 1]
Ar—s P(X € A)

définit une probabilité sur £, appelée loi de la variable X.

» Démonstration.
Démontrons que Px est bien une probabilité.

> Px est a valeurs dans [0, 1] car P est a valeurs dans [0, 1]
> X esta valeurs dans E donc, pour tout w dans Q, X(w) € E,donc X }(E) =
Q.
Donc Px(E) =P(X € E) =P(Q) = 1.
> Soient A et B dans P(E)? tels que AN B = 0.
Alors X 1(A) N X"Y(B) = 0 : en effet, si on dispose de w dans X 1(A) N
X"Y(B), alors X(w) € Aet X(w) € B, ce qui contredit le fait que AN B = (.
Alors
Px(AUB) =P(X € AUB)
=P{w e 2, X(w) € Aou X(w) € B})
=P{w e, X(w)e Au{weQ, X(w) € B})
=P(X 1A uX(B))
=P(X}A) +P(X}(B)) car X 1 (A) nX1(B)
=Px(A) +Px(B).

0

Donc Px est une probabilité ! QED «

Remarque 4.1.

C’est souvent beaucoup plus parlant d’écrire P(X € A) plut6t que Px(A).

Méthode 1.

En pratique, quand on vous demande de déterminer la loi de X, vous devez
faire deux choses : donner les valeurs prises par X et donner la loi de
chaque événement élémentaire.

Exemple 4.2.
On lance deux dés équilibrés et on regarde le résultat de la somme des deux, noté X.
Quelle est la loi de X ?

X est a valeurs dans [2, 12].
ENEN
1 ‘ 2

: |

~

| A
‘]P’(X:a)‘

4]5 |6
3 | 4 | 5

w‘@

‘ 36 ‘ 36 ‘ 3
Remarque 4.3.

ATTENTION! Deux variables aléatoires de méme loi ne sont pas nécessairement
égales!

Exemple : on tire une fois a pile ou face avec une piéce équilibrée. On note X le nombre

de « pile » , Y le nombre de « face » . Alors X et Y sont a valeurs dans {0, 1},
1) 1 1

— ) — 5
mais X = 1 — Y, c’est-a-dire que X et Y sont toujours différentes !

P(X =0) =P(X = L P(Y=0)=P(Y =1

2

Propriéteé 10.
Soit (2, 2(Q2), P) un epf.

1. si E et F sont deux ensembles, si X est une variable aléatoire a valeurs
dans E, si f . E — F est une application, alors (X) est une variable
aléatoire a valeurs dans F.

2. si(E; E,) sont n ensembiles, si F est un ensemble, sig: £y X - - X

.....
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4 Variables aléatoires

E, — F est une application, alors

g( X1, ..., Xn) est une variable aléatoire a valeurs dans F.

Exemple 4.4.
La somme, le produit de deux variables aléatoires est une variable aléatoire.

Remarque 4.5.

Q—F
Abus de notation. Lorsqu’on écrit f(X), on sous-entend f o X : . Cet
w— f(X(w))

abus de notation est réservé aux probabilités.
Au contraire, en algebre linéaire, si (u, v) € Z(E), on n’écrira jamais u(v) a la place
de uov!

4.2 Lois usuelles

Définition 11.
Soit (2, 22(2), P) un epf. Une variable a valeurs dans un ensemble E fini
1
suit la loi uniforme si pour tout x dans E, P(X = x) = Card(E)" On note
X ~ U (E).
Exemple 4.6.

La valeur d’un dé non truqué cubique suit une loi % ([1, 6]).

Définition 12.

Soit (2, 22(2),P) un epf. Une variable aléatoire X sur 2 est appelée va-
riable de Bernoulli si elle est a valeurs dans {0, 1}.

Sic’est le cas, on note p = P(X = 1), P(X = 0) = 1 — p. On note alors
X~ %(p).

Exemple 4.7.

1. Un tirage a pile ou face : si on lance une fois une piéce et que X correspond au
nombre de « pile » , alors X suit une loi de Bernoulli!

2. Sion s’intéresse a une caractéristique dans une population, que I'on tire un individu
au hasard, et que X est la variable valant 1 si cet individu a cette caractéristique et
0 sinon, alors X suit une variable de Bernoulli.

3. Un produit de variables de Bernoulli est une variable de Bernoulli (en effet, un pro-
duit de fonctions a valeurs dans {0, 1} est une fonction a valeurs dans {0, 1}.

Définition 13.
Soit ndans N* et p € [0, 1]. Une variable X a valeurs dans [0, n] suit la loi
binomiale de paramétres n et p si pour tout k € [0, n],

P(X = k) = (Z),m —p)" k.
On note X ~ Z(n, p).

Remarque 4.8.1. On définit bien une loi de probabilité !

n

]P(X S [[O,nﬂ) :Z (Z)pk(l—p)nk = (p+1_p)n: 1

k=0

2. Pour n =1, on remarque que
1\ o 1 0
P(X=0)=(,)pA-p=1-petPX=1)={ |px(1-p) =p

donc si X ~ #(1, p), alors X ~ %(p).

3. On démontrera bientét que c’est la loi suivie par une somme de n variables de Ber-
noulli indépendantes de parametre p (mais il faudra définir la notion d'indépendance
de variables aléatoires )
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4.3 Couples de variables aléatoires

Définition 14.
Soit (2, Z(Q2), P) un pdf. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs
dans E et F.

Q—-ExF o ) )
définit une variable aléatoire, notée
w = (X(w),Y(w))

(X,Y), de loi P(x v, appelée loi jointe (ou conjointe) de X et Y.

1. Lapplication

2. Les événements élémentaires de (X,Y) sont les {X = x} N{Y = y},
notés aussi {(X,Y) = (x,y)}, ouencore {X = x,Y = y}.
On note alors indifféeremment P(X = x,Y = y) ou P((X,Y) = (x,y)) ou
PEX =x;n{Y =y}).

3. La loi Px est appelée premiere marginale de (X,Y), la loi Py seconde
marginale.

Propriété 11.
Soit (2, Z(Q2), P) un pdf. Soient X et Y deux variables aléatoires respecti-
vement a valeurs dans E et F. Alors

1. pour tout xo dans £, P(X = xo) = » P(X = x,Y = b),

beF
2. pour tout yp dans £, P(Y =y) = Y P(X =a,Y = y).
acE
» Démonstration.
Il suffit de remarquer que, comme Y(Q) C F, {Y € F} = Q = | |{Y = b}.

beF
Donc ({Y = b})per €st un systéme complet d’événements.

Donc, si xg € E,

P(X =x)=> P{X=x}n{Y=0b})=> P(X=x,Y=bh)

beF beF
On fait de méme pour la deuxiéme proposition.

Exo 4.4

Soit a € R, (2, #(2), P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables
aléatoires sur 2 a valeurs dans [0, n]°, telles que

V(k,£) € [0, ]2 P(X = k,Y =) = a<Z> <Z)

1. Déterminer a,

QED «

2. Déterminer les lois de X et Y.

Remarque 4.9.

La connaissance de la loi jointe permet de retrouver les lois marginales, MAIS PAS
LINVERSE ! Imaginons que I'on tire des boules dans une urne contenant deux boules
numérotées « 0 » et deux boules numérotées « 1 ». Notons X la variable aléatoire du
résultat du premier tirage, Y celle du second tirage...

1. dans le cas sans remise,

1
P(X:O,Y:O):é,P(X:O,Yzl):%,]P’(X:1,Y:O):§, PX=1Y=1)=¢

On en déduit que
1 1
]P’(X:O):IP’(X:l):E, ]P’(Y:O):]P’(Y:l):i,
. . . . N 1
c’est-a-dire que X et Y suivent une loi de Bernoulli de paramétre 5

2. dans le cas avec remise,
1
P(X=0,Y=0)=P(X=0Y=1)=PX=1Y=0)=PX=1Y=1)=,
et
1 1

P(X=0)=P(X=1)=3 BY =0 =P =1)= =

c’est-a-dire que X et Y suivent aussi une loi de Bernoulli de paramétre 5
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4 Variables aléatoires

Ainsi, les lois marginales sont les mémes alors que les lois jointes sont différentes !

Propriété 12 (Loi conditionnelle).
Soit (2, P(Q2), P) un epf, E et F deux ensembles, X et Y deux v.a. sur 2, a
valeurs dans E et F.

1. Si A C E et B C F sont deux événements tels que P(X € A) # 0,
on définit la probabilité de {Y € B} conditionnée a {X € A}, notée
P(Y € B|X € A) ou Pyxca (Y € B)s, par

P(X €AY e€B)

P(X € A)
On définit de méme, si P(Y € B) # 0, Pyyepy (X € A).

Pixeay(Y € B) =

2. Si A C E estun événement tel que P(X € A) # 0, on définit alors une
loi de probabilité sur F appelée loi de Y conditionnée a {X € A}.

Exemple 4.10.
Soient (X, Y) deux variables aléatoires a valeurs dans [0, n] telles que

1
1. Xw%(n,i)

2. Vk € [0, n], la loi de Y conditionnée a {X = k} est une loi binomiale de parameétres
1
(k:3):

Alors, pour tout k dans [0, n], pour tout / dans [0, k],

P(Y = i|X = k) = (’,‘) 2ik

On peut alors retrouver la loi a I'aide de la loi conditionnelle !

Propriété 13 (Probabilités totales).

Soit (2, 22(R2),P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur
Q a valeurs dans E fini, Y une variable aléatoire sur Q a valeurs dans F.
Si (A, ..., A,) est un systéme complet d’événements de E, si B C F, si

Vi, P(X € A)) # 0, alors

r r
P(Y €B)=) P(X€EA,YEB) =) Pixeay(Y € B)P(X € A).
i=1 i=1
En particulier, si E est fini et pour tout x dans £, P(X = x) # 0, alors
Yo € F P(Y = yp) = 3 Px—x(Y = y0) P(X = x).
xe€E
Exemple 4.11.
(exemple précédent) Soient (X, Y') deux variables aléatoires a valeurs dans [0, n]
telles que

1
~ G =
1. X~ 2 (n, 2)
2. Vk € [0, n], la loi de Y conditionnée a {X = k} est une loi binomiale de para-
. 1
métres (k, 5).
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Déterminons la loide Y. Si i € [0, n],

P(Y = i)=Y P(Y =i|X =k)P(X = k)

-2 ()%()z

1~1 K nl
_EZ?/!(k—/)!k!(n—k)l

~on Z 2K i1(n— k) (k — i)l k)'(k — !

Tk 2”*’ Z2lll(n—£—/)'l'

_ (n—0)!

72”*’1'/77/'221 (n—2—1)le
1 (n 1\

= 2n+i(i> X (1+§)

e

oo\

NOROL:

\4 4) \i)

. - . . 1
donc Y suit une loi binomiale de parametres <n, Z)'

On peut étendre les définitions précédentes aux p-uplets de variables aléa-
toires

Définition 15.
Soient Xy, ..., Xp p variables aléatoires a valeurs dans £4, .. ., Ep. Alors

définit une variable aléatoire sur £ x --- x E,. La loi de X est appelée loi

jointede Xi, ..., Xp.
Pour k € [1, p], la loi de X, est appelée k-iéme loi marginale de X. Elle est
donnée par

VA € Ey, Px, (A) =Px(E1 X -+ X Exc1 X AX Ef X -+ X Ep).

Exo 4.5

Dans un centre d’appels, un opérateur appelle n personnes qui répondent
avec une probabilité p. Quelle est la loi du nombre N; de personnes qui dé-
crochent?

Lors d’'une seconde tentative, il rappelle les n — N; personnes qui n’ont pas
répondu. Quelle est la loi du total N; + N, de personnes qui ont répondu ?

4.4 Indépendance

Définition 16.
Soit (2, #(Q2), P) un espace probabilisé fini.

1. Deux variables X et Y a valeurs dans E et G sont indépendantes si,

pour tout A C E ettout B C F,
P(X €AY eB)=P(X e AP € B).

On note alors X 1LY.

2. Des variables aléatoires (X1, ..., ») a valeurs dans Eq, ..., E, sont
mutuellement indépendantes si pour tous Ay, ..., A, dans Eq, ..., Ep,
ona
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Propriété 14.
Deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans E et F sont indépendantes
si et seulement si pour tout x dans X et y dans Y on a

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y).

» Démonstration.

>SIXUY,PX=x,Y=y)=P(X € {x},Y € {y}) =P(X € {x})P(Y €
v} =P(X =x)P(Y = y).
> SiIACEetBCF,

P(X€AYEB)=) P(X=aYe€B)

acA

=> Y P(X=aY =bh)
acA beB

=> Y P(X=a)P(Y =b)
acA beB

=Y P(X=a)) P(Y=0h)
acA beB

=P(A)P(B),

d’ou 'indépendance !

QED «

Définition 17.
Une variable aléatoire est dite déterministe si elle est constante presque
slrement.

Remarque 4.12.
Quelles sont les variables aléatoires indépendantes d’elles-mémes ?

Soit X une telle variable. Soit a une valeur telle que P(X = a) # 0. Alors
P(X=a)=P(X =a X =a)=P(X = a),

donc, comme P(X = a) # 0, P(X = a) = 1, donc X est presque slirement constante
égale a a.

Propriété 15.

(lemme des coalitions) Soit (2, 22(2), P) un espace probabilisé fini.

1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur 2, a valeurs
dans E et F (finis), alors

Vo : E— G, VY : F— G,p(X)ety(Y) sont indépendantes.

2. Si (X1,..., X,) est un n-uplet de variables aléatoires mutuellement in-
dépendantes sur 2, a valeurs dans Eq, ..., E,, alors pour tout k dans
[1, n], pourtoute f : Eyx---xEx — F,pourtoute g : Exy1x---XE, = G,
alors 7(Xy,..., Xx) et g(Xes1, ..., X,,) sont indépendantes.

» Démonstration.

On ne montre que la premiére propriété, le reste se démontre de la méme
maniere !

Soient ¢ : E — G ety : F — H. Montrons que ¢(X) et ¥(Y) sont indé-
pendntes.

Soient M C G et N C H.

Notons A = ¢ }(M) et B = 9~ 1(N), les images réciproques respectives de
M par ¢ et N par . Alors, comme E et F sont finis, A et B sont aussi finis.
Ainsi,

P(p(X) e M,9(Y)e N)=P(X € A Y € B)

=P(X € A)P(Y € B) par indépendance de X et Y

= P(e(X) e M)P(p(Y) € N),
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d’ou 'indépendance des deux variables aléatoires ! QED «

Remarque 4.13.
1. La propriété précédente dit, par exemple, que si (X, Y, Z, T) sont 4 variables aléa-
toires indépendantes, X + Y et Z + T sont indépendantes.

2. SiX 1LY, alors

P(Y € B|X € A) =P(Y € B), V(A B) € Z(E) x 2(F).

Définition 18.

Des variables aléatoires a valeurs dans le méme espace E sont dites
i.i.d. si elles sont indépendantes et identiquement distribuées, c’est-a-dire
gu’elles suivent la méme loi.

Propriété 16.

Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini. Soit n € N*, (X1, ..., Xn) n
variables aléatoires indépendantes, suivant toutes une loi de Bernoulli de
paramétre p €]0, 1[. Alors

X1+ -+ Xy~ B(n,p).

» Démonstration.
Démontrons par récurrence sur n la proposition.

Initialisation. Pour n = 1, si X; ~ %(p), alors X; ~ %(1, p).

Hérédité. On suppose la propriété vraie pour un certain rang. Soient X, .. ., X,

n + 1 variables aléatoires indépendantes, suivant toutes une loi de Bernoulli
de paramétre p. Alors

> Vie[l,n], X; € {0,1},donc X; + - -+ Xp41 € [0, n+ 1].

> Soit k € [0, n+ 1]. Notons
Sp=X1+-4+Xn, Spr1 =X+ + Xpp1=Sn+ X1
Alors
P(Sp+1 = k)
=P(Spy1 =k Xpy1 = 0) + P(Spi1 = k, Xpp1 = 1)
=P(Sp+ Xny1 =k Xpp1 = 0) + P(Sp + Xpp1 = k, Xpp1 = 1)
=P(Sp =k Xnr1=0)+P(Sp =k -1, Xpy1=1)
=P(Sp = k)P(Xp11 =0) + P(Sp = k = 1) P(Xky1 = 1)
(par indépendance).
Or,
e sik=0,P(S,=k—1)=0,donc
P(Sni1 = 0) = P(Sy = 0) P(Xos1 = 0)
=(1-p)"x(1-p)=@1-p""
_ <’HO’ 1> pO(1 — p)™i-o,

e sik=n+1,P(S,=k)=0,donc
P(Spi1=n+1)=P(S,=nP(X,11=1)
=p"xp

n+1\ .4 -
— 1— n+1 (n+1)’
(n+ 1);9 (1-p)
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e sik e[1,n], > sik < n,
n
P(Sp1 = k) PX+Y =k =) PX+Y=k Y=
= B(Sy = k) P(Xpe1 = 0) + B(S, = k — 1) P(Xys1 = 1) =
n _ n _ ok _ _ _
:(k>pk(1_p)n kx(l_p)+<k_l>pk 1(1—/3)" (k 1)><p _ZIP’(X_FY_/(’Y_,)
i=1
n n . oA e .
— Kk) + <k B 1)} pk(1 — p)rti=k (car si Y > k, X doit étre négatif, impossible.)
k—1
_ n k n+1—k = PX=k=i Y=
= 1— , ,
(k N 1)0 (1-p) ;
par la formule du triangle de Pascal. SP(X k=i Y =i)
= = =1, =/
QED « i=1
k—1
Remarque 4.14. = Z]P’(X =k =1i)P(Y =1/) parindépendance.
=1
1. Lethéoréme précédent permet d’interpréter la loi binomiale comme celle du nombre ;71
de succes aprés n expériences répétées indépendamment. = Z % = k _2 1 .
n n

2. Attention! Le théoréme précédent ne dit pa sque si Y suit une loi binomiale, alorsil =1
existe (X1, ..., X,) N variables de Bernoulli telles que Y = X; + - - -+ X,,. Ce n'est,

a priori, pas possible ! (c’est encore le probléme entre I'égalité en lois et I'égalité de

variables aléatoires)

Grossiérement, penser au fait qu’une variable suivant une loi binomiale posséde

n+ 1 états, alors que n variables de Bernoulli correspondent a n états.

Exo 4.6

Quelle est la loi de la somme de deux variables uniformes sur [1, n], indé-

pendantes ?

1
Déja, pour tout k dans [1, n], P(X = k) =P(Y = k) = -
Ensuite, X + Y est a valeurs dans [2, 2n].
Soit k € [2,2n]. Alors
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> Sik>n+1,

IP’(X+Y:k):Zn:IP’(X+Y:k, Y =)
En: PX+Y =k Y=

i=k—n

(carsiY < k — n, X doit étre > n, impossible.)

Zn: P(X=k=i Y =i

i=k—n

Zn: P(X=k=i Y =i

i=k—n

> P(X=k=i)P(Y =1i) parindépendance.

i=k—n

1 2n—k+1
_Zﬁ_ n2 '
i=k—n

Dot laloide X + Y.

5 Moments d’une variable aléatoire

Ici toutes nos variables aléatoires sont réelles. Une variable aléatoire réelle
est parfois abrégée en v.a.r.

5.1 Espérance

5.1.1 Définition et calculs

Définition 19.
Soit (2, 22(2), P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur
Q, réelle, a valeurs dans £ C R, E fini, est
E(X) =) xP(X = x).
xe€E
Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

Remarque 5.1.
1. Lespérance doit étre vue comme une sorte de moyenne.

2. SiXestunevaurtelequeP(X =1)=P(X =-1) = % (variable de Rademacher),
alors

E(X)=—-1xP(X=-1)+1xP(X=1)=0.
Une variable de Rademacher est donc centrée.

3. En sup, on ne se posera jamais la question de « une variable aléatoire admet-elle
une espérance » ? En spé, c’est une autre paire de manches! En effet, en deuxiéme
année, les variables aléatoires peuvent prendre un ensemble infini, indexé sur N,
de valeurs. Si X est a valeurs dans N, on dira que X admet une espérance ssi la
série de terme général k P(X = k) converge.

Propriété 17 (Espérances usuelles).
Soient p un réel de ]0, 1], a et b deux entiers, X une v.a.r.

1. Si X suit une soi de Bernoulli de parametre p, alors E(X) = p.
. : A b
2. Si X suit une loi uniforme sur [a, b], alors E(X) = a; .

3. Si X suit une loi binomiale de parameétres (n, p), alors E(X) = np.
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» Démonstration.

1. Si X ~ B(p),

E(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=p.

2. Si X ~ U([a, b]), alors, pour tout k dans [a, b], P(X = k) =

donc

1
= k
pa b—a+1
b
1
= k
b—a—i—lkzz:a

1 (a+b)(bfa+1)_

b—a+1 2
3. Si X ~AB(n,p),

E(X):ikxIP(X:k)
k=0

::gzk(Z)ﬂwl—pV‘k
= i:n(Z:Dpk(l —p)" -

n—1
( ’ >p€+1(1 _ p)nflfl

k=1
n—1

|
S

=1

n—1

n—1
=np ( ’ )p“(l —p)" 1t =np.

=1

Remarque 5.2.

1

b—a+1

QED «

Lespérance ne dépend que de la loi, c’est-a-dire que si X et Y suivent la méme loi,

alors E(X) = E(Y).

Propriété 18.
Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire sur <.
Alors

E(X) = Y P{whX(w).

we
» Démonstration.
On sait que E(X) = >_ xB({X = x}). Or, {X = x} = X~} ({x}).
X€EE
Mais, comme X est & valeurs dans E. Q = Li,ce X 1 ({x}).
De plus,
P(X=2)= >  P({w})
weX1({x})
donc

EX)=) x Y P{w})

x€E  weX1({x})

=Y > XWPHw)) =Y X(w)P({w}).

XEE weX-1({x}) wes

QED «

Propriété 19.
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, a, b dans R.

. E(aX + bY) = aE(X) + bE(X).

—h

2. si X est a valeurs positives, alors E(X) > 0.
3. plus généralement, siP(X > 0) =1, E(X) > 0.
4

. si X est positive presque sirement, E(X) = 0 si et seulement si P(X =
0) = 1 (X est presque sirement nulle).

5. (croissance de I'espérance) si X < Y, alors E(X) < E(Y). Plus généra-
lement, siP(X <Y) =1, E(X) <E(Y).

2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1

18 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



CH20 Probabilités

5 Moments d’une variable aléatoire

» Démonstration.

1. On fait le calcul a I'aide de la formule précédente :

E(aX + bY) = > (aX + bY)(w) P({w})
WEN
=Y aX(w)P({w}) + bY (w) P({w})

we

=ay Xw)P{w})+b> Y(w)P({w})

we we
= aE(X) + bE(Y).
2. Fait dans la section suivante.

3. Comme X est & valeurs dans R, on a Q = X }(R*) U X !(R,). On écrit
donc

E(X) = Y X(@)P({w})

we

= Y X@P{wh+ Y Xw)P({w))
weX~1(RL) weX-1(Ry)

= Y X(w)P({w}) par hypothese
weX—1(Ry)

20,

car X(w) > 0 et P({omega}) > 0 pour tout w dans X' (R,).

4. On écrit, plus subtilement,
Q=X"1R*)UX({0o}) uXHRY),
donc

EX)= >  Xw)P({w})+

weX-1(RY)

Y. X(W)P({w)).

weX-1({0})
SiP(X = 0) # 1alors 3w € Q tel que X(w) > 0 et P(w) > 0, donc
E(X) > 0. La contraposée nous assure le résultat.

5. SiP(X <Y) =
E(Y) — E(X)

1,alors P(Y — X > 0) = 1. Donc E(Y — X) >
> 0 par linéarité de I'espérance, donc E(Y) > E(X).

0, donc

QED «

Remarque 5.3.

1. On peut, grace a la linéarité de I'espérance, retrouver I'espérance d’une variable
suivant une loi binomiale.
Soit X suivant une loi binomiale. Alors X suit la méme loi que X; + -+ + X,
ou (Xi,..., X,) sont n vaiid de Bernoulli. (attention! Je ne dis pas que X =
X1 + - -+ X,) Mais alors, comme I'espérance ne dépend que de la loi,

E(X) =E(X1 4+ Xn) = E(X1) 4+ -+ + E(Xa) = np.

2. Si X estune v.a.r., X + 2 est aussi une v.a.r. Quelle est son espérance ?
Cest E(X) + 2. En effet, par linéarité, E(X + 2) = E(X) + E(2) = E(X) + 2, car 2
doit étre interprétée comme une variable aléatoire déterministe, constante égale a
2.

Il faut penser a utiliser les fonctions indicatrices comme des variables aléa-
toires.

Propriéteé 20.
Soit (2, 2(Q2), P) un espace probabilisé fini, A un événement.
Q—{0,1}
1. 14 Osiw ¢ A est une variable de Bernoulli de parametre
W —
1 sinon.
P(A).
2. E(14) =P(A).

Propriété 21 (Formule de transfert).
Soit X une variable aléatoire a valeursdans Eetf : E — F C R. Alors

=Y F)P(X =x).

xeE

2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1

19/

walter.ngambou@ac-versailles.fr



CH20 Probabilités

5 Moments d’une variable aléatoire

» Démonstration.
On sait que E(f (X)) = Z f(X(w))P({x}). Mais comme X est a valeurs dans

. we
E, on sait que

Q=| | X({x}).
x€EE
Donc

XN=> Y FXW)BF(X(w))).

x€E weX~1({x})
Mais, siw € X 1({x}), f(X(w)) = f(x), donc
E(F(X) =Y f(x) Y, PHw}) =) f)P(X=x),
xcE weX1({x}) xeE

d’ou le résultat désiré. QED «

Remarque 5.4.

1. Dans la formule de Transfert, la variable X n’a pas besoin d’étre réelle! C’est
qui doit étre a valeurs réelles.

2. En particulier, X peut étre un couple de variables aléatoires. Par exemple, si Y
est une variable aléatoire a valeurs dans E et Z est une variable aléatoire a valeurs
dans F,sif: (s t)— se,

E(F(Y,2) =Y Y yeP(Y =y, Z=2).
yeEE zeF

Exemple 5.5.
Soit X ~ U([[0, n]). Calculons E(e*). Par la formule de transfert,

E(X) = Z “P(X =
k=0

n

_Z 1 o1 1—e"!
- n+1" n+l1 1—e
k=0

5.1.2 Espérance et indépendance

Propriété 22.

Soit (Q, 2(Q2), P) un espace probabilisé fini. Soient X et Y deux variables
aléatoires réelles, a valeurs respectives dans E et dans F, parties finies
de R.

Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y).

» Démonstration.
® On aura besoin ici de la formule de transfert. On sait que

E(XY) =Y Y xyP(X=xY =y)
XEE yeF
=> Y xyP(X=x)P(Y =y) parindépendance de X et Y
xeE yeF
=Y xP(X=x)>_yP(Y =y) =E(X)E(Y).
x€E yeF

QED «

Remarque 5.6.

En effet, soit X uniforme sur —1, 0, 1 et Y la fonction indicatrice de X = 0, c’est-a-dire
que Y vaut 1 si X = 0 et 0 sinon.

Alors

> XY =0carsi X #0,Y =0,donc E(XY) =0,

> E(X) =0, donc E(X)E(Y) = 0.

Mais X et Y ne sont pas indépendantes : en effet, P(X = 0,Y = 1) = P(X = 0) #
P(X=0)xP(Y =1).

Exo 5.7

Démontrer que deux variables aléatoires a valeur dans un méme ensemble
E sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions f et g définies
sur £ et avaleurs dans R, E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).
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Réponse.

Le sens direct est immédiat car si X 1LY, alors f(X) 1L g(Y).

Pour le sens réciproque, on suppose que pour toutes fonctions f et g définies

sur E, E(f(X)g(Y)) =E(f(X))E(g9(Y)). Soitx € Eety € E. Alorssi f : t —
lsit=x lsit=y

etg:t— ) ,ona
0 sinon.

0 sinon.
f(X) = Lix=x}, 9(Y) = Liy—yy, donc £(X)g(Y) = Lix—x.y=y},
d’ou, comme, par hypothese, E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)),
E(Lix=xy=y}) = E(L{x=x}) E(L{y=y}),
on en déduit
P(X=x,Y =x)=P(X =x)P(Y =y),

d’ou I'indépendance de X et Y.

5.1.3 Inégalités

Propriété 23 (Inégalité de Markov).

Soit X une v.a.r. positive, a > 0. Alors pour tout a > 0, P(X > a) <

» Démonstration.
@® On sait que pour tout w dans Q,

X(w) 2 X(w)lixza(w) > alxz,
En effet,
> pour la premiére inégalité, on sait que pour tout w, 0 < X(w) < 1 donc,
comme 0 < 1yx>,(w) < 1, on en déduit la premiére inégaliteé.
> pour la seconde, si X(w) > a, l'inégalité est immédiate, et, si X(w) < a,
Lixza)(w) = 0.

Donc, par croissance de I'espérance,
]E(X) > E(a]].{x>a}) = EJE(]].{X>&,} = EJP(X > a),

d’'ou le résultat, et 'inégalité de Markov en divisant par a. QED «

Remarque 5.7.
Il est tout & fait autorisé, si 'on comprend bien que I'on revient aux éléments de €,

X 2 Xlxzay 2 al(xza)

Propriété 24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors E(XY)? < E(X?)E(Y?),
avec égalité si, et seulement si X et Y sont presque slrement colinéaires,
c’est-a-dire qu'il existe A dans R tel que X = A\Y presque slrement.

» Démonstration.
® La méthode est importante ! Définissons, pour tout ¢t dans R,

Q(t) = E((X+1Y)?) = E(X?+2tXY +12X?) = E(X?)+2t E(XY)+ > E(Y?).

Mais, par positivité de I'espérance, pour tout t dans R, Q(t) > 0. Donc, comme
Q est un polyndme du second degré et de signe constant, donc son discri-
minant est négatif. Ainsi,

4E(XY)? - 4E(X?)E(Y?) <0,
c’est-a-dire

E(XY)? < E(X?)E(Y?).
On a égalité si et seulement si le discriminant de Q est nul, c’est-a-dire que Q
admet une racine réelle. Donc il y a égalité si et seulement s’il existe ty € R
tel que

E((X + %Y)?) =0,

i.e. X + Y = 0 presque slrement, i.e. X = —tyY presque slirement, c’est-a-
dire que X et Y sont presque slirement colinéaires. QED «
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Exo 5.8

Soit X une var et f : R — R croissante. Alors pour tout a dans R tel que
f(a) > 0,

E(f(X))

P(X}a)gw.

5.2 Variance et covariance

5.2.1 Variance

Définition 20.

Soit X une v.a.r.

1. Soit k € N. Le moment d’ordre k de X est le réel E(X*), son moment
d’ordre k centré est E((X — E(X))").

2. La variance de X est son moment d’ordre 2 centré, V(X) = E((X —
E(X))?).

3. Lécart-type de X est o(X) = /V(X).
4. Une variable centrée est dite réduite si sa variance est égale a 1.

Remarque 5.8.

1. Lavariance, comme tous les moments (centrés) d’une variable aléatoire, ne dépend
que de la loi de la variable aléatoire.

2. X — E(X) est bien centrée : en effet,
E(X — E(X)) = E(X) — E(E(X)) = E(X) — E(X) =0.

3. La variance permet de mesurer la dispersion, i.e. les écarts a la moyene : la va-
riance, c’est

«la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. »

4. Que signifie, pour une variable aléatoire, d’étre de variance nulle ?

V(X) =0 E((X —E(X))?)=0
< X —E(X) =0p.s.
& X =E(X) p.s.
< X est constante p.s.
5. De méme qu'au[3|de la remarque[5.1] il n’est pas évident qu’une variable aléatoire
posseéde un moment d’ordre k. En sup, oui c’est évident car les variables aléatoires

sont a valeurs dans un ensemble fini. En spé, ca I'est moins, et il faut utiliser de la
théorie des séries.

Propriété 25 (Relation de Koenig-Huygens).
Soit X une v.a.r. Alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

» Démonstration.
La preuve est immédiate :
V(X) = E((X — E(X))?)
=E(X% - 2E(X)X + E(X)?)
=E(X?) = 2E(X)E(X) + E(X)?
=E(X?) - E(X)%.
QED «

Propriété 26 (Variances usuelles).

1. Si X ~ U([0, n), V(X) = %

savoir la retrouver)

(ne pas la connaltre par coeur,

2. Si X ~ %A(p), V(X) = p(1 — p) (a connaitre par coeur).
3. Si X ~ %(n,p), V(X) = np(1l — p) (a connaitre par coeur).
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» Demonstration.

1. Par la formule de Koenig-Huygens, V(X) = E(X?) —
vu que E(X) = =
Par la formule de transfert,

E(X)?. Or, on a déja

n
1 1 n(n+1)2n+1) n(2n+1)
2y _ 2 oy > _ _
EX?) =D KPX=k)=—7> K=" : L)
k=0 k=0
donc
V(x)zm_f:2”(2”+l)—3”2:n(4ﬂ+2—3n):n(n+2).

6 4 12 12 12
2. Si X ~ B(p), E(X) = p et E(X?) = p car X? = X, donc

V(X)=p—p>=p(1l-p).

3. (encours, on ne va pas faire le calcul, mais vu qu’on peut le faire, faisons-le
ici!) Toujours par la formule de transfert,

= i k2<Z>Pk(1 —p)"k
—an< )p (1-p)
=¢—k-1 Z(€+ 1)n(”e 1) (L — pyri-e

Z( e

) <n2 1) pt(L — p)ntt

£=0
=A+B.

Ensuite,
Annzlg( 1)pe+1(1 y-i-t
=0
=n§e( L )pa—pre
n—1
:nZ(n 1)(2 ) PHL(L )it
=j_e-1 n(n—l)Z( )pf+2(1 pyr—2-i
”zpzni(”jz)/f(l

J=0

—p)" 2 =n(n—1)p?,

donc
E(X?) = n?p® + np — np® = n*p* + np(1 — p),
donc
V(X) = B(X?) = B(X)? = n?p* + np(1 = p) — n*p* = np(1 = p),

d’ou le résultat désiré !

QED «
Propriété 27.
1. Soit X une v.a.r., a et b des réels. Alors
V(aX + b) = a°V(X).
. X —
2. Soit X une v.a.r.,, d’espérance u, de variance o2. Alors a est cen-

trée réduite.
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» Démonstration. » Démonstration.
1. On calcule 1. Par la formule de Koenig-Huygens,
E(aX + b) = aE(X) + b, V(X +Y)
par linéarité de I'espérance. Donc =E((X+Y)*) —E(X +Y)?
2
aX + b —E(aX + b) = a(X — E(X)), = E(X2 +2XY +Y?) — (IE(X) + IE:(Y))
donc =E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) = E(X)? = 2E(X)E(Y) — E(Y)?
V(aX +b) =E ([ax 4 b—E(aX + b)}z) = E(X?) + 2E(X)E(Y) + E(Y?)
— B(22(X — E(X))?) —E(X)? - 2E(X)E(Y) — E(Y)? par indépendance de X et Y
— 2 2 2 2
=V(X) +V(Y),
2. Déja, (X)+V(Y)
d’ou le résultat!
X —u 1 1
B(X24) = 2@00 -0 = Sw-w =0
o o o QED «
donc X _2 a est bien centrée. Ensuite,
o Remarque 5.9.
v (X - u) _v <1X B M) _ iV(X) _ o? 1 1. Comme cette proposition est une conséquence de E(XY) = E(X)E(Y) lorsque
g o o a2 a2 X 1LY, on peut aussi préciser que « V(X +Y) = V(X) + V(Y) » n’entraine pas
X — i o A que X 1L Y. (prendre le méme contre-exemple que précédemment)
donc o est centrée réduite.
2. Que se passe-t-il lorsque les variables ne sont pas indépendantes? Y a-t-il une
QED «
formule ?
Propriété 28. 5.2.2 Covariance
1. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. Alors
V(X +Y)=V(X)+V(Y). Définition 21.

, o Soient X et Y deux v.a.r. sur (Q, Z(Q2), P) un espace probabilisé fini.
2. Soient (Xq, ..., Xpn) nv.a.r. indépendantes. Alors

n 1. On appelle covariance de X et Y le réel Cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —
V(X144 Xp) = > V(X)). E(Y))).
i=1

2. Deux v.a.r. de covariance nulle sont dites non corrélées.
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Propriété 29. miére variable. Soient A, B, C trois v.a.r., A et u deux réels. Alors
Soient X et Y deux v.a.r. sur (Q, Z(£2), P) un espace probabilisé fini. Cov(AA + uB, C)
1. Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y). =E ((AA + uB)C) —E(MA+ uB)E(C)

2. V(X) = Cov(X, X) — E(MAC + uBC) — (AE(A) + E(B)) E(C)

3. Cov est symétrique, i.e. Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = AE(AC) + pE(BC) — AE(A)E(C) — nE(B)E(C)
4. Cov est bilinéaire, i.e. _ A(E(AC) _ E(A)E(C)) T u(]E(BC) _ ]E(B)]E(C))
Y(A, B, C) va.r, V(\ u) € R?,
Cov(AA + uB, C) = X Cov(A, C) + u Cov(B, C),
Cov(A, AB + uC) = X Cov(A, B) + uCov(A, C).

= ACov(A C)+ unCov(B,C),

d’'ou la linéarité par rapport a la premiére variable et, par symétrie, la linéa-

rité par rapport a la seconde.

QED «
» Démonstration.

1. Effectuons simplement le calcul : cis
Propriété 30.

Soient X et Y deux v.a.r. sur (Q, Z(Q2), P) un espace probabilisé fini.
1. VIX+Y) =V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y).

Cov(X,Y)

= E((X —E(X))(Y —E(Y)))

— E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))

— E(XY) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y) ; "
(on n’oublie pas que E(X) et E(Y) sont des constantes réelles) v <kz—‘: X") - ;V(X") +2 1<§<n Cov(X;, X))
— E(XY) — E(X)E(Y). o

2. Plus généralement si Xy, ..., X, sont des v.a.r.,

2. On calcule » Démonstration.
Cov(X, X) = E((X — E(X))(X — E(X))) = V(X).

3. De méme,

Cov(Y, X) = E((Y=E(Y))(X—E(X))) = E(X—E(X))(Y—=E(Y))) = Cov(X,Y).

4. Par symeétrie, il ne suffit de démontrer la linéarité que par rapport a la pre-
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1. On utilise la proposition précédente
V(X +Y)
=Cov(X+Y X +Y)
= Cov(X, X +Y) + Cov(Y, X +Y)
(par linéarité par rapport a la premiére variable)
= Cov(X, X) + Cov(X,Y) + Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)
(par linéarité par rapport a la seconde variable)
=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y)
(par la formule reliant variance et covariance,
ainsi que par symétrie de la covariance)

D’ou le résultat désiré.
2. On fait cette preuve par récurrence.

QED «

Propriété 31 (Variables non corrélées, indépendantes.).
Soit (2, 2(Q2),P) un espace probabilisé fini.

1. deux variables aléatoires réelles X et Y sur Q2 son non corrélées si, et
seulement si V(X +Y) = V(X) + V(Y).

2. si Xq,..., X, sont des v.a.r. deux a deux non corrélées,
n n
\Y% (Z Xk> = V(Xk).
k=1 k=1

3. si deux variables aléatoires réelles X et Y sur Q2 sont indépendantes,

alors elles sont non corrélées.

» Démonstration.

1. On remarque que V(X +Y) — V(X) = V(Y) = 2Cov(X,Y). Donc X et Y
sont non corrélées ssi 2 Cov(X,Y) =0, i.e. ssi V(X +Y) = V(X) + V(Y).

2. On utilise la formule [2]de la proposition
3. si X 1LY, alors

Cov(X,Y) =E(XY) —EX)E(Y)=EX)E(Y) —E(X)E(Y)=0
par indépendance.
QED «

Remarque 5.10.

La réciproque du [2| de la proposition est fausse! La formule peut tout a fait étre
vérifiée sans qu’on ait non-corrélation. Par exemple, si X et Y sont deux variables de
Radema indépendantes, de paramétre 1, et si Z est l'indicatrice de X = -Y =1
(Z=1siX =1etY = -1, Z = 0sinon), alors Cov(X,Y) = 0 par indépendance de
X et Y, mais

Cov(X, Z2) =E(XZ) — E(X)E(Z) = E(XZ) car X est centrée.

Or,
IE(XZ):P(X:l,Z:l):IP’(X:1,Y:—1):%5£0,

donc X et Z sont corrélées. De méme pour Y et Z, on a Cov(Y, Z) = —%. Ainsi,
V(X +Y + 2)
=V(X)+V(Y)+V(Z)+2Cov(X,Y) +2Cov(X, Z) + 2 Cov(Y, 2)
:V(X)+V(Y)+V(Z)+O+2><%+2>< _71 —0.

5.2.3 Inégalité pour la covariance

Propriété 32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz pour la covariance).
Soient X et Y deux v.a.r. Alors
Cov(X,Y)? < V(X)V(Y),

avec égalité si et seulement si X est presque sirement égale a une fonc-
tion affine de Y, i.e. ssi il existe o et 8 tels que X = aY + @ presque
s(irement.
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» Demonstration.
® Soit @ : t — V(X + tY). Pour tout t dans R,
Q(t) = V(X) +2Cov(X, tY) + V(tY) = V(X) + 2t Cov(X,Y) + t? V(Q),

donc @ est un polynéme du second degré en t.
Or, une variance est toujours positive, donc le discriminant de Q est négatif ou
nul. Donc
4 Cov(X,Y)? —4V(X)V(Y) <0, i.e. Cov(X,Y)? < V(X)V(Y).
Ensuite,
Cov(X,Y)? =V(X)V(Y) < le discriminant de Q est nul
S I eR, V(X +tY)=0
< dp e R, IK e R, X+ Y = K p.s.
S dth eR,IKeER, X =—-tY + K p.s.,

d’'ou le cas d’égalité! QED «

Définition 22.
Soient X et Y deux v.a.r. On définit le coefficient de corrélation de X et de

Y comme
Cov(X,Y)

CVVOOV(Y)

Remarque 5.11.

1. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, p < 1.
2. Sip =0, alors X et Y sont non corrélées.

3. Sip est proche de 1, alors X et Y sont fortement corrélées.

5.2.4 Vers la loi des grands nombres

De méme qu’on a linégalité de Markov pour les variables aléatoires, une
fois qu’on a introduit la notion de variance, il existe une autre inégalité, appelée
inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.

Propriété 33 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev).
Soit X une variable aléatoire réelle. Alors pour tout € > 0,

V(X)
g2

P(IX —E(X)[ > ¢€) <

» Démonstration.
Soit € > 0. Alors
P(|X —E(X)| =€) =P((X —E(X))? > e*)care >0
E((X — E(X))?)
82
V(X)
52

<

X

par l'inégalité de Markov

QED «

Remarque 5.12.

1. Cette inégalité montre qu’une variable aléatoire ne peut pas « trop » s’éloigner de
son espérance.

2. ll'y ades conditions pour que les inégalités de Markov et de Bienaymée-Tchebychev
puissent s’appliquer : pour l'inégalité de Markov, il faut que X admette une espé-
rance. Pour celle de Bienaymé-Tchebycheff, il faut que X admette une variance
(non trivial dans le cas d’un univers infini!)

Cette inégalité sert a comprendre les bases des statistiques : vous vous
étes peut-étre déja demandés pourquoi, pour savoir la proportion d’'un certain
caractére dans une population, on faisait un test sur un « grand » échantillon
de personnes, et que I'on jugeait ensuite que cela suffisait ?
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Propriété 34 (Résultat admis, ultra-HP, di a Kolmogorov).
Soit X une v.a. Il existe un univers Q (infini) sur lequel on peut construire
une suite (Xy) de v.a. i.i.d.

Propriété 35 (Loi faible des grands nombres).
Soient (Xx)ken UNe suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance m. Soit
pour tout ndans N S, = X3 + - -- 4+ X,,. Alors pour tout € > 0,

P(‘Sn—m‘>a)—>0.
n “+oo

» Démonstration.
Soit n € N*,
Par linéarité de I'espérance,

E (5> = %E(Sn) _1 ZE(X,) =m

n n
i=1
Ainsi,
(-l e (5 -5(3)] 9
n n n
V(2 N , .
< 2 par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.

v(2) = Lvisy
(5
k=1

1 n
— X n» V(Xy) parindépendance
k=1

1 . N .
= V(Xi1) carles X, suivent la méme loi,

donc

i

d’ou le résultat!

S V(X
J — m' 2 E) g ( 21) — O,
n ne n—+o00

QED «

Remarque 5.13.

Cette loi des grands nombres est a la base des statistiques. Pour estimer 'espérance
d’'un phénomene aléatoire, il suffit de répéter un grand nombre de fois ce phénoméne
et d’en faire la moyenne.

Cette proposition pose la question de la convergence des variables aléatoires :

> convergence dite « en probabilité » : on dit que (Y;).en converge en probabilité vers
Y sive >0, P(|Y,—Y|>¢€) — O.

n—-+4o00
> convergence dite « L' » : on dit que (Yi).en converge « L' » vers Y si E(]Y, —
Y|) — O.

n—+o0

La loi forte des grands nombres existe : E (‘% — m‘ > 5) — 0.

n—+o0

5.3 Processus composé — HP

On fait dans cette section un exercice important, qui est formateur.

Propriété 36 (Formule de Wald).
Soit n € N, N une variable aléatoire a valeurs dans [0, n], (Xi)icf1,qp N
v.a.i.i.d. et indépendantes de N, toutes définies sur (2, 22(Q2),P) un es-
pace probabilisé fini.

N
SoitY = Z X, c’est-a-dire que pour tout w dans €,

i=1

N(w)

Y(w) = Z X;(w).

Alors
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k
Or, si k € [0,n], > _ X; est a valeurs dans A, donc

i=1

:im(x,). >y (ZX ) =E<[Xk;>@>

YeEA

Remarque 5.14.
Attention! On ne peut pas écrire

En effet, ce qui est a gauche est un réel, ce qui est a droite est une variable aléatoire
(a cause du N).

I
'M*‘

E(X;) parlinéarité

» Démonstration. i=1
Soit A = Y(Q) ('ensemble des valeurs prises par Y). Alors =kE(Xy) car(Xi,..., Xn) sont iid
V)= yP(Y =) Donc
a E(Y) =Y P(N=k)kE(X;)
—ZYZ]P’(Y y.N=k) k=0
yeA k=0

= E(Xl)zn:kIP’(N = k)
k=0

(car ({N = k})o<k<n €St Un systéeme complet d’événements)

3 Z]P’(ZX N—k) = ECQ) E(N).
- yeAy k=0 \i T d’ou le résultat! QED «
= ZyZ]P’ (ZX ) P(N = k) parindépendance.

yeA k=0
= ZZy]P’ (ZX ) = k)

k=0 y€A
—Z]P’(N— K yP (ZX _y>

YEA
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