2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Probabilités

FINS

TD20
PROBABILITES

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soit (2, Z(Q2), P) un espace probabilisé fini.
1. Démontrer que pour tout xdans R, e™ > 1 — x.

2. Soient (A, ..., An) n événements indépendants de 2. Démontrer que

n n
P (U A,) >1—- exp < ZP(A,)) .

i=1 i=1
Exercice 2. Soient U et V deux variables aléatoires iid de loi uniforme sur [1, n]. On note m =
min(U, V) et M = max(U, V).
1. Les variables aléatoires m et M sont-elles indépendantes ?
2. Déterminer la loi de m, et en déduire son espérance.
3. Calculer I'espérance de M sans calculer sa loi.

4. Déterminer la loi de (m, M).

n
Exercice 3. Soit ndans N et X une v.a. & valeurs dans [0, n]. Démontrer que E(X) = Y P(X >

k=1
k).

Exercice 4. Soit (2, P) un espace probabilisé fini et X de loi uniforme sur P([1, n]).

1. Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Card(X).

2. Lespérance et la variance de » _ 1.
eX

Exercice 5. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli

de parameétre p €]0, 1].

N. Laillet - W. Ngambou 1 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Probabilités

1. On pose pour tout k entier Y = X + Xi41. Donner la loi de Yy, son espérance et sa variance.
Donner la covariance de Y; et Y; pour / # J.

1o ; ,
2. Onpose T, = - Z Yk. Calculer I'espérance et la variance de T,,.
k=1
Exercice 6. Soit (2, 22(2),P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q, € > 0.

Démontrer que pour tout t > 0,
P(X > ) < e *E(e™)

Exercice 7 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soient X une variable aléatoire réelle positive ou nulle
pour laquelle E(X?) > 0 etn < [0, 1].

1. Montrer que E (X]l{x>,,E(X)})2 < E(X?)P(X = nE(X)).
E(X)?
E(X2)"

2. En déduire l'inégalité de Paley-Zygmund : P(X > nE(X)) = (1 —n)?

Présentation des exercices. Deux types d’exercices :

« ceux de « probabilités élémentaires » sont & faire rapidement, ce n’est pas le coeur du chapitre.
Pour une premiére séance d’exercice, faire les exercices[g] et[13](le reste est pour vous,
si vous voulez davantage pratiquer).

 ceux de vraies probabilités. La il faut pouvoir déterminer des lois, utliser le théoréme de trans-

fert : faites les exercices[27] et[16] par exemples. Il faut aussi pouvoir utiliser des inégalités : les

exercices et[36]sont 1a pour ¢a!

2 Probabilité sur un ensemble fini, variables aléatoires
2.1 Exercices faisant intervenir un peu de modélisation — retour en termi-
nale

Exercice 8. @ 0O Une urne contient n boules noires et b blanches. On tire toutes les boules sans

remise. Calculer la probabilité des événements suivants
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1. « La premiére boule tirée est noire, la deuxiéme est blanche. »

2. « On n’a jamais tiré deux fois de suite la méme couleur. »

Exercice 9. @ OO On tire trois cartes dans un jeu de 32 cartes, avec 4 couleurs (cceur, carreau,
pique, trefle). Calculer la probabilité d’obtenir trois cartes qui sont soit toutes les trois de la méme
couleur, soit de trois couleurs différentes, sous I'’hypothése

1. d’un tirage sans remise.

2. d’un tirage avec remise.

Exercice 10. @ ©O On dispose de composants électroniques £ de méme type pour lesquels la
probabilité de tomber en panne est p (indépendamment les uns des autres). On peut mettre des
circuits A et B en paralléle ou en série, ce que I'on note A||B et A— B. Si A est un circuit, on note
P(A) la probabilité pour qu’il tombe en panne.

1. Calculer P(A||B) et P(A — B) en fonction de P(A) et P(B).

2. Quel est le circuit le plus fiable : (A — B)||(C — D) ou (A||B) — (C||D)?

Exercice 11. @ @0 LAssemblée nationale est constituée d’une proportion de p députés conser-
vateurs, qui ne changent jamais d’avis sur quoi que ce soit, et d’'une proportion de 1 — p députés
progressistes qui changent d’avis complétement au hasard, avec probabilité r, entre deux votes
successifs. Au cours d’'une séance, il a été note qu’'un député, choisi au hasard, a voté deux fois

de suite de la méme fagon.

1. Quelle est la probabilité pour que ce député soit conservateur ?

2. Quelle est la probabilité qu'il vote de la méme maniere la prochaine fois ?

Exercice 12. @ ©O Une puce se déplace sur les trois sommets A, B C d’un triangle en partant de
A. A chaque instant elle fait un saut : si elle est en A alors elle va en B, si elle est en B alors elle a
une chance sur deux d’aller en A et une chance sur deux d’aller en C, si elle est en C elle y reste.
1. Montrer qu’on ne peut arriver en C qu’a des instants pairs.

2. Quelle est la probabilité que la puce arrive en C pour a premiéere fois a l'instant 2n?
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2.2 Evénements

Exercice 13. @ @0 Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que deux événements
soient indépendants est : P(AN B)P(AN B) = P(AN B)P(AN B).
Exercice 14 (Inégalité de Kosmanek — Lyon, Cachan MP). @ @O Soient A et B deux événements

1
d’un epf. Montrer que |P(AN B) —P(A)P(B)| < h

2.3 Variables aléatoires

Exercice 15. @ 0O On lance n fois une piéce, puis a nouveau n fois.
1. Quelle est la probabilité p, d’avoir eu le méme nombre de pile ?

2. Déterminer un équivalent de p, quand n tend vers +oc.

Exercice 16. @ ©O Soient X, Y, Z trois variables aléatoires i.i.d., uniformes sur [0, n].
1. Déterminer laloide X +Y.

2. Déterminer P(X +Y = Z).

Exercice 17. @©O Soient p €]0,1[ et Xy, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de mémes lois

définies pour tout k € [1, n] par
]P(Xk: 1):pet P(Xk:—].): 1—p.

k

On pose pour tout k € [1, n] m = [ [ Xi, vk = P(me = 1) et v = P(my = —1).
i=1

1. (i) Montrer que pour tout k dans [1, n — 1],

Uks1 = puk + (1 — p)vi et viyr = (1 — p)uk + pvk

(ii) Déterminer, grace a vy + vk et ux — vk, une expression explicite de uy et v, en fonction de

k pour tout k € [[1, n].
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(iii) Donner un équivalent de ce résultat quand k tend vers +oo : interprétation ?
2. (i) Montrerquesip = > les variables aléatoires 7, . . ., 7, sont deux a deux indépendantes.

(ii) Montrer que, réciproquement, simy, ..., 7, sont deux & deux indépendantes, alors p = 5

Exercice 18. @00
1. Montrer que le produit de deux variables de Bernoulli est une variable de Bernoulli.
2. Montrer que deux variables de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si elles ne sont

pas corrélées.

Exercice 19. @@¢© On choisit une permutation uniformément dans S,. On appelle L la variable
aléatoire correspondant a la longueur du cycle dans lequel 1 se situe. Montrer que L suit la loi

uniforme sur [0, nJ.

Exercice 20 (Urne de Polya). @@®0O Une urne contient initialement une boule blanche et une
boule rouge. A chaque fois qu’on tire une boule, on remet dans I'urne la boule tirée, ainsi qu’un
boule de méme couleur. Quelle est la loi du nombre de boules blanches au k-iéme tirage ? Quelle

est la probabilité que la n-ieme boule tirée soit blanche ?

Exercice 21 (Loi de succession de Laplace). @ @O Considérons m + 1 urnes Uy, .. ., Un et sup-
posons que, pour tout k, Uy contient k boules bleues et m— k boules rouges. Choisissons une des
urnes et effectuons-y n tirages avec remise. Quelle est la probabilité, sachant que les n tirages

ont donné des boules bleues, qu’il en soit de méme du (n + 1)-iéme ?

Exercice 22 (Une matrice a coefficients entiers tirée « au hasard » est inversible). @ @© Soient A,

A B
B, C et D 4 variables aléatoires suivant toutes la loi uniforme sur [—n, n]. On note M =

Cc D
Démontrer que la probabilité que M soit inversible tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.

2.4 Exercices plus folkloriques

Exercice 23. @@ Soit n un entier naturel. On suppose que la décomposition en facteurs pre-

b
miers de nest n = [ | pi’*. On tire au hasard, uniformément, un entier x dans [1, n].
k=1
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1. Soit k € [1, r]. Quelle est la probabilité que py divise x ?
2. Montrer que les événements « py divise x » sont mutuellement indépendants.

,
3. Montrer que la probabilité que n soit premier avec x est égale a H <1 — p).
k
k=1
4. On rappelle que l'indicatrice d’Euler ¢(n) représente le nombre d’entiers inférieurs a n premiers

avec n. Exprimer ¢(n) en fonction de py, .. ., Dr.

Exercice 24. @ @0 Vous devez tirer au sort équitablement entre deux joueurs mais ne disposez

pour ce faire que d’'une piéce biaisée (dont vous ignorez en plus le biais exact). Comment faire ?

Exercice 25. @ @@ Un train contient n places numérotées et n voyageurs possédent un billet. Le
premier voyageur monte dans le train mais il a oublié son billet et se place donc au hasard. Puis
chaque personne s’installe a sa place si elle est libre et choisit une place libre au hasard sinon.

Quelle est la probabilité que la derniére personne se trouve a sa place ?

Exercice 26 (Nombre de dérangements — ce n’est pas un exercice de probabilités, mais de dé-
nombrement, avec una application en probabilités a la fin). @@@ Soit £ un ensemble de cardinal
n. On appelle dérangement de E toute permutation de £ sans point fixe. On note d, le nombre de

dérangements d’'un ensemble a p éléments.

n
n
1. Montrer que n! = dy.
q kZ:O (k) K
2. Démontrer la formule d’inversion de Pascal : soit f une fonction définie sur N, soit g défi-

n
nie pour tout n par g(n) = Z (n> f(k). Montrer que pour tout entier naturel n, f(n) =

k
k=0
n n
> (3 otk
k=0
3. En déduire une formule pour d,.
o N/ . . .
4. Quelle est la limite de la proportion n—': des dérangements de E parmi les permutations de £
quand n tend vers +o0o0 ?
5. N’'ayant pas envie de corriger le prochain DS, M Laillet décide que chaque éléve devra corriger
une copie gqu’il aura tirée au sort. On met alors les noms de tous les éléves dans un chapeau
(virtuel) et chacun tire au sort un nom. Donner une valeur approchée de la probabilité qu'un

éléve tire son nom.
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3 Moments d’une variable aléatoire

3.1 Calculs d’espérance et de variance

1
Exercice 27. @00 Soit X une variable de loi Z(n, p). Calculer E(2X) et E (1+X>

Exercice 28. @ 00O Soit (2, P) espace probabilisé fini et X variable aléatoire réelle discrete véri-

fiantE (X?) =E (X*) =1

1. Démontrer que |E(X)| < 1.

2. Calculer V(X?) et en déduire la loi de X (elle pourra dépendre d’'un paramétre qu’on ne cher-
chera pas a déterminer!).

Exercice 29. o®®
11

——— ne peut s’écrire
X_1 "eP

1. Montrer que dans R[X] le polynéme P(X) = 1+ X + X2+ + X0 =
comme produit de deux polynémes réels de degré 5.

2. On considéere deux dés pipés (lois pas forcément uniformes, éventuellement distinctes pour
les deux dés, mais avec des faces numérotées de 1 a 6), on note X, Y les v.a. exprimant le jet
de I'un et l'autre dé. On veut montrer qu’il est impossible que Z = X + Y ait une loi uniforme

sur [2, 12]. On raisonne par I'absurde que Z suit une loi uniforme sur [2, 12].

(a) Que vaut E(t%) pour tout t dans R ?

(b) En utilisant 'indépendance de X et Y, aboutir a une contradiction.

Exercice 30. Soit n dans N et X une variable aléatoire & valeurs dans [0, n]. Déterminer une

suite (ux)o<k<n, iINdépendante de X, telle que

E(X?) = Zn: uk P(X = k).
k=0
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3.2 Inégalités

Exercice 31. @ 00 Soit X une variable réelle.Montrer que pour tout a € R, V(X) < E((X — a)?).

Exercice 32. @ OO Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R’, .

Démontrer que E l >i
q X )7 EX)

. . 1 .
Exercice 33. @ ©O Soit n un entier naturel non nul, a € ]0, 2}, p € [0,1]. On lance n fois
une piece de monnaie bien équilibrée. Déterminer une condition suffisante sur n pour que la

v . . 1 1 . - , R
probabilité d’avoir une proportion de « pile » dans 5T + a| soit supérieure ou égale a p.

Exercice 34. @@0O Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, avec X de variance stricte-
ment positive. Déterminer la droite d’approximation linéaire de Y, i.e. trouver a et b deux réels
minimisant la quantité E ((Y — (aX + b))z).

Exercice 35. @ @@ Approximation uniforme de la valeur absolue. Soit (2, P) un espace probabi-

lisé et (X,),; une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi #(x) avec x € [0, 1].
n

Onnote S, = X; pour n entier non nul. On considére f : [0, 1] >R, t—|t— 1/2‘ et on pose
i=1

Sn
w1 BN =2 |f(2)] et axr)= mex I8N0 - FC0)
xel0,
1. Justifier que A,(f) existe.
2. Si X est variable aléatoire, comparer E(X)? et E (X?).
3. Vérifier que f est lipschitzienne.
4. Vérifier que B,(f) est une fonction polynomiale.

5. Montrer
1
20, 5..°(55)
6. Qu’a-t-on démontré ?

Exercice 36 (Inégalité de Cantelli). ®@@®© Soit X une variable aléatoire d’espérance m et de

variance V. Soit € > 0.
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1. (Méthode piétonne)

. V+x2
(i) Montrer que vx > 0, P(Xfm>s)<(6i7;)2.
(i) En déduire que P(X — m > ) < —~— et que P(IX — m| > &) < —22—
q m_2zEe€ \V+52 q m| =2 € \V—|—82.

(ili) Comparer avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychef.

2. (Avec Cauchy-Schwarz) Retrouver le résultat précédent en remarquant que E(e + m — X) <

E((e + m— X)1x<m+e), €t en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (e + m — X)L x<me-

Indications.

[l 1. Faire une étude de fonctions.
n

2. Utiliser 'événement contraire de U Ai.
1. Regarder la probabilité que m = ,:L::at M=1.
2. (i) Décomposer selon le bon systéeme d’événements.
(i)
(iii) Utiliser la linéarité de I'espérance.
(iv) Séparerlescasa> b, a=beta< b.
Bl Ecrire que P(X > k) = zn:[P’(X = i), puis intervertir les sommes.
Pour cet exercice, plusielljrks méthodes sont possibles, mais une méthode, utilisant des indicatrices, est vraiment puis-

sante!
1. Distinguerlescasi=j,|i—j|=1et|i—j] > 1.
2. Utiliser la formule de la variance d’une somme de variables aléatoires.
Bl Penserquesit>0,a<be e el?,
[l 1. Utiliser l'inégalité de Cauchy-Shwarz.
2. Ecrire E(X) = E(X1{xsnrx)}) + EXLix<nroy)-
8l Ici, pas utile de nommer proprement des événements, décrire précisément les situations.

)l Faire du dénombrement !

{0l Penser qu’un circuit en paralléle tombe en panne si les deux composants tombent en panne, alors qu’en série il suffit

d’'un seul.

[l Décomposer I'événement sur le systéme complet « le député est progressite » U « le député est conservateur »

g B

[2l Utiliser la formule des probabilités composées.

Ecrire P(A)P(B) = (P(AN B) + P(AN B))(P(AN B) + P(AN B)).

P4
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Poser p = P(A N B) et déterminer en fonction de p le maximum de P(AN B) — P(A) P(B).
Poser X la variable aléatoire correspondant au nombre de pile du premier lancer, Y celle du second, et écrire propre-
ment, a I'aide de X et Y, les probabilités désirées.
La premiére question a essentiellement été faite en cours : voir si vous savez la refaire! Pour la deuxieme, utiliser le
systéme complet d’événements ({Z = k})o<k<n-
1. (i) Utiliser les probabilités totales.
(if) Considérer uy + v, et ux — vy.
(iii) Donner un équivalent de ce résultat quand k tend vers +occ : interprétation ?
2.
Utiliser qu’une variable de Bernoulli est caractérisée par le fait qu’elle est a valeurs dans {0, 1}, et que sa loi est
caractérisée par son espérance.
Dénombrer le nombre de cycles de longueur k contenant 1.
On peut envisager deux approches :
— Une approche avec simplement des événements, en montrant que, si A, est I'événement « le n-ieme tirage améne

b
une boule blanche », P(A,) = .
(An) b+r

— Une approche avec des variables aléatoires : nommons Ny le nombre de boules blanches au k-iéme tirage et X, la

variable aléatoire valant 1 si la k-iéme boule tirée est blanche. Montrer que Nj suit la loi uniforme sur [1, kJ.

C’est davantage un exercice de dénombrement que de probabilités. Et, attention, on ne veut pas que vous calculiez

exactement cette probabilité. Essayez plutét de démontrer que I'événement contraire tend vers 0, en montrant que

. . - - AD
I’événement contraire est inclus dans la réunion des événements {B = 0} et {B #0etC = F}

Utiliser le théoréme de Gauss pour la deuxiéme question.

Essayer de trouver deux événements qui ont méme probabilité.

Imaginer que lorsqu’un passager voit la place prise par la personne sans billet, elle fasse se lever cette personne sans
billet.

1. Trier les permutations de E selon leur nombre de points fixes.

2. Ecrire la formule de droite comme une somme double, qu’on intervertira, et reconnaitre un binéme de Newton.
3.

4. Penser que e* = lim —.

5. Se ramener a un tirage de permutation.

Utiliser la formule de transfert.

1. Utiliser la définition de V(X).

2. Démontrer que V(X?) = 0 : que peut-on dire d’une variable aléatoire de variance nulle ?
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29 1. Utiliser le TVI, et déterminer précisément les racines de 1 4+ X + - - - + X1,

2. (a) Utiliser le théoréme de transfert.

(b) Démontrer que cela revient a factoriser sur R le polynéme de la premiére question.

S'inspirer de I'exercice [3]et utiliser le théoréme de transfert.
[311 Développer le membre de droite.
Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
[33] Utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.
[34l On pourra utiliser I'expression de E ((Y —(aX + b))2) en fonction de la variance et d’'une autre espérance.

1. (i) Ajouter x des deux cotés et utiliser les mémes idées que dans la preuve de I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff

a partir de l'inégalité de Markov.
V + x2
(i) Pour la seconde inégalité, distinguer en fonction de si €2 < V ou linverse.

(ii) Etudier la fonction ¢ : x —

[DEBUTR]
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