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Le sujet comporte 6 pages avec la page de garde. Il comprend deux exercices et un
probléme. Les deux exercices sont indépendants du probléme.

Il est vivement conseillé de parcourir des yeux I'ensemble du sujet avant d’entamer son
traitement. Cela aide a entrer dedans tout en faisant baisser I'adrénaline, et a cerner la
situation globale pour préméditer 'enchainement des taches attendues.

Consignes aux aspirants aux grandes écoles :

. Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.

Aucune couleur n’est autorisée a I'exception du bleu et du noir.

Il est demandé de numéroter les écrits page par page en bas a droite.

. Il est demandé d’indiquer les numéros ou étiquettes des questions dans la marge gauche.

Il est demandé de mettre en relief les arguments capitaux et les résultats.
Toute réponse non mise en évidence sera ignorée.

Il est demandé d’indiquer toutes les questions dans leur ordre par leurs étiquettes, méme les questions dont

les traitements sont mis en suspens. On indiquera aussi les exercices et problémes dans 'ordre de I'énoncé.

Il est permis d’admettre le résultat d’'une question en écrivant "Résultat admis." sur la copie, puis de s’en servir

par la suite. On indiquera entre parentheses la page ou la question est traitée, le cas échéant.

Que le candidat qui trouve ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé l'indique sur sa copie.

Une réponse fausse sans calculs intermédiaires est nulle.

Une chose nommée non définie par celui qui la nomme annule tout raisonnement se rapportant a cette chose.

Les abréviations non définies ou grossieres sont interdites.



Exercice 1 (Sous-espaces de coordonnées).

Soit un entier naturel n non nul; un K-espace vectoriel £ de dimension n muni d’'une
base % = (ey,..., en). On appelle sous-espaces de coordonnées de E, relativement a la
base %, les sous-espaces engendrés par les familles ()¢ pour | parcourant 'ensemble

Z([1, n]) des parties de [1, n]. On note V I'ensemble de ces sous-espaces.

1. Figurer tous les sous-espaces de coordonnées de R? relativement & la base canonique.
2. Montrer que I'application suivante est bijective : & : 1 € 2([1, n]) = V, | — Vect(e)jel.
3. En déduire que les sous-espaces de coordonnées relativement a la base % sont en

nombre fini et préciser leur nombre.

Exercice 2 (/Inversion d’une matrice a parametres).
Soit trois complexes distincts a, b, c. Déterminer si I'application linéaire f € .2(C3) ca-

noniquement associé a la matrice M ci-apres est inversible, et 'inverser le cas échéant :

1 1 1
M=1|a b ¢| . OnidentifieraC®a.#51(C).
a> b* c?

Probleme I. Racines carrées de P — \P + P

Pour tout espace vectoriel réel V, on note .Z (V) I'espace vectoriel des endomorphismes

de V, et pour tout f € .Z(V), on note f< = fo---o f, avec la convention % = idy.
N——

k fois
Soit un entier naturel n. On note £ = R[X] I'espace vectoriel des polyndmes réels et

E, = R,[X] 'espace vectoriel des polynémes réels de degrés inférieurs a n.
On note alors D I'endomorphisme de dérivation dans R[X]; on note D, 'endomorphisme

de dérivation dans R,[X]
E— E E,— E,

D : et D,: )
P+ P P+ P

Soit A € R. Lobjectif du probléme est de déterminer, en fonction de la valeur du para-
metre réel \, s'il existe au moins un endomorphisme g de E (respectivement de E,,) tel que

g° = Aidg + D (respectivement g = Aidg, + D,,).
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Partie I-A. Préliminaires

Soit V un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de V.

1. Démontrer que la suite des noyaux des endomorphismes ¥, k = 0,1,2, ... est une suite

croissante de sous-espaces vectoriels emboités :
Ker (f°) C Ker(f1) C Ker(f?) C ... C Ker(f¥) C Ker(fF*)c ...
On I'appelle suite des noyaux itérés de f.
Soit p € N.
2. Onsuppose que Ker (fP) = Ker (fP1). Démontrer que : Vg > p, Ker (f7) = Ker (f911).

3. En déduire a l'aide d'un raisonnement par récurrence que pour tout entier k > p,

Ker (%) = Ker (fP).
On suppose que I'espace vectoriel VV est de dimension finie égale a n.

4. En déduire que la suite des dimensions des noyaux itérés de f est constante a partir
d’'un rang p < n, puis que la suite des noyaux itérés de f est constante a partir de ce

rang p. En particulier les noyaux Ker (") et Ker (f"™) sont égaux.

5. Démontrer que s'il existe au moins un entier g > 1 tel que £ = 0.4 (v), alors " = 0.

Lendomorphisme f est alors dit nilpotent.
6. Vérifier que D, est nilpotent. Expliciter la suite des noyaux itérés ( Ker (D%))o<e<ns1-

7. Soit P un polyndme de degré n. Démontrer que (P, D(P), D*(P), ..., D"(P)) est une
base de £, = R,[X].

Partie I-B. Premiers résultats

Le but de cette partie est d’établir des propriétés des endomorphismes g recherchés et de
donner un exemple. On note toujours £ = R[X] et £, = R,[X].

I-B-1. Une caractérisation des sous-espaces vectoriels stables par ¢

Soit p € [0, n].

8. Soit g € .Z(E,). On suppose que g*> = Xidg, + D, . Démontrer que g commute avec D,,.
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9. En déduire que E, est stable par g, i.e. pour tout Q dans E,, g(Q) € E,. On pourra
utiliser la question 6.
E, — E,
On note g, : .
P+— g(P)
10. Démontrer la relation : (g,)* = Xidg, + Dp.

On considere g un endomorphisme de I'espace des polyndmes réels £ = R[X]. On sup-

pose que
g% = Nidg + D.
On admet : que g commute avec D ; que pour tout p dans N, E,, est stable par g; et qu’en
notant g, : £, — E,, P — g(P), on a encore (g,)° = Aidg, + Dp.
11. Soit F un sous-espace vectoriel de £, de dimension n + 1, stable par D.
Démontrer qu'il existe au moins un polynbme P de F de degré maximal d; puis que
pour un tel polynéme P la famille (P, D(P), D?(P), .. ., DY(P)) est une famille libre d’élé-
ments de F ; puis que d < n.
En déduire que F est égal a £, = R,[X].
12. En déduire tous les sous-espaces vectoriels G de E (de dimension finie ou non) stables

par D.

13. Démontrer que, pour qu’un sous-espace vectoriel G de E soit stable par g, il est néces-

saire et suffisant qu’il soit stable par D.

I-B-2. Une application :le cas X <0

14. Démontrer que s'il existe au moins un élément g € Z(E,) tel que g> = \idg, + Do, alors
A 20

15. On suppose que X\ < 0. Déduire des résultats précédents les deux propriétés :
(a) Il nexiste pas d’endomorphisme g de E vérifiant g> = Xidg + D.

(b) Il n’existe pas d’endomorphisme g de £, vérifiant g° = \idg, + D,,.

I-B-3. Un exemple pour n =2

16. Soit h € Z(E»). Démontrer que h commute avec D, si et seulement s’il existe au moins

un élément (a, b, c) € R® tels que h = aidg, + bD, + ¢ (D,)?. On pourra utiliser la
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question 7.

17. Démontrer que (idg,, Dy, (D2)?) est une famille libre de .#(E,). En déduire que si A > 0,

alors il existe exactement deux endomorphismes g € .Z(E>,) tels que g° = Aidg, + Ds.

Partiel-C. Cas A =0

Lobjet de cette partie est d’étudier le cas ou le réel X est nul, et d’étendre le résultat a une

situation plus générale. Dans cette partie I'entier n est supposé supérieura 1 :n > 1.

I-C-1. Etude de I'existence d’un endomorphisme g tel que ¢°> = D,
18. Montrer que, s'il existe au moins un élément g € Z(E,) tel que g°> = D,, alors g est
nilpotent et dim (Ker (¢%)) > 2.

19. En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de E, tel que g°> = D, puis qu'il

n’existe pas d’endomorphisme g de £ = R[X] tel que ¢g° = D.

I-C-2. Etude de I'existence d’un endomorphisme g tel que g = D"

Soit m € N* et k € N*. Soit g € .Z(E). On suppose que g~ = D™.

20. Démontrer que D et g sont surjectifs.

21. Démontrer que pour tout g € [0, k], Ker (g9) est de dimension finie.
Soit p € [1, K].

22. Soit ¢ : Ker (¢gP) — E l'application définie par : VP € Ker (g”), ®(P) = g(P).
Démontrer que ® est une application linéaire & valeurs dans Ker (g°~'). Quel est son
noyau ? Démontrer que Im (®) = Ker (gP1).

23. Déterminer une relation entre dim (Ker (gP)) et dim (Ker (g°™1)).

En déduire une expression de dim ( Ker (g”)) en fonction de dim ( Ker (g)).

24. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les entiers k et m pour qu’il existe
au moins un endomorphisme g de I'espace vectoriel £ tel que g = D™. Retrouver le

résultat de la question 19.

Partie I-D. Existence danslecas \ >0

On suppose que A > 0.
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25. Démontrer qu'il existe une unique suite (ax)«en Vérifiant :
vmeN, vV1+x = a+ ax+ -+ apx™ + o(x™).
X—r
Préciser en particulier les valeurs de ag, a1, a», et démontrer que pour tout k dans [1, oo,
(1K1 /2k—1
g = ——————7— .
(2k —1)22k-1\ K
m 1sim<1

26. Démontrer que pour tout m dans N, >~ axapm— =
k=0 0 sinon.

On note h, = agidg, + a1D, + a,D2 + - + a,D?.
27. Démontrer que h? = idg, + D,,.

28. En déduire un élément g, dans Z(E,) tel que g> = Aidg, + D, puis un élément g de £

tel que g° = \idg + D.

DEBUT <.
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