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2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Des déterminants

Partons de deux exemples : l'aire algébrique en dimension 2, et le produit vectoriel en dimension
3.

On en vient a naturellement vouloir définir quelque chose

1. qui s’apparente a un volume, donc n-linéaire, et qui vaut 0 si 'une des dimensions est « plate »

2. qui dépend d’une orientation, ou plutot d’'un choix d’ordre de vecteurs.

C’est le but de la notion de déterminant que I'on va définir dans la premiére partie.
Dans tout ce chapitre, E et F désignent deux K-espaces vectoriels (pour le moment pas forcément

de dimension finie), n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

1 Définition

1.1 Construction du déterminant

Définition 1.

1. Une application f : EP — F est dite p-linéaire si pour tout k de [1, p], pour tout p — 1-uplet

(x, ..., Xk—1, Xkt1r - - - x,) de E, 'application
y flxa, .. Xk—1, Y Xkt Lo - - - Xp)
est linéaire.

2. Si p =2, ondit que f est bilinéaire, si p = 3, on dit que f est trilinéaire.

3. Une forme p-linéaire est une application p-linéaire de £ dans K.

Exemple 1.1.

1. Dans R? ou dans R?, le produit scalaire est une forme bilinéaire.

2. Dans R?, le produit vectoriel est une application bilinéaire.
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3. Si (2, 2(Q2),P) est un epf, si E est 'ensemble des v.a.r. sur 2, E est un K-ev, et la covariance est une

forme bilinéaire sur E.

Définition 2.
Soit f : E — F une application p-linéaire.

(i) f est dite symétrique si pour tous (xi, ..., X)) € E", (i,j) € [1,n]? i #j

Exemple 1.2.
1. Le produit scalaire et la covariance sont symétriques.

2. En revanche, le produit vectoriel est antisymétrique et alterné!

Propriété 1.

Soit f : EP — F une application p-linéaire. Alors f est antisymétrique ssi f est alternée.

» Démonstration.

On suppose f antisymétrique. Soit (xg, . . ., Xp) € EP, [ # jtels que x; = x;. Alors

f(xe, ..., Xi, .., Xj, ooy Xp) =—F(x1,..., Xjy oo Xiy oo Xp) par antisymétrie.

Il

|
-
~~
2

..... Xiy ooy Xy, Xp) CAF X; = X
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Donc f(x1,...,Xi,.... X, ....xp) =0, donc f est alternée.
On suppose que f est alternée. Soient (xi, ..., x,) dans E”, / # j. Alors, comme f est alternée,
(X, ooy Xi+X ..., Xi+X% ,...,%)=0.
——" N——
i-eme position Jj-éme position
Mais
fxa, oo Xitx oo XtX %)
——" N——
i-eme position Jj-éme position
=f(xy, ..., Xi e Xt X Xp) (O, X e XiEXp o Xp),
i-eme position J-éme position i-eme position j-éme position

par linéarité par rapport a la i-eme variable. Puis, de méme, par linéarité par rapport a la j-ieme

variable,
fX,ooon XX ooy Xi+X o0, Xp)
N—— N——
i-eme position j-eme position
=X, Xiy e X Xp) R (X, X X, Xp)
F0a, X Xy X)) (X X X Xp)
=f(X1, o Xiy e X Xp) (X, X X, Xp)

par le caractere alterné de f (on a supprimé le premier et le quatrieme terme). Donc

FX e Xiy oo X Xp) H (X, X X Xp) =0,

FX1 e Xiy o Xy Xp) = —F (X1, o X Xi e Xp),

d’ou le caractere antisymétrique !
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QED<«

Remarque 1.3.
La symétrie ou I'antisymétrie exprime I'effet des transpositions sur une forme n-linéaire. Comme toute per-

mutation est produit de transpositions, on en déduit la formule générale suivante :

Propriété 2.

Soit f une forme n-linéaire sur E.

1. Si f est symétrique alors pour tous (x, .. ., xp,) € E", pour toute permutation o de S,

2. Si f est antisymétrique alors pour tous (xi, . . ., xp) € E", pour toute permutation o de S,,,

» Démonstration.

Rappel. S, est 'ensemble des permutations (i.e. des bijections) de [1, p]]. Pour tout o de S, o se
décompose

« de maniére unique en produit de cycles a supports disjoints,

« en produit de transpositions, pas de maniére unique, mais avec une parité unique.
La signature ¢ :

- est 'unique application de S, dans {—1, 1} telle que pour toute transposition 7, o(7) = —1, et
pour toutes o et o', (0 0 0’) = g(0)e(0’)

. vérifie : Vo € S,, e(0) = (—1)* ol k est le nombre de transpositions entrant en jeu dans la
décomposition de ¢ en produit de transpositions.

« vérifie : e(p) = (—1)"* si p est un r-cycle.

Ceci étant bien en téte, la preuve se fait simplement!
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1. si f est symétrique, alors sioc € S,, on écrit 0 = 101007, 00 T9,..., T, sont des

transpositions Soit (x, . . ., Xp) € EP.

Ainsi,

puis

FOr ) X)) = Fn ) X ()

=f(x,..., Xp)
et, en poursuivant par récurrence,
FOa) - Xe(p) = F(Xmonon (1), Xrowom(p))
=f(x,..., Xp)
d’'ou le résultat!
2. si f est antisymétrique, alors sio € S, on écritoc = T 07 0---0T,, OU Ty, ..., T, sont des

transpositions Soit (xi, . . ., xp) € EP.

f(X'r,(l) ..... XTr(P)) = —f(Xl ..... Xp),
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puis

FOa sy X o)) = — O ) X (o)

d’ou le résultat!

QED«

Théroéme 3.
Soit £ un evdf n. Lensemble des formes n-linéaires alternées sur £ est un K-espace vectoriel

de dimension 1.

» Démonstration.
On admet la structure de K-espace vectoriel !
Soit Z = (e, ..., en) une base de E. Soit f une forme n-linéaire alternée. Soit (Xq, ..., Xp) un

n
n-uplet de vecteurs de E. Ecrivons, pour tout j dans [1, n], X, = Z ajje;. ALors
=1

i=1 =1 i=1
n n n

=f E ail,lei1,§ ap €, ..., E aj,n€i, | »
=1 =1 =1

la deuxieme égalité étant utile car nous allons ensuite utiliser la multilinéarité, et allons avoir
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besoin d’'un indice pour chaque variable. Par n-linéarité,

n n n
f(Xl ..... Xn) :ZZ~-~Zf(a,-lvle,-l,a,é,ge,-z ..... a,-n,ne,-n)

ih=1h=1 in=1

:ZZ"‘ZHBW'f(e,i,e,Z ----- €i,)

i=1h=1  iy=1j=1

Maintenant, pour quels (i, . . ., in) f (€, €., e;,) est-elle non nulle ? Par son caractére alterné,
il faut nécessairement que tous les (j;) soient deux a deux distincts. Autrement dit on doit avoir

(i,..., in) = (c(1),..., o(n)) ol o est une bijection de [1, n], i.e. une permutation de [1, n]. D’ou

0€S, j=1

n
= | > e@ ][ | e e,) par caractére antisymétrique de f

€S, Jj=1

DOnc, si I'on pose

6(X1,..., Xn) =Y e0) [ a0y
j=1

oeS,

alors ¢ est une forme n-linéaire alternée : vérifions-le !

« pour la n-linéarité, on ne montre que la linéarité par rapport a la premiére variable.

i.e. f € Vect(9). QED<«

On définit de cette maniére le déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base :

Définition 3.

Soit £ un ev de dimension n, & = (ey, .. ., en) une base de E. Le déterminant dans la base #

N. Laillet - W. Ngambou 7 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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est 'unique forme n-linéaire alternée quivaut 1 en ey, ..., e, et est notée dety. Autrement dit

V(X1 ..., X,) € E", detg(Xq, ..., Xn) =Y e0) [ a0y

oES) j=1

si (aij)1<ij<n SONt les coordonnées de (X, ..., X,) dans (e, ..., €n)-

Corollaire 4 (Corollaire important de la propriété fondamentale).
Soit £ un ev de dimension n, & = (ey, .. ., en) une base de E, f une forme n-linéaire alternée.
Alors
f =f(e, ..., e,) X detg .
\ , ( 1 n) B
application scalaire application

1.2 Déterminant et bases

Dans tout la suite, n € N*

Propriété 5.
Soit £ un evdf n, Z et %' deux bases de E, £ = (Xy, ..., Xp) une famille de n vecteurs de E.

(i) detgg(Xl ..... Xr,) = det@(ﬁl)det@/(Xl ..... Xn)

- 1
N detp(€)

(ii) £ est une base de E si et seulement si detg(€) # 0. Dans ce cas, dete(B)

» Démonstration.
(")
1. Posons f = dety (I'application « déterminant dans la base B’) » . Alors f est une forme n-

linéaire alternée sur £ donc, si B = (ey,..., en), on sait, par le corollaire de la proposition
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fondamentale, que

ce qui signifie que

detp :detg/(B)x detp
N—— N—— SN~

application scalaire application

soit, en évaluant en (X1, ..., Xn),

detg (Xy, ..., X,) = detp (B) x detg(X, ..., Xn).

Si £ est une base de E, par le premier point,
detg(&)dete(B) = detp(B) =1,

par définition du déterminant comme l'unique forme n-linéaire alternée qui vaut 1 en B. Donc
_ 1

N detg(€)’

Par contraposée, on suppose que £ n’est pas une base de E, donc E n’est pas libre (car

detg(€) # 0 et dete(B)

Card(€) = dim(E)), donc on dispose de j € [1, n] tel que X; est combinaison linéaire de

(X1,..., Xi—1, Xjg1, .. X,). Sans perte de généralité, on suppose j = 1. Ecrivons alors

n
X1 = ZA,X,. Alors
i=2

n
= Adetg(X;, Xz, ..., Xn).
i=2

Mais, comme detg est alternée, pour tout / dans [2, n], detg(X;, Xa, ..., X,) = 0, donc
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detg(€) = 0, d’ou la contraposée !

QED«

Définition 4 : et prop.

Soit £ un evdf. On définit sur les bases de E la relation suivante

B~ B < dety(B) > 0.

Cette relation est une relation d’équivalence, et caractérise I'orientation des bases de E.
Une base de E étant fixée, on définit alors comme directe I'orientation de toute base #’ telle

que & ~ %', indirecte sinon.

Exo 1.1

Montrer que I'on définit bien une relation d’équivalence.

Remarque 1.4.

1. Nous n’utiliserons pas cette notion dans ce chapitre, mais dans celui des espaces euclidiens !

2. Géométriquement, le déterminant de n vecteurs correspond a un volume orienté/algébrique délimité
par ces n vecteurs.

3. Dans R?, si B, est la base canonique,
dets, (7, V) = ||d]| |IV]| sin(d, V),

ce qui correspond a l'aire du parallélogramme délimité par 7 et V.

1.3 Déterminant d’'un endomorphisme

Le second déterminant relativement facile a établir est le déterminant d’'un endomorphisme.
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Propriété 6 (et def).
Soit u e Z(E), = (e1,..., e,) une base de E, (xq, ..., X,) € E".

(i) detg(u(x),..., u(x,)) = detg(u(er), ..., u(ey))detg(x, ..., Xp)-

(ii) La quantité detg(u(er), ..., u(e,)) ne dépend pas de la base B choisie.
Def : on appelle alors déterminant de u et on note det(v) la quantité detg(u(er), .. ., u(en))-
» Démonstration.

(i) Définissons

E" - K

Alors f est n-linéaire alternée :

« n-linéarité : soit i € [1, n], (x1, ..., Xie1, Xig1r o xp) € E" (y,y") € E?, X € K. Alors

=detg(u(x1), ..., u(xi—1), uy +y'), u(xi1), ... u(xn))

..... u(x,)) par linéarité de u

d’ou la n-linéarité.

 caractére alterné :

par caractére alterné de detg.

N. Laillet - W. Ngambou 11 /145 walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Donc f est une forme n-linéaire alternée, donc

Donc pour tout (xg, . . ., Xp) € E”,
f(x1,..., x,) =f(eL, ..., en) X detg(xy, ..., Xn)
i.e.
detp(u(xy), ..., u(xp)) = detg(u(er), ..., u(ep)) x detg(xy, ..., Xn)
(i) SiB = (¢, ..., el) est une autre base de E,
detg (u(ey, ..., el)) = detg (B)detg(u(e)), . . ., u(e))) par la formule de changement de base.
= detg (B)detg(u(er), . .., u(e,))detg(B’) par la formule précédente
= detg(u(e1), ..., u(e,)) dets (B)dets(B')
~—_———

=1

= detg(u(er), ..., u(en)),

d’'ou l'indépendance en le choix de la base!
QED<«

Propriété 7.

Soient u et v dans Z(E), E evdf. Alors

(i) pour toute base B de E et (xq, ..., Xn) € ET,

detg(u(xy), ..., u(x,)) = det(u) x detg(xq, ..., Xn).

(ii) det(Idg) = 1.
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(iii) si A € K, det(Au) = \"det(uv).

(iv) det(uov) = det(u)det(v).
1
det(u)’

(v) u estinversible ssi det(u) # 0 et alors det(u™!) =

» Démonstration.
1. C’est juste la définition du déterminant d’'un endomorphisme (cf. propriété précédente!)

2. On remarque simplement que si B = (e, ..., en) est une base de E,

det(Idg) = detg(Ide(er), . . ., Ide(e,)) = detg(B) = 1.

3.siB=(e,..., en) est une base de E,

det(Au) = detg(Au(er), ..., Au(en))
= XNdetg(u(er), ..., u(ep)) par n-linéarité du déterminant!

= Xdet(uv).

4. Soit B une base de E. Alors

det(uov) =detg(uov(e),..., uov(en))
= detg(u(v(er)), ..., u(v(en)))
= det(u) x detg(v(er), ..., v(en))

= det(u)det(v),

d’ou la formule désirée !
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5. Déja,siB= (e, ..., en) est une base de E, on a les équivalences

u€eGL(E)S (u(er), ..., u(ey)) est une base de £
< detg(u(er), ..., u(ey)) #£0

< det(u) # 0.

Dans ce cas,

det(u)det(u™1)) = det(uo u™?t) = det(Idg) = 1,

donc det(u™!) = detl(u)'

QED«

Allez, un dernier effort théorique, pour donner la définition du déterminant d’'une matrice !

1.4 Déterminant d’une matrice

Définition 5.
Le déterminant d’'une matrice A = (aj;)1<ij<n de #,(K) est la quantité définie par 'une de

ces trois formules (équivalentes) suivantes :

(i) Si B est la base canonique de .#,, 1(K), si (Cy, ..., C,) sont les colonnes de A, det(A) =

(ii) 1l s’agit du déterminant de 'endomorphisme canoniquement associé a A.

(iii) (formule de Leibniz) Il s’agit de la quantité det(A) = Z e(o) H Ao (j).j-

0€S, j=1

N. Laillet - W. Ngambou 14 /145 walter.ngambou@ac-versailles.fr
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On note cette quantité
dilr -+ din
det(A) =

dnp1  *°°  dnn

» Démonstration.

* (1)< (2)|Sionnote B=(E4,..., E,) ou E; est le vecteur-colonne avec des 0 partout et un 1
a la i-eme ligne. Alors si u est 'endomorphisme canoniquement associé a A, u(E;) = AE; = C,
donc

det(u) = detg(Cy, . . ., Cp).

n

* | (1) & (3) | Cela se démontre simplement en remarquant que si j € [1, n], C; = Z ajjE;j.

i=1

QED«

Remarque 1.5.

Il est important de garder en téte I'expression suivante

« le déterminant d’'une matrice est une expression polyndmiale en ses coefficients. »

1.4.1 Propriétés liées aux endomorphismes

Certaines propriétés sur les déterminants d’endomorphismes pour démontrer les propriétés sur

les déterminants de matrices.

Propriété 8.
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Soit v € Z(E), B une base de E. Alors
det(u) = det(Matg(u)).

» Démonstration.

Sionnote B= (e, ..., en), et Matg(u) = (aij)1<ij<n, alors pour tout j dans [1, n],

n
u(e) =) ajer,
i=1

donc

det(u) = detg(u(ey), ..., u(ep)) = Z e(o) ﬁ aq(j); = det(Matg(u)).

oES, Jj=1

QED«

Propriété 9.

Soient A et B dans .#,(K).

—h

. det(AB) = det(A)det(B).
2. det(I,) = 1.

3. si X € K, det(AA) = \"det(A).

1
4. A c GL,(K) si et seulement si det(A) # 0. On a alors det(A™!) = det(A)’

5. si A et B sont semblables, det(A) = det(B).

» Démonstration.

Soient v et v les endomorphismes canoniquement associés a A et B.

1. Alors AB est la matrice de v o v dans la base canonique de .#,, 1 (K), et donc

det(AB) = det(u o v) = det(u)det(v) = det(A)det(B)

N. Laillet - W. Ngambou 16 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Des déterminants

2. det(I,) = det(Id) =1
3. det(AA) = det(Au) = N'det(u) = \"det(A)

4. On ales équivalences

A€ GL,(K) & ueGL(A, 1 (K))
< det(u) #0

< det(A) # 0,

Lt
det(u)  det(A)’
5. Si P € GL,(K) esttel que A= PBP™!, alors

et alors det(A™!) = det(u?) =

det(A) = det(PBP1) = det(P)det(B)det(P~!) = det(B).

QED«

Remarque 1.6.
Attention, la derniére proposition n’est pas une équivalence ! En effet, toutes les matrices inversibles sont de

déterminant nul, mais elles ne sont pas toutes semblables !

1.4.2 Déterminant par blocs et déterminant de matrices triangulaires

On commence par avoir certains calculs concrets | Tous les calculs de cette section seront basés

n
sur la formule théorique det(A) = > _ &(0) [ [ a0().-
og€eS, Jj=1
Exemple 1.7.

Calculons les déterminants théoriques 2 x 2 et 3 x 3.

N. Laillet - W. Ngambou 17 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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1. Sin=2,8,={ld, 7} ouT=(12).

2
a1 dip2
= e0) [[aw.
Jj=1

a1 daz2 gES

e(Id)aia12 +e(T)az1a12

= ai1,1d22 — d2,13d1,2.
2. Sin=3, alors
S =A{1d, p, p2. Ti2, T23, T13},

olp=(123),0" =(132)etr; = (ij). (Id, p, p°) sont de signature 1 et les transpositions sont de

signature —1. Ainsi,

a1 di2  ais
a1 axp ax3| = d1,1322333 + 32,133231,3 1+ 33,191,2823
—_——— ——— ———

Id P 02
as1 d32 dass

— d2,1d1,2d3,3 — d1,1d3,2d2,3 — d3,1d2,2d1,3
—— —_—— N——

T12 23 T13

Propriété 10.

Soient (a, b, ¢, d) quatre éléments de K.

Remarque 1.8.

Il existe une « régle » pour les déterminants 3 x 3, dite « régle de Sarrus » : elle n’est vraiment pas utile, car
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elle fait faire de nombreux calculs, et augmente les chances d’erreurs : il suffit d’écrire

a1 a1z a3
de1 a2 dz3
az1 da32 ass
di1 di2 413

d21  d22 423

et de tracer les tois diagonales descendantes, de mettre un signe + devant chaque produit de trois termes,

puis d’écrire les 3 diagonales montantes et de mettre un signe - devant chaque produit de trois termes.

Propriété 11.

B M
Soit A dans .#,(K), telle que A = ,ouB e #(K),Me #,.,K)etC e

Opn—rr C
My (K). Alors det(A) = det(B)det(C).

» Démonstration.
La preuve est un peu technique mais intéressante. Posons A = (ajj)i<ij<n B = (bij)i<ij<r €t

C = (Cij)lgi,jgnfr- Alors
* pour tous i et dans [1, r]}, bjj = ajj.
« pourtous i et jdans [1,n —r], ¢ij = artir+j-

Par la formule de Leibniz pour le déterminant,

det(A) = > 6(0)Haao)J~

ceS)

n
Maintenant, si ¢ € ., Hag(j),j = 0 deés lors que j € [1.r] et o(j) € [r+ 1,n]. Donc les
=1
! n
seules permutations qui donnent un produit H aq(jy,; eventuellement non nul sont les o telles que
j=1
o([1,r]) C [1, r], donc, comme o est une bijection, les o telles que o([1, r]) = [1, r], donc les o
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de la forme

o=pow,

ou p € .7, et w est une permutation de [r + 1, n]. Donc

Z e(pow)Hapow(j)J

pESr J=1
we L ([r+1,n])

r n
= Z 8(D)E(W)Hapow(j),j H pow(j) j-
j=1

pPES Jj=r+1
we S ([r+1.n])

det(A)

Or,

r r r
H Fpow(j).j = H do(j).j = H bo(j).ji
j=1 j=1 j=1

car j n’appartient pas au support de w. De méme,

n n n—r
H dpow(j)j = H () = H Cwljtr)=rj-
Jj=1

j=r+1 j=r+1

Or,siwe L([r+1,n]),j— w(+r)—restdans .,_,. DOnc

det(A) = Z e(p) H bojyj | | €(w) H Cw()j).j

peyf
WE S p—r
r n—r
= D e ] bowy > e ] o
pES, Jj=1 WES s Jj=1
= det(B)det(D)
D’ou le résultat désiré. QED«

On a deux corollaires immédiats :
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Propriété 12.
By ()
1. SiA= , alors

(0) By

det(A) = ﬁ det(B;)

2. En particulier, si A est triangulaire, A = (a;j)1<i j<n, alors

det(A) = H aji
=1

Remarque 1.9.

1. On retrouve le résultat déja vu précédemment : une matrice triangulaire est inversible si et seulement si
ses diagonaux son tous non nuls.
Ensuite, pour passer des matrices triangulaires supérieures aux matrices triangulaires inférieures, il nous

faut la proposition suivante (intéressante).

2. ATTENTION! La formule du déterminant par blocs n’est pas généralisable a une décomposition sans

matrice nulle :

g # det(A)det(D) — det(B)det(C).
c D

Propriété 13.
Soit A dans .#,(K), alors det(AT) = det(A).

» Démonstration.
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(*) Notons A = (a,"j)lg,'ngn et AT = (ai,j)lgi,jgn- Alors

det(AT) = ) (o) f[aa(j),j

oeS, Jj=1
n
= > e@ ][] a00-
0ES, Jj=1

Mais si o € S,, o est bijective de [1, n] dans [1, n], donc

n n
H o) = H do1(j).j-
Jj=1 Jj=1

Donc

det(AT) = ) (o) f[ o1(j) -

oeS, Jj=1

Or, I'application d’inversion o — o~ ! est une bijection de S, dans S,.. Donc

Z e(o) H ag-1(j),j = Z e(o) H Ao—1rho(j)j = det(A).

€S, pES) Jj=1

Donc det(AT) = det(A). QED<«

Corollaire 14.
Le déterminant d’'une matrice est linéaire par rapport & ses lignes! (car det(A) = det(A"),

linéaire par rapport aux colonnes de AT donc par rapport aux lignes de A).

Remarque 1.10.

On peut donc faire un déterminant par blocs pour une matrice du type

Exo 1.2

Rn[X] = Ry[X]
Soit ¢ : Calculer det(y).

P~ ((X+1)P)
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Pour ce faire, on va déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B. Soit k € [0, n],

O(X¥) = (X + XK = (k + 1)XK + kX<,

donc

2 2 (0

Matg(p) =

(0) n—1 n-—1

de déterminant det(¢) = det(Matg(p)) = (n+ 1)L

Nous allons maintenant voir comment, pratiquement, on calcule un déterminant.

2 Calculs pratiques de déterminants

Dans toute cette section, on ne considérera que des déterminants de matrices.

2.1 Calcul direct

On a déja vu des formules pour le calcul de déterminants :
e 2X%x?2

« de matrices triangulaires (et donc diagonales aussi)
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2.2 Opérations élémentaires

Et c’est le grand retour du pivot!

Propriété 15.

Soit A une matrices de colonnes Cq, ..., Cn, A un réel.

(i) (effet des permutations)

(iii) (effet des dilatations)

det(C1,... . ACir....Cjr ..., Co) = Adet(Cy,....Cir....Cj ..., Cp) = Adet(A).

Remarque 2.1.

Comme det(A) = det(A"), les opérations sur les lignes ont le méme effet sur le déterminant.

Méthode 1.

Une méthode pour calculer le déterminant d’'une matrice est de d’abord I'’échelonner, puis de
faire le produit des coefficients diagonaux !

Précisément,

e sionfait L; <+ Lj ou C; <+ C;, on met un signe — devant le déterminant,

e sionfait L; < Lj + AL;ou C; < C; + XC;, le déterminant est inchangé,
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i i o 1
« sionfait L; - AL; ou C; <= AC;, on multiplie par .

Attention a cette derniére opération! Ainsi,

1 2 -3 2 4 -0
1
2 0 3 | =Li2L ) 2 0 3
7 -1 1 7 -1 1
Exemple 2.2.

Quelques exemples de calcul :

5 2 1
1. Calculons |10 4 3|.

15 8 1
5 2 1 1 21
10 4 =5|2 4 3| parlinéarité du déterminant par rapport a la premiére colonne.*
15 8 1 3 8 1

1 1 1

=10|2 2 3| par linéarité du déterminant par rapport a la deuxieme colonne.

3 4 1

1 1 1

100 0 1 |Lo<+ Lo—2L1

0 1 -2 L3<—L3—3L1

1 1 1
:_100 1 2| Lr <+ L3

0O 0 1

=-10

. 1 , N . o o
*Remarque : on n’'a pas fait C; « gcl, c’est risqué, on utilise plutét directement la linéarité.
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a b b

2. Si a et b sont des réels, calculons |p 5 p|. On remarque que la somme de chaque coefficient de

b b a
chaque ligne/colonne est égale a a + 2b.

a b b a+2b b b
b a b|=¢g«c+c+c |a+2b a b
b b a a+2b b a

1 b b
:(a+2b)1 a b

=(a+2b)j0 a-b b |Lr+ Lr—1L,

0 0 a—b|ls<+ Ls— L,

= (a+2b)(a— b)°.

3. on peut généraliser! Calculons

a b b
b
D, =
b
b b a

(]
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le [n] signifie que le déterminant est de taille n x n. On effectue 'opération C; + C1 + Co+---+ C,, d'0U

a+(n—=1)b

Dy, =

a+(n—=1)b

=(a+(n=1)b)|:

=(a+(n—1)b)|:

0

0

=(a+(n—1)b)(a—b)""

4. Calculer, pour tout n,

1
2
Dy, =
1 2
1 2

1
2
n—1 n-—1
n—1 n

On propose deux méthodes :

en faisant pour tout / € [2,n], C; <~ C; — C;

N. Laillet - W. Ngambou

27 /[ag]

walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Des déterminants

« On fait, dans l'ordre,

Lp+Ly—Lp

P e B e

Lo+ Ls>— L4

et on obtient donc le déterminant

1 1
0 1 1
Dy = =1
1 1
0 0 1

« On fait, dans l'ordre (la I'ordre importe moins),

LQ(—LQ—Ll

L3<*L1

Lp+—Ly—1Ly
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Donc
1 . 1
0 1 1
D, =
0 1 n—2 n—2
0 1 n—2 n-—1
1 1
=1x| ' par formule du déterminant par blocs.
1 n—2 n-—2
1 n—2 n—1
- Dn—l

= D; = 1 par récurrence immédiate.

2.3 Développement selon une ligne/une colonne

C’est la méthode la plus standard, mais qui peut se révéler trés lourde si elle n'est pas précédée

d’un pivot.

Définition 6.
Soit A € #,(K), (i,J) € [1, n].

(i) Le mineur de position (i, j) dans A, noté A;; (si A est déja fixée) est le scalaire défini
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comme le déterminant de la matrice (ax ¢)«=i - Précisément,

a1 T al1j—1 al j+1 T ain
dji—11 - di-1j-1 4di-1j+1 °°° di-1n
Aj=
dj+1,1 " dit1,-1  4di+1,+1 " di+ln
dn,1 te dn,j—1 dn,j+1 o dn,n

(ii) Le cofacteur de position (i, /) dans A est le scalaire (—1)A,; ;.

Exemple 2.3.
1 3 4 2
1 3 2
- 0 5
SiA= yDz=11 2 6
1 2 3 6
0 1 0O
0 1 00

Propriété 16.
Soit A € #,(K). Alors

(i) (développement selon une ligne) det(A) = Z(—l)’“a,J-A,-J.
j=1

Remarque 2.4.

(ii) (développement selon une colonne) det(A) = Z(fl)’*fa,'JA,;j.
=1
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2 31
1. Parexemple,siD =|_-2 0o 2|, endéveloppant selon la deuxiéme ligne,
4 5 1

31 2 1 2
D= (-2)x (-1)*™" x +0x (—1)*"? x +2x (—1)*"3
5 1 4 1 4 5

=2x(3-5)+2x(10-12)=0.

Remarque : on aurait pu se rendre compte que le déterminant était nul car C; + C5 = Co.

2. Penser qu fait que dans (—1)"", le signe change dés qu’on incrémente i ou j. Ainsi, penser aux signes

comme Ceci :

» Démonstration.

(*) On ne démontre que le développement selon une ligne Soit / dans [1, n]. Alors

Li= (ai,l diz - ai,n)
:(a/,1 0 --- 0>+<0 ai, 0 .- 0)4—---—1-(0 .0 ai,n)
22/,1<1 0 - O>+a/,2(0 10 - O)+"'+3/,n(0 - 0 )

Par linéarité par rapport a la ligne i,

n
det(A) =Y " aydet(B)),
j=1
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31’1 al,j al,n
a!‘—l,l cee “ee a,-_LJ. “ e . e ai—l,n
Bj = 0 0 1 0 0
a,.+1’1 a,.+1’J. ai+1,n
an,l ce . ce . anJ .. .. an’n

Pour calculer det(B;), effectuons, dans I'ordre

Liii e L

Licy < Liy

L1+ Lo,

c’est-a-dire / — 1 permutations. Donc

0 0 1 0
a1 o adj-1 ayj a1,j+1
N (L 1\i—-1
det(B;) = (=1)""|a_11 -+ a1j1 ai-1, ai-141
dj+1,1 0 di41j-1  di+1j  dit1j+1
dn,1 e dnj—1 dn,j dn,j+1

ain

dj—1,n

di+1,n

an,n
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Effectuons ensuite, dans 'ordre

Cj_1<—>Cj

Cj;l <~ Cj;l

Ci & Gy,

c’est-a-dire j — 1 permutations. Donc

1 0 0 0 0
aij a1 s aij-1 aij+1 te di.n

N — (_aYi—1l/_qyi—1
det(B;) = (—1)'"""(=1) di—1; 4di-11 "' di-1j-1 di-1j41 "' di—-1n
di+1,j 4di+11 - di41,j-1 4di+1,j+1 " Qdi+ln
an,j dn,1 e an,j—l an,j+1 T dn,n

D’ou, par déterminant par blocs,
Bj _ (_1)i+j*2AU — (—1)i+injy
donc
n . .
det(A) = Z a/j(_l)’+JAIJ'
j=1

QED<«

Méthode 2.

Pour calculer un déterminant en développant selon une ligne/une colonne, on essaie de se
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ramener, a I'aide du pivot de Gauss, a une ligne ou une colonne avec 1 ou 2 coefficients par
une méthode de pivot, puis on développe en faisant attention aux signes.
Ne pas se lancer dans un développement sans avoir préparé le terrain !

Par exemple, si on veut calculer

1 3 2 4

21 -5 1
D =

11 1 -1

31 2 0

5 7 6 4
31 -4 1
00 0 -1
31 2 0

5 7 6
D=(-1)x(-1)x[3 1 —4
31 2

Exemple 2.5.

Un exemple fondamental : les déterminants tridiagonaux, i.e. de la forme

a b 0 0
c a b
Dh=10 ¢ 0
c a b
0 0 c a[n]
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ou (a, b, c) € K. Lidée est de faire un développement par rapport a la premiére ligne ou a la premiére
pp

colonne :
a b 0 0 c b 0 0
c a b 0 a b
Dh=axlo ¢ 0 —blo ¢ 0
c a b b
0 0 c a ] o --- 0 c a .

puis on développe le second déterminant selon la premiére colonen :

a b 0 0 a b 0 0
c a b c a b
Dh=axlo ¢ . . 0 —bclo ¢ . .0 = aDn_1 — bcDy-o,
c a b c a b
0 0 c a[n_l] o --- 0 c a[n_2]

donc (D) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2!
Lexpression du terme général de (D,) dépend notamment de la valeur du discriminant de I'équation carac-

téristique

(e) x*—ax+bc=0,

de discriminant a> — 4bc. (cf. votre cours sur les suites récurrentes )

Traiter a titre d'exemplelecas a=1,b=2et c = —3.

2.4 Déterminant de Vandermonde

Le déterminant de Vandermonde est un classique parmi les classiques.
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Définition 7.

On appelle matrice de Vandermonde associé aux réels oy, . . ., o, la matrice
1 a a} - aft
—1
1 o a5 -+ af
2 -1
1 ap a al
Le déterminant de Vandermonde de (a4, .. ., a,) est le déterminant de cette matrice.

La matrice de Vandermonde associée a (o, .. ., a,) estinversible si et seulement si les réels
(o1, ..., o) sont deux a deux distincts.

» Démonstration.

(*) Notons A la matrice de Vandermonde associée a (o, . . ., o).

Déja, s'il existe i # j tels que o; = «, alors la matrice A posséde deux lignes identique, donc
n’est pas inversible.

Ensuite, si les (a;)1<i<n Sont deux a deux distincts, on remarque que si

K, 1[X] — K"
Q:
P~ (Plai),..., Play)
alors A est la matrice de ¢ dans la base canonique de K,_1[X] au départ et la base canonique
de K" a l'arrivée !

Mais ¢ est bijective car

» K,—1[X] et K" sont deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie,
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» o est injective : si P € ker(p), deg(P) < n—1et P(ay) = --- = P(a,) = 0, donc P s’annule

plus de fois que son degré, donc est nul.

Donc, comme o est bijective, A est inversible ! QED<«

Mais, en fait, nous avons mieux ! Nous savons (et devons savoir comment) calculer le déterminant

de Vandermonde de n éléments de K !

Propriété 18.

Soient (ay, . .., a,) € K", V(ay, ..., a,) leur déterminant de Vandermonde. Alors

Viag, ..., an) = H (aj — ).

1<i<j<n

En particulier, une matrice de Vandermonde est inversible si et seulement si tous les o; sont

distincts.

Remarque 2.6.
» N’oublions pas que (Chapitre 2)
n j—1

[T (o= [T =TiT o

1<i<j<n i=1 j=i+1 j=2 i=1

*» V(a, b, c)=(b—a)(c—a)(c—b),

N V(O{l, Qo, A3, Ol4) = (OLQ — OL1)(O£3 — Oll)(Ol4 — Ot1) X (OL3 — OLQ)(O{4 — Olz) X (OL4 — OL3).

» Demonstration.

On calcule ce déterminant en deux étapes. On suppose les (a;)1<i<» deux a deux distincts, sinon
le déterminant est clairement nul.

Etape 1. On exprime V(ay, .. ., ap) en fonctionde V(a;, .. ., p_1).

Pour ce, deux méthodes a connaitre :
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- Méthode par opérations élémentaires. On rappelle que

1 o aj™t
V(al, S ,O(n) =

1 apa OLZ:%

1 a, a1

Lidée est de supprimer les coefficients de la derniére ligne via des opérations sur les colonnes.

On effectue dans I'ordre

Ch—Cp—apnChy

Cn—l < Cn—l —Qp

Co+— G —apCy

Ainsi, on obtient

1 o —oap, a? — a0 calmt — a2
V(ag,...,ap) =
2 n—1 n—2
1 apr—an ap g —ap1an -0 0T — 010
1 0 0 0
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En suite, on développe selon la derniére ligne :

a; —ap a% — a0 e oei’_l — anai’_z
V(ag, ..., a,) = (—1)"*
Qp1—Q, 05— p 10, al~l —al2q,
) — a, ar (a1 — an) af (a1 — ap)
= (-1
Ap—1 — Ap C(nfl(anfl - an) az:%(anfl - an)
1 (o7 N ag72
= (=1)" (o1 — ap) : :

par linéarité selon la pr
-2
QAp_1 — Ay anfl(anfl - an) azfl(anfl - an)

- 1 o al~?
= (=)™ [ (e — an) | .| par linéarité selon chaque ligne
i=1
1 ap1 a2
n—1
— (~1)" (s — ) x Vi@, -, @ 1) car (—1)"* = (~1)71
i=1

1 o al~t
P:xw
n—1
1 ap ap g
1 x x"1

En développant P selon la derniére ligne on remarque que

P(X) =

2nn—1

(=1)™ X Do + (=1)"*2x X Dy -+ + (=1)*"X" "1 x Dpy,
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ou Dy, ..., D,—; sont des déterminants indépendants de x. Donc P € K,_;[X].

— le coefficient dominant de P est

(-1)""Dpy = L = V(.. o).

n
1 a1 s o

— pour tout i € [1,n— 1], P(aj) = O (car alors le déterminant P(«;) posséde deux lignes

identiques), donc les n — 1 racines de P (qui est de degré < n— 1) sont (o, . . ., o)

Donc

Donc

Jj-1

1‘:1=ﬁ (o — )

Jj=2i=1

Linitialisation est évidente car s’il 'y a qu’un réel, le déterminant est

(produit vide).

Si on n‘aime pas, on peut commencer a 2.

N. Laillet - W. Ngambou 40 / walter.ngambou@ac-versailles. fr



2024-2025, Lycée Pasteur, MSPI 1 Des déterminants

Pour I'hérédité, soit n € N tel que &2, est vraie. Alors si (ay, . . ., an) € K7,

n—1
Ve, ..., an) = [J(on — ai)V(aa, ... a,_1) par 'étape 1.
i=1

n—1 n—1j-1
=[] (en — @) x [] ][] (e — o) par hypothése de récurrence.
=1 j=2 i=1

j-1
Posons alors §; = [ [ (e — o;). Alors
=1

n—1
\/(061 ..... Oln) = 6/7 X Hﬁj
j=2
= Hﬁj
j=2

n j—1

= H H(O‘j —aj),

Jj=2i=1

d’ou I’hérédité et le résultat ! QED<«

3 Utilisation théorique du déterminant

On rappelle la proposition suivante

Propriété 19.

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
On en déduit la proposition suivante :

Propriété 20.

Soit M € ., ,(K). Alors rg(M) est la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant
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non nul extraite de M.

» Démonstration.
Ceci vient simplement du fait que rg(M) est la taille de la plus grande matrice carrée inversible

extraite de M. QED<«

Définition 8.
Soit A € .#,(K). On définit la comatrice de A comme la matrice formée des cofacteurs de A.
On la note Com(A).

Donc Com(A) = ((—=1)"¥Ay) ol A;; est le déterminant de la matrice A a laquelle on a

1<ij<n

retiré la ligne i et la colonne ;.

Exemple 3.1.
) a b mi M
1. SiA= , et Com(A) = , alors
c d mz1 M2
My = (_1)1+1d
me = (—1)"2c=—c¢
mp1 = (—1)2+1b = —b
Moy = (—1)2+2a = a,
—c
i.e. Com(A) =
—-b a
T ad — bc 0
On remarque que A x Com(A)' = = (ad — bo)l,.
0 ad — bc
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1 2 1 3 2 -1
2. VeérifierquesiA= |0 1 2|,alorsCom(A)=|_-6 2 2 | etque
1 0 3 3 -2 1
6 0 O
Ax Com(A)' =10 6 0l =6ls=-det(A)l.
0 0 6
Propriété 21.

Soit A € #,(K). Alors

A x Com(A)T = det(A),.

» Démonstration.
Posons A = (a,j)lg,‘ngn, Com(A) = ((*1)i+jA,‘J')1<,'J<n et Com(A)T = (w,‘j)lg,'d'gn et AxCom(A)T =
(bij)1<ij<n-

Examinons les coefficients diagonaux de A x Com(A)" :

Soit i € [1, n]. Alors

n n
bi =Y awwi = ¥ _ a(—1)"* A = det(A),
k=1 k=1

car il s’agit de la formule du développement selon la ligne /!

Examinons ensuite les coefficients non diagonaux : Soient / # j dans [1, n]. Alors

n n
_ E _ § j+k
b,‘j = djikWkj = a,'k(*l)J Ajk.
k=1 k=1

Il s’agit d’'un déterminant : celui de la matrice A, dans laquelle on a remplacé la ligne j par la ligne
i1 Donc il s’agit d’'un déterminant avec deux lignes égales, donc ce déterminant est nul.
Donc les termes diagonaux de A x Com(A)T sont égaux & det(A), et les termes non diagonaux

sont nuls.
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D’ou la formule! QED<«

Cette formule a seulement un intérét théorique (sauf en dimension 2)

Exemple 3.2.
- . a b . . .
(i) Une matrice est inversible ssi ad — bc # 0 et alors
c d
Al 1 d —c
ad — bc

(ii) (exo trés classique). On note .#,(Z) I'ensemble des matrices n x n a coefficients dans Z.

On note GL,(Z) 'ensemble des matrices de .#,(Z) inversibles, d’inverse aussi dans .#,(Z). Ainsi

2 0 1/2 0
n’est pas dans GL,(Z) car son inverse, n’est pas a coefficients entiers.

0 2 0 1/2
Montrer que si M € #,(Z), M € GL,(Z) ssi det(M) = 1.

On suppose que M € GL,(Z). Alors M est inversible et M~ € .#,(Z).
Mais si M € .#,(Z),

det(M) = > e(0) [[ moqys € Z.
0EShH Jj=1
et, de méme, det(M ') € Z. Mais MM~ =1, donc

det(M)det(M™1) =1,

donc, comme det(M) et det(M ™) sont entiers, det(M) = +1.

On suppose que det(M) = £1. Or,
M x Com(M)" = det(M)I, = +1,.
Donc M est inversible d’inverse

m Com(M)" = 4 Com(M)".
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Mais les coefficients de Com(M) sont des déterminants extraits de M, ils sont donc dans Z.

Donc + Com(M)" € .#,(Z) donc M € GL,(Z).

(ili) Que vaut det(Com(M)) ? On sait que

det(M)det(Com(M)") = det(det(M)1,)) = det(M)".

« sidet(M) # 0, alors

det(Com(M)) = det(Com(M)") = det(M)™ .

« si det(M) = 0, alors Com(M)" n’est pas inversible (car M Com(M)" = 0). Donc det(Com(M)) = 0.

[BEBUTR|]
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