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1 Geénéralités

1.1 Séries convergentes, divergentes

Notre but est d’étudier des séries, c’est-a-dire des « sommes infinies ». Comme nous avons bien

avancé dans I'année, bien sir que nous n’allons pas parler de sommes infinies.

Définition 1.
Soit (uy) ey € CV.
n
1. La série de terme général (parfois abrégé en stg) (u,)qen est la suite (Z uk> .
k=0 neN

2. On note parfois Z u, la série de terme général (u,).cn (cf. remarque ci-dessous)

n
3. Sin€eN, ) u estappelée n-iéme somme partielle.
k=0
n
4. On dit que la série de terme général (u,)nen converge si Y _ uy tend vers une limite finie £.
k=0
+o0
On note alors £ = Z ux et on I'appelle « somme de la série de terme général (u,)nen » -

k=0
Sinon, on dit qu’elle diverge.
5. Sila série de terme général (u,).en cOnverge, le reste d’ordre n est

+o00 n +o00
Rn = E Ui — E U, = E Uy .
k=0 k=0

k=n+1

Remarque 1.1.
ATTENTION! La notation Z u, est une notation, parfois trés piégeuse, car il y a une variable non déclarée,

ne JAMAIS utiliser Z up dans un calcul.

Exemple 1.2.
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1. On sait que

1 n
Ainsi, la série de terme général ((5) ) converge.
neN

, - " 1 1
2. On appelle la série harmonique (Hp)nen la série de terme général (7> T H, = P On a déja vu
keN k=1
(37 4 fois?) que H, — +oo.

n—+oo

Nous allons le redémontrer, mais c’est un bon moment pour essayer de vous rappeler une des méthodes

vues en classe a ce sujet ?
Par linéarité de la limite, on a la

Propriété 1.
Soient (un)nen €t (Vi)neny deux suites complexes. Soient (A, ) € C2. Si Z u, converge et

> va converge, alors Y  Au, + pv, converge.

» Démonstration.
+oo +o00

Soit n € N. Notons £ =Y " u, et =Y v,. Alors
k=0 k=0

n n n
— /
gxuwruvkfkguk+u;vknjmkﬂ+u£.

Ceci conclut la preuve. QED<«
Comment étre slr qu’une série ne converge pas ? Grace a la

Propriété 2.

n
Soit (un)neny € CV et, pour tout ndans N, S, = > u.
k=0
1. Pourtout ndans N*, u, = S, — S,_1.

2. @ la série de terme général (u,)nen € CY converge, u, — 0.

n—-+o00
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» Démonstration.
n n—1
1. Soit n € N*. Alors S, — Sp1 = > the — D U = Up.
k=0 k=0

2. Sila série de terme général (u,),en € CY converge, alors on dispose de £ € C tel que S, -
n oo

£.0nenconclutque u, =S, — S,_1 I) {—£=0.
n o0

Ceci conclut la preuve. QED<«

Définition 2.
Soit (Up)nen € CV. Si (u,)nen Ne tend pas vers 0, on dit que la série de terme général (u,)pen

diverge grossiérement.

Remarque 1.3.

ATTENTION! La réciproque est trés trés fausse :

1 1
= ’ = i |
— 0 MAIS on n’a pas ( E k) ) qui converge !
ne

n n—+oo
k=1
De cette proposition, on déduit la

Propriété 3 (Séries géométriques).

Soit a € C. Alors

1. si|a] > 1, la série de terme général (2"),cn diverge grossierement.

. - . 1
2. sia| < 1, la série de terme général (a"),cn converge et sa somme vaut 7

» Démonstration.
Déja, si |a| > 1, (a")nen ne tend pas vers 0, donc Za” diverge grossieérement. . Ensuite, si

|a] < 1, alors

P 1— an+1 1
a =

— .
1—a not+o1—2a

QED<«
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Exo 1.1

Démontrer que 0,9999--- =1 (ou il y a une infinité de 9 a gauche).

Létude des séries est fondamentalement lié a celle des suites. La proposition suivante en est une

autre illustration :

Propriété 4 (Lien suites-séries).
Soit (a,)nen € CY. Alors (a,)nen cONverge si et seulement si la série de terme général (a1 —

an)neN CONverge.

» Démonstration.

n
Notons, pour tout ndans N, S, = > " a1 — ax. Alors, par télescopage, S, = a1 — ap. Ainsi, on

k=0
a les équivalences

(an)nen converge < (ap,41 — ag)neny CONverge < (S,)nen CcONverge.

QED<«

Exemple 1.4.

lllustrons ce résultat par deux exemples :

1. Lutilisation de suites pour démontrer la convergence de séries : la série de terme général (m)
kEN*
converge. En effet, si n € N,

: 1 1 1 1
LS 1
;k(/url) ;k K+1 N1 noree

donc la série de terme général ( converge.

1
k(k+1) ) ken-
2. Lutilisation de séries pour étudier des suites (c’est le plus joli!)

Revenons sur le DM12 (sur I'équivalent de Stirling, a 'époque la numérotation était chaotique!). Notre
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but est de démontrer qu'il existe C > 0 tel que n! ~ Cvn (g)n. On pose alors
n—+o00

et on montre que (In(un))nen converge vers une limite réelle. Pour ce faire, on étudie la suite (v,)nen

définie par

VneN, v, =In(us) — In(Ups1) = <n+ %) In (l + %) — 1.

(refaites le calcul mais il est dans le DM12)

On doit ensuite démontrer que la série de terme général (v,)nen cOnverge...

Mais comment faire ?
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1.2 Séries a termes positifs

Il est temps de trouver des moyens de démontrer la convergence de séries numériques. On
commence avec des séries a termes positifs (ou positifs a partir d’'un certain rang, cela ne change
pas grand chose). Pourquoi aime-t-on ces séries ? Parce que...

Propriété 5.

n
Soit (u,)nen UNe suite de réels positifs et, pour n €N, S, = Z Uk.
k=0
1. (S,)nen st croissante.

2. Si (S,)nen est majorée, alors elle converge.

3. Si (S,)nen converge, alors pour tout n dans N,

n +oo
Sn = E Uk < E Uy .
k=0 k=0

Remarque 1.5.

Bien sr, la propriété précédente fonctionne aussi si (u,)nen €st positive a partir d’un certain rang.

» Démonstration.
1. Soit n € N. Alors S;,11 — Si = Upr1 = 0. Donc (S,) pen croit.

2. Si (S,)nen €st majorée, alors elle est croissante et majorée donc, d’apres le théoreme de la

limite monotone, elle converge.
3. On sait que (S,).en st croissante et convergente, donc elle est inférieure ou égale a sa limite.

QED<«

Ce résultat permet d’obtenir la

Propriété 6 (Théoremes de comparaison des séries a termes positifs).

Soient (un)nen €t (vp)nen deux suites de réels positifs.
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1siu, = O(v)et >~ va converge, alors » _ u, converge,

2. siuy = o(va)et > va converge, alors » _ u, converge,

3.siu, ~ v, alors > va converge si et seulement si »  u, converge.

» Démonstration.
On ne prouve que le premier point :siu, = o(v,y),alorsu, = O(v,);siu, ~ v, alors
n—-+o0 n——+o00o n—-+o0
up, = O(vp)etv, = O(uy)!
n—-+o0o n—-+o0o

Supposons donc que uj, = O(v,) et Z v, converge. Alors on dispose de C > 0etde N e N

tel que pour tout kK > N,
Uy < CVk.

Ainsi,sin> N

n n +oo
Suw<cywscy m
k=N k=N k=0
la derniere inégalité venant du fait que Z v, converge. Ainsi, pour tout n > N,
n N +o00
Sus w4 w
k=0 k=0 k=0
N——

indépendant de n

n
donc <Z uk> est croissante majorée, donc elle converge. QED<
k=0 neN

Remarque 1.6.
1. La, on va vraiment s’amuser a appliquer le cours d’analyse asymptotique !

2. Les contraposées sont aussi intéressantes :siu, = o(v,) et Z u, diverge, alors Z v, diverge!
n—-+4o0o

Exemple 1.7.
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1. On va montrer d’une maniére tres simple que Z % converge.
On remarque que pour tout ndans N\ {0,1},0 < % < ﬁ Comme Z ﬁ converge, on en
déduit, par comparaison des séries a termes positifs, que Z % converge.

2. On en déduit que pour tout s > 2, Z % converge : en effet, pourtout n > 1,0 < % < % Ainsi, par
comparaison des séries a termes positifs, Z # converge.

3. On conclut la preuve de I'équivalent de Stirling! On avait

1 1 1 1
Vo = In(un) — In(Ups1) = (n+ §> In (1 + E) —1= 1o +o (?)

(le calcul n’est pas immédiat, il faut faire un dl pour s’en rendre compte)

On en déduit que v, ~ 1o terme général d’'une série convergente, donc, par comparaison des
n—-+oo

séries a termes positifs (on sait qu’'au voisinage de +oo, v, est du signe de W)’ on en déduit que

> va converge. Ainsi, (uy)nen converge !

Méthode 1.
Pour déterminer la convergence ou non d’'une série, on commence par essayer de faire un
équivalent de son terme général.

Faire un équivalent est mieux que le reste :
1. I'équivalent donne le signe de la suite a partir d’'un certain rang,

2. léquivalent u, -~ v, assure que si > va converge, Y u, converge et que si Y v,

diverge, alors  _ u, diverge!

Exo 1.2

Déterminer la nature des séries suivantes :

1. la série de terme général 20 +2
) 9 3n6 +1°
L ., 2" +3n?
2. la série de terme général 32— pan
L. L, sin(n) + 2"
3. la série de terme général L
n2.2n 4 nd

1 3n 3 n
4. |a série de terme général <1 + n> - <1 + n) .
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2 Comparaison série-intégrale

Dans cette partie, nous allons étudier beaucoup plus précisément les séries dites de Riemann et

la méthode dite de la comparaison série-intégrale.

Méthode 2.

Soit f une fonction positive, décroissante. Alors, pour tout n dans N, on a les inégalités

f(n+1)</n+1 F(t)dt < f(n)g/n F(t)dt.

Ainsi,

n

n k+1 n k
kz‘;/k f(t)dt < k f (k) gkz;/k_l f(t)dt,

=1

Ou encore

Il s’agit bien d’'une méthode, pas d’une proposition : il faudra toujours adapter a la situation

(parfois, on prendra une fonction croissante, parfois, la somme partira de 2, etc.!)

De cette méthode, on en déduit la

Propriété 7 (Critere de convergence des séries de Riemann).

Soit s € R. Alors la série de terme général s converge si et seulement si s > 1.

» Démonstration.
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fx 1 1 . .
» Déja, sis <0, alors e ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo, donc Z o diverge grossié-

rement.

» Ensuite, si s = 1, alors on fait une comparaison série-intégrale : on sait que pour tout k > 2,

/“1 dt 1 /k dt
- < — < -
K t ok k-1 T

Ainsi, si n > 2, en sommant 'inégalité précédente pour k allant de 2 a n, on en déduit que

n

n+1 n
/ at 3 1e / a
, t A
k=2
d’ou
In(n+1) —In(2) <
Ou encore

1
In(n+1)—1In(2) +1< Z P << In(n) + 1.
k=1

n
. 1
Mais In(n+1) —In(2) +1 o, oo donc kg_l T oo, oo

, . 1
D’ou la divergence de » e
. . . 1 1
 Puis, si s €]0, 1], on peut directement dire que pour tout k dans N*, T > —. Comme Z P
. 1 .
diverge, » £s aussi.

« Enfin, si s > 1, on fait... une comparaison série-intégrale ! Soit k > 2. Alors

k+1 gt 1< ko dt
o SEeES) T
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Ainsi, si n > 2, en sommant 'inégalité précédente pour k allant de 2 a n, on en déduit que

n

n+1 n
/ ﬂ < Z i < / g
5 ts = ks 1 ts

donc

1 1 1 "1
_ < -
1-s\(n+1)s"t 2571

//
-
)

VAN

—_

| =~
0
7N
S
e
—

|

—_

N

1 1
— < _
s—1

donc la suite des sommes partielles est croissante et majorée, elle converge alors !

QED«

Exemple 2.1 Prolongements classiques.

1. Equivalent de la série harmonique. La comparaison série-intégrale permet de déterminer facilement

n
des équivalents des sommes partielles ou des restes des séries | Par exemple, on sait que si H, = E P

k=1
alors H, 2 mais peut-on en avoir un équivalent ? OUI! On repart de la comparaison série-intégrale :
n—-+oo

n

In(n+1) =2 +1< )
k=1

1
P <In(n) + 1.

Ainsi, comme

In(n+1) —In(2) +1=1n (n <1+%>> ~In(2) +1

=1In(n)+In (1 + %) —In(2)+1 o In(n),

N. Laillet - W. Ngambou 11 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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etque In(n)+1 ~ In(n), on en déduit, en divisant I'inégalité par In(n) et par théoreme d’encadrement,
n—+o00

que|H, ~ In(n)|
Nn—+00

. Déterminons alors le fait que, de plus H, —In(n) converge. Ce n'est pas forcément évident! Pour cela,

on va exprimer In(n) comme la somme partielle d’une série!

Hp — In(n)

Z% - ”Z_:m(/ﬁt 1) = In(k)

:%+nzi_ (In(k + 1) — In(k))

k=
n

1
—In <1 + ?)
k=1

x| =

Tofiply o111 1 1
k k k*)_‘FOO k k 2k? k2 k=400 2k2'

. R P . - . 1 1
donc, par comparaison a une série a termes positifs, la série de terme général (? —1In (1 + ;))
keN
converge, donc (H, — In(n))sen converge vers une limite finie !
Point culture. On appelle cette limite -y, ou « constante d’Euler » . On vient donc de démontrer que

= e In(n) + v+ o(1).

n
n—+inft.

. Equivalent du reste d’une série de Riemann convergente. Désormais, si s > 1, on peut vouloir
+o0

chercher un équivalent de R, = Z P On sait, par la comparaison série-intégrale, que
k=n+1

Kk+1 K
[ E<as] %
K t k Jr1 t

Ainsi, si n € N\ {1, 2} et N > n, on en déduit que

N N N

L gt 1 kodt
Y weXesxLw

donc
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donc

1 1 1 Mo 1 1 1
T P - ,
s—1\nt (N+1)1 ks~ s—1\(n—1)1 Nt

n

d’ou, en prenant la limite N — +oo0,

1 1

GOt ST

N

] 1
Ceci assure que R, o (s— 1)1

Exo 2.3

[Séries de Bertrand] Soit o > 0, 8 > 0. Démontrer que » _ I

« convergesia > 1,ousia=1etg > 1,
« divergesia < l,ousia=1letg < 1.

Indications.

1 1
e Sia>1, montrerque ——— = o — |,
9 nIn(n)B n—+co (nlg")

1 1
e Sia< 1, montrerque — = o ——r——= ],
a nEE n—too (naln(n)ﬁ)

» si @ = 1, faire une comparaison série-intégrale, en remarquant que (6P est de la forme
u/
K — »

P

Voila donc un superbe outil pour mieux comprendre certaines séries !

Mais que se passe-t-il lorsque les séries ne sont pas a termes positifs ?

3 Séries a termes quelconques

La meilleure maniére de démontrer la convergence d’'une série a termes quelconques, c’est de

se ramener a des séries a termes positifs |

N. Laillet - W. Ngambou 13 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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3.1 Convergence absolue

Définition 3.
Une série de terme général (u,,) ey converge absolument si la série de terme général (| u,|) nen
converge.

Exemple 3.1.
(_1)k71

n
On avu (et on le reverra ici!) que »
k=1

n—+oo

y L -1k
— In(2), donc la série de terme général (( ) )
keN*

converge, mais ne converge pas absolument : la série de terme général (;) n’est autre que la série
keN*

harmonique, elle diverge donc!
n

- ooy
En revanche, la série de terme général o converge absolument!
Lintérét de cette définition est la

Propriété 8.
Une série qui converge absolument converge. ('exemple ci-dessus montre que la réciproque

est fausse)

» Démonstration.
Cas des suites réelles. Soit (u,) ey Une suite de réels telle que Z |u,| converge. On note, pour

tout ndans N,

ut = max(up, 0) et u; = max(—uj,0).

Ainsi, si (Up)nen = (1, —3,2,4, -2, -5, ...), (U ) nen = (1,0,2,4,0,0,...) et (u; )nen = (0,3,0,0,2,5,...) :
on prend la partie positive de (u,)qen d’un coté, et la partie négative de l'autre.

Alors, on a immédiatement que

VneN, u,=ul —u, etlu,| =ul +u,.

N. Laillet - W. Ngambou 14 / walter.ngambou@ac-versailles.fr
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Comme (u;)nen €t (U, )nen SONt des suites positives, on en déduit que
VneN, 0< uf < lu,let0<u, <|uyl

Par comparaison des séries a termes positifs, Y _ u et > u, convergent.
Donc Z ut — u, converge, donc la série de terme général (u,),en converge.
Cas des suites complexes. Soit (u,),en UNe suite de complexes telle que Z |up| converge. On

écrit, pour tout n dans N, u, = Re(u,) + iIm(u,). Mais, pour tout n dans N,
0 < [Re(un)| < |un| €10 < [Tm(up)| < |unl,

donc les séries de termes généraux (Re(u,))nen €t (Im(uy))nen convergent absolument, donc

convergent, donc la série de terme général (u,),en CcOnverge. QED<«

Méthode 3.

Pour montrer que Z u, converge, on essaie de faire un équivalent de |u,| : s'il est simple, et
s’il s’agit du terme général d’une série convergente, alors on peut dire que la série de terme
général (u,)aen converge absolument, donc converge.

Plus rapidement, si (u5),cy €St Une suite complexe, si (v,) est une suite d’éléments de R*, si

u, = O (v,) etsi Y _ v, converge, alors » _ u, est absolument convergente donc convergente.

Mais que se passe-t-il lorsqu’on n’a pas de convergence absolue? On a un critére, que I'on a

déja fait intégralement dans le chapitre de suites !

N. Laillet - W. Ngambou 15 / walter.ngambou@ac-versailles.fr



2024-2025 / Lycée Pasteur / MPSI 1 Séries convergentes et familles sommables

3.2 Séries alternées

Propriété 9 (Critere des séries alternées).
Soit (u,)nen Une suite de réels positifs, qui décroit et tend vers 0.

Alors la série de terme général ((—1)"u,)nen CONverge.

» Démonstration.

n
On a déja fait intégralement cette preuve! On note, pour tout ndans N, S, = Z(—l)"uk.
k=0
» On montre que (S2,)nen €t (Sant1)nen SONt adjacentes.

— soit n € N. Alors

So(nt1) — San = Sant2 — Son

2n+2 2n
= > (=Dkue = (-1 ux
k=0 k=0

= (=1)*"" oo + (—1)*" M unpi1 = tongo — Usps1 <0,

donc (Szp) nen décroit.

— soit n € N. Alors

Son+1)+1 — S2nt1 = Sanez — Sani

2n+3 2n+1
= > (=Dkue = > (-1 ku
k=0 k=0

= (=1)*"uopiz + (—1)*" 2 unpyo = thnto — Uspss = 0,

donc (Szp41)nen décroit.

—_ Enﬁn, sineg N, S2n+1 — 52,7 = (—1)2n+1U2n+1 — 0.

n—-+oo

Donc (So,)nen €t (San+1)nen SONt adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite 2.

» Donc les suites extraites d’indices pairs et impairs de (S,),cn convergent vers la méme limite,

donc (S,)qen CONverge.
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D’ou le résultat! QED<«

Remarque 3.2.

La preuve précédente permet de mieux comprendre le reste des séries alternées : en effet, on sait qu'alors

S2n+1 g ‘e g 52n,
+o0
donc £ — S, < 0 donc R, < 0, Cest-a-dire que  »  (—1)“ux < 0 et, de méme, Ropi1 > 0.

k=2n+1
Pour résumer le signe de R, est dicté par le premier terme de R,.

Mieux encore, mais nous n’en ferons vraiment pas grand chose en sup... (en revanche, en spé, cela sera
incroyable) :

« comme Sopp1 < £ < Sop, €n soustrayant Sop, —topr1 < Rop < 0, donc |Ran| < topta,

e comme Sopt1 < £ < Sanygo, €n soustrayant Sopp1, 0 < Ropt1 < Uongo-

Ainsi, le reste est majoré, en valeur absolue, par la valeur absolue de son premier terme.

En MPSI, il faut surtout pouvoir faire des exemples!

Exemple 3.3.

. -1)" 1 . " .
1. Siu, = ( ) , alors Z up converge, car (7) est une suite pOSItIVG, décroissante, tendant vers 0.
\/E \/ﬁ neN

2. IMPORTANT : ceci donne un contre exemple au théoréme de comparaison des séries a termes positifs...

quand on enléve I'hypothése de positivité !

Si u, = (}1”) + % etv, = (}117) calors u, ~ vy et >~ va converge. MAIS " u, diverge : en effet,
(=1)" . - . 1 . .

> */5~ converge par le critere des séries alternées et » — diverge, donc > u, diverge!

Méthode 4.

Lorsqu’on a un terme général dont I'équivalent n’est pas de signe constant, il faut poursuivre

le dl plus loin!

(=1)"

Exemple. Si u, = In (1 + ) , déterminons la nature de la série de terme général (uy,) pen-

n
. . - (=1)"
Naivement, on pourrait vouloir dire « u, ~
n—+o00 n

»... oui, et alors ? ? Cela ne sulffit pas!
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En revanche, si I'on poursuit le dl :

(=" 1 n 1
nn—>_+oo n ﬁ © ﬁ '

alors

G DL E 1
tn = n 2n? Va, OU Vn n%?oc © n2 '

(=" o . , 1 s
or, Y *—- converge par le critére des séries alternées, > 5.5 converge par le critére

des séries de Riemann et Z v, converge par comparaison a une série de Riemann.

Exo 3.4

Regarder I'exercice 2 du TD!

Exemple 3.4 Un petit exemple pour motiver la suite.

+o0 k—1
s —1 .y ez 1
Considérons S = E % = In(2) et calculons, de deux maniéres différentes, 5+§S. Qu’observe-t-on ?
k=1

4 Familles sommables

De méme qu’au chapitre 2, nous avons vu les sommes simples, puis les sommes doubles, de
méme nous allons essayer de donner un sens et des regles de calcul pour les séries doubles. De
méme, on se demandera s'il est possible de sommer sur Z, ou méme sur de plus gros ensembles,
certaines familles de termes.

Dans toute cette section, on parlera de familles indexées sur | ou sur J, il faut vraiment avoir en

téte que ces ensembles seront souvent N, Z, N2, etc.
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4.1 Familles a termes positifs

Définition 4.

On définit dans [0, +o0] les regles de calcul suivantes :
* YA € [0, +00], A + 0o = +o0,

* 0 X 400=0,

¢ VA €]0, 400, A X (+00) = +00

+ On définit
sup[0, +o00] = +oo et sup® = 0.

» Démonstration.
Pour le dernier point, on peut le « prouver » : le seul élément qui majore [0, +oo] est +o0, C'est
donc son maximum, donc sa borne supérieure. De méme, tout élément de [0, +oc] majore (), donc

0 est bien le plus petit de ses majorants. QED<«

Maintenant, si | est un ensemble quelconque et (a;);c; est une famille de réels positifs indexée
sur |, il faut donner un sens a la « somme » Z a;. Revenons sur deux types d’ensembles | déja

i€l
vus en classe :

» dans le chapitre 2, lorsque | est fini, nous ne nous sommes posés aucune question sur I'exis-

tence d’une telle somme.

n
+ dans la section précédente, nous avons dit que, lorsque | = N, la somme ) _ a; existait si » _ a;
iEN i=1
admettait une limite finie lorsque n tend vers +cc.

Mais, avec nos considérations sur le travail dans [0, +o0], on pourrait trés bien dire que si

n

E a; — —oo.
— n—+oo

1=
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En fait, la convergence d'une série se décide a partir de sommes finies. Et, quand on y pense, la

somme de cette série, c’est étudier toutes les sommes finies possibles. La valeur de Z ajestla
ieN
limite de ces sommes. Comment transformer cette limite lorsque I'on somme sur Z, sur N2 ?

Notation.

Si | est un ensemble, on note Pr(l) I'ensemble des parties finies de I.

Définition 5 : et prop.

Soit (a;);e; une famille d’éléments de [0, +oc]. On définit

N
1. Sil est finie, | = {i, ..., in}, alors Za,- = Z aj,
k=1

i€l

N
2. Sil =N, alors ai = lim aj.
2 2= lim > a
i€l =0
3. Sil'un des a; vaut +oo, alors Z ai = +00.
i€l

» Démonstration.

1. On remarque que si | est finie, | est une partie finie de | et si J est une partie finie de |, comme

les (a;) sont positifs, Z aj < Z a;.
Jjed i€l
N
2. On remarque que comme les [0, N] sont des parties finies de |, alors pour tout N, Zaf <
i=0
Z a;, donc la limite est toujours inférieure. Réciproquement, si J est une partie finie de |, J
i€l
N N
est une partie finie de N, donc majorée par un certain N, donc Z a < Z a < NHTMZ aj,
Jjed =0 =0
d'oll sup Y a estinférieur & la limite désirée.
JeP() i

3. Evident

QED<«
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On a déja, pour peu de frais, les propriétés suivantes :

Propriété 10.

Soient (a;);c et (b;)ie; deux familles de réels positifs.

1. Pour tous ) et i réels positifs,

ZAa,Jrub,:)\ZaHrqu,.

i€l i€l i€l
2.SiJC Y a<)y a
= icl
3. Sipourtout i dans |, a; < by, alors » " a; < Y _ b
i€l i€l

Une des choses FONDAMENTALES des sommes de familles de termes positifs, c’est la som-

mation par paquets.

Théroéme 11 (Sommation par paquets).

Soit (a,)ic; une famille de réels positifs. Soit (E;)jc; un recouvrement disjoint de I. Alors

da=) |2

i€l jed \i€E;

Exemple 4.1.

1. Identifier les paquets dans les écritures

> au-:Z”jZnJau:ZnIZjlau-

1<i<j<n i=1 j=i j=1 i=1

2. ldentifions des partitions importantes de N, de N°.

Propriété 12 (Conséquences du théoreme de sommation par paquets).

Les conséquences de ce théoreme sont au moins aussi importantes que le théoreme en lui-
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méme.

1. (invariance par permutation) Si (a;);c; est une famille de réels positifs, alors pour toute

bijection o de | dans |,

Z ai = Z ag(i)-

i€l i€l

2. (Théoreme de Fubini positif) Si (c;;) (i jjeixs est une famille de réels positifs indexée sur un

produit, alors

Sy a-YYe

icl jeJ JeJ i€l

3. (produit) Soient (a;)ic et (b;),c; deux familles de réels positifs, indexées sur | et sur J. Alors

> a,ﬂbj<2a,> > b

(ij)elxJ i€l jed

Exo 4.5

1
1. Calculer la valeur de » ~ > o
n>0 k=n
2. Soit (a, b) € R2. Calculer Z e—an—bm_
(n,m)eN?

+o00
3. Calculer » z—nn (souvenirs du chapitre 2...)
n=1

+o0
4. Calculer Z(C(n) —1).

n=2

7T4

2
5. On rappelle ((2) = % et((4) = 50" Calculer

1 1 1
Z ‘22’ Z 242" Z 22"

(p.q)e(N*)? (p.q)e(N*)? (p.q)e(N*)?
pla pAG=1
1 s N , N .
6. Calculer Z —————. On doit faire trés attention a ne manipuler que des termes
np(n+p—1)

(n.p)e(N*)?
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positifs.

4.2 Familles quelconques

Ici, le but est de généraliser ce que I'on a vu pour les familles a termes positifs. Nous avons déja

fait cela pour les séries, avec la notion de convergence absolue !

Définition 6.
Soit (xj)jer une famille de complexes. On dit que (x;);c| est sommable si Z [xi] < +o0.
i€l

Il faut vraiment comprendre que cela correspond a la convergence absolue !

Propriété 13 (et def).

1. Soit (x;)ie une famille de réels indexée sur . Alors cette famille est sommable si et seule-
mentsi » " x" et > x~ sont finies. On note alors

i€l i€l

Zx,- = z:xfr —Zx,_.

i€l i€l i€l

2. Soit (x;)ie; une famille de complexes indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et

seulement si (Re(x;))iel et (Jm(x;))ier SONt sommables. On note alors

Zxk = Z%e(xk) + /ij(xk).

kel kel kel

On déduit de cette notion de sommabilité plusieurs propositions (certaines vraiment importantes,

d’autres, plus accessoires).
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Propriété 14.
Soient (xi)ic; . Vi)ies  (Uij) i yerx s+ (@)ier . (b)) e, des familles de nombres complexes et A €

C.

1. Si (x),., est sommable : | " x;

icl

<Z|X/|-

icl

2. Si (x),; 6t (v),c, sont sommables, la famille (x; + Ay;),c, I'est aussi et : »  (Ax; +y;) =
iel
2wt T
el i€l
3. Si(x);c, et (¥i),c,; sSont sommables et si x; < y; pour tout i € / Zx, < Zy,.
iel iel

4. (Théoréme de sommation par paquets) Si (x;),c, est sommable, alors pour tout recouvre-

ment disjoint (/) ., de /, la famille (Z X; lestaussiet: Y xi=> Y x.

i€l keK i€l keK i€l

5. (invariance par permutation) Si (x;);., est sommable, alors pour toute bijection ¢ de J sur

1, la famille (xq,(Jv))J.EJ I'est aussi et : Zx,- = wag).

icl jed

6. (théoréme de Fubini) Si (uj;); e/« €St SOmmable, les familles Z ujj et (Z u,,-)
jeJ

jeJ il i€l
le sont aussi et :

POTEDSPITED IO

(iJ)elxJ icl jeJ jed iel

7. Si(a)i et (b)), sont sommables, la famille (aib;); e ., I'est aussi et :

Z a,bj = Za, X ij.

(ij)elxJ icl jed

8. (théoréme d’approximation par des familles finies) Si (x;),., est sommable :

Ve>0, e Z()VKe 2(), JCK= D xi—Y x| <e

i€l JeJ

On ne va pas faire ces preuves, seulement en donner des idées : on repasse toujours par les par-
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ties réelle/imaginaire et donc par les parties positive/négative. Autre idée : on démontre d’abord
le théoréme d’approximation par des sommes finies, et on l'utilise pour démontrer les propriétés !
Exemple 4.2.

1. Sommabilité de la famille (z”); ey ?

+oo  +oo 2ikT
e n
2. Calculer E E T
k=1 n=k+1

Propriété 15 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes).
Soient (a,)nen et (bn)nen les termes généraux de deux séries absolument convergentes. Dé-

finissons, pour tout n dans N,

n
Ch = § akbnfk
k=0

Alors ) ~ ¢, converge et

S - (z) (m) |

neN neN neN

» Démonstration.
Par convergence absolue des séries de termes généraux (a,) et (b,), on peut dire que la famille

(ambn)(m,mene €St SOommables. Ainsi, si I'on note
E,={(k,n—k), k €0, n]},

onaN? = |_| E,, donc, par théoréme de sommation par paquets,
neN

(zan> (zb,,):Z S

neN neN neN (k,£)€eE,
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Mais

n
S ab =) abpi = cn,
k=0

(k.L)EE,
d’ou le résultat désiré. QED<«
Exemple 4.3.
+oo 1

Démontrer que » _ nx""*

n=1

ST

Propriété 16.

Lexponentielle complexe est un morphisme de C dans C*.

» Démonstration.

Soient z et z/ dans C2. Alors

L to _k +00(/)4 too n k(/)nfk
- (25) (29) S (T Ey

k=0 {=0 n=0 \k=
XK1 L nl . ) X1
z,z' - : \n— _ - nn __ . z+z'
e =D Zk!(n—k)lz(z) =D et =
n=0 k=0 n=0
QED<«
[DEBUTR]
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