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Du dénombrement, des matrices, des probabilités, des applications linéaires et encore des matrices.

Durée conseillée : Entre 4 h et 6 h.

Problème I. Initiation à la théorie des graphes

Vocabulaire commun à tout le problème.

• Pour tout n entier, n ⩾ 1, on notera P2(n) l’ensemble des parties à deux éléments de J1, nK.

• On définit un graphe G = (S ,A ) par

▷ un ensemble fini S , de cardinal noté n, dont les éléments sont appelés sommets. Ici l’ensemble S sera systémati-

quement égal à J1, nK.

▷ un sous-ensemble A de P2(n), c’est-à-dire un ensemble dont les éléments, appelés arêtes, sont de la forme {i , j}

avec (i , j) ∈ S , i < j .

• On représentera commodément les sommets d’un graphe par des points, et les arêtes par des segments les reliant.

L’exemple de la figure 1 montre le graphe de sommets J1, 5K, d’arêtes

{{1, 2}, {1, 3}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}}.
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FIGURE 1 – Un exemple

• On dit que deux sommets i et j sont reliés s’il existe un entier k et des indices

i1, . . . , ik vérifiant i1 = i , ik = j et

∀ℓ ∈ {1, . . . , k − 1} {iℓ, iℓ+1} ∈ A .

On dit que le chemin i1 → i2 → · · · → ik relie i et j .

La longueur du chemin est le nombre d’arêtes qui le composent. Dans

la figure 1, les sommets 2 et 3 sont reliés par le chemin 2 →

5 → 3. Il n’y a, en général, pas unicité d’un chemin reliant deux

points.
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• On dit que le graphe G est connexe si deux sommets quelconques sont toujours reliés. On dit qu’un sommet i est

isolé s’il ne possède aucun voisin.

• À titre d’exemple, le graphe 1 est connexe ; le graphe 2a n’est pas connexe et 2b n’est pas connexe, avec, de plus,

les points 2 et 4 qui sont isolés.
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(a) Un graphe non connexe, sans point isolé
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(b) Un graphe non connexe, avec points isolés

FIGURE 2 – Deux graphes non connexes

• Le degré d’un sommet est le nombre d’arêtes attachées à ce sommet. Par exemple, figure 1, le sommet 2 est de

degré 2, le sommet 1 est de degré 3, le sommet 5 est de degré 4. Un sommet est donc isolé s’il est de degré nul.

• On définit enfin deux matrices liées aux graphes : si G est un graphe de sommets S = J1, nK et d’ensemble d’arêtes

A , on définit

∗ la matrice d’adjacence de G , notée A, par

∀(i , j) ∈ J1, nK2, [A]i ,j =


1 si {i , j} ∈ A

0 sinon.

∗ la matrice laplacienne de G , notée L, par

∀(i , j) ∈ J1, nK2, [L]i ,j =


− 1 si {i , j} ∈ A ,

di si i = j,

0 sinon,

où di désigne le degré du sommet i .

À titre d’exemple, voici un graphe, sa matrice d’adjacence et sa matrice laplacienne.
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(a) Un graphe


0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 0 0

1 1 0 0


(b) Sa matrice d’adjacence


3 −1 −1 −1
−1 2 0 −1
−1 0 −1 0

−1 −1 0 2


(c) Sa matrice laplacienne

FIGURE 3 – Un graphe et ses deux matrices
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La partie Partie I-A. permet de faire un peu de dénombrement dans les graphes.

La partie Partie I-B. permet de comprendre comment les matrices, et notamment la notion de rang d’une matrice, sont

reliées à la théorie des graphes.

La partie Partie I-C., complètement indépendante de la partie Partie I-B., permet d’étudier des graphes aléatoires et

d’établir une asymptotique du nombre de points isolés dans un graphe aléatoire.

Conseil. Bien que les deux principales parties du problème soient indépendantes, le vocabulaire utilisé sera le même :

il est primordial de prendre du temps pour s’approprier les nouvelles notions de théorie des graphes.

Amusant. Le fil rouge de ce problème est la notion de connexité. La dernière question de chacune des parties a

trait à la notion de connexité d’un graphe.

Remarque. Après une bonne vingtaine de minutes à vous approprier les notations, quatre questions utilisent beau-

coup les notions présentées précédemment et sont sensiblement plus difficiles que les autres : elles sont marquées

d’une étoile (*) afin que vous puissiez les identifier et reporter leur traitement à un autre moment si besoin est.
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Partie I-A. Dénombrement dans les graphes

1. Donner, sans justifier, le cardinal de P2(n). En déduire le nombre de graphes à n sommets. Dessiner, à titre d’exemple,

les 8 graphes à 3 sommets.

2. (*) Si G est un graphe dont les sommets sont S = J1, nK et l’ensemble des arêtes et A , on note di le degré du sommet

i . Expliquer (ou mieux, démontrer !) pourquoi
n∑
i=1

di = 2Card(A ).

3. (*) Soit G un graphe,M sa matrice d’adjacence. Démontrer par récurrence que pour tout k dans N∗, le coefficient (i , j)

de Mk est le nombre de chemins de longueur k reliant i à j .

Partie I-B. Utilisation de matrices en théorie des graphes

Si M est une matrice, on note fM l’application linéaire canoniquement associée.

I-B-1. Le graphe complet

Dans cette partie, on considère le graphe complet, c’est-à-dire le graphe où tous les sommets sont reliés les uns avec

les autres. La matrice d’adjacence du graphe est Jn − In où Jn =


1 · · · 1
... (1)

...

1 · · · 1

.
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FIGURE 4 – Le graphe complet à 5 sommets.

4. On note U =


1

...

1

. Calculer JnU, déterminer Ker (Jn), puis démontrer qu’il existe une base deMn,1(R) dans laquelle

la matrice de fJn est



n 0 · · · 0

0 0
...

...
. . .

...

0 · · · · · · 0


et celle de fLn est



0 0 · · · 0

0 n
. . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 n


. (où Ln désigne la matrice laplacienne

du graphe complet) Calculer Lpn pour p dans N∗.
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I-B-2. Le graphe cyclique

On note C =



0 · · · · · · 0 1

1
. . . (0) 0

. . .
. . .

...

(0)
. . .

. . .
...

1 0


. On note, pour k ∈ J0, n − 1K, ωk = e

2ikπ
n , et Wk =



1

ωk

ω2k
...

ωn−1k


. On note Q la

matrice dont les colonnes sont W0, . . . ,Wn−1, i.e. Q = (ωi−1j−1)1⩽i ,j⩽n.

5. Calculer, pour k dans N, Ck . Vérifier que C−1 = C⊤.

6. Dessiner le graphe G0 de matrice d’adjacence C + C⊤. On l’appelle graphe cyclique élémentaire. Démontrer que la

matrice laplacienne de G0 est L = 2In − C − C−1.

7. Écrire la matrice de l’application ϕ :

∣∣∣∣∣∣∣
Cn−1[X] −→ Cn

P 7−→ (P (ω0), . . . , P (ωn−1))
dans la base canonique de Cn−1[X] au

départ et dans la base canonique de Cn à l’arrivée. En déduire que Q est inversible.

8. Démontrer que CWk =
1

ωk
Wk , que (W0,Wn−1,Wn−2, . . . ,W1) est une base deMn,1(C) dans laquelle la matrice de fC

est 

ω0 0 · · · 0

0 ω1
...

...
. . .

...

0 · · · · · · ωn−1


.

Montrer que la matrice de fL dans cette base est une matrice réelle dont on précisera les coefficients.

I-B-3. Rang et connexité

Si G est un graphe de sommets S = J1, nK et d’ensemble d’arêtes A , L sa matrice laplacienne. On note di le degré

du sommet i .

9. (*) Démontrer que pour tout V =


v1
...

vn

 ∈Mn,1(R),

V ⊤LV =

n∑
i=1

div
2
i −

∑
1⩽i ,k⩽n
{i ,k}∈A

vivk =
1

2

∑
(i ,j)∈J1,nK2
{i ,j}∈A

(vi − vj)2.

10. (*) Démontrer que si G est connexe si, et seulement si rg (L) = n − 1. On pourra vérifier que si U =


1

...

1

, alors

Vect(U) ⊂ Ker (L) et que l’on a égalité lorsque G est connexe.
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Partie I-C. Points isolés dans un graphe aléatoire

Dans toute cette partie,

▷ n est un entier naturel non nul. Par commodité, on note m =
(
n

2

)
=
n(n − 1)
2

.

▷ (Ω,P) est un espace probabilisé fini.

▷ G est un graphe dont l’ensemble des sommets S = J1, nK est déterministe (il ne dépend pas de ω ∈ Ω ), mais dont

l’ensemble des arêtes A est aléatoire.

▷ On se donne une famille (Xi ,j)1⩽i<j⩽n de m variables aléatoires mutuellement indépendantes, identiquement distri-

buées de même loi B(p), où p est un réel, 0 < p < 1.

▷ Pour tout ω ∈ Ω, on note G (ω) = (S ,A (ω)) où

A (ω) = {{i , j} ∈P2(n), i < j et Xi ,j(ω) = 1}

En termes usuels, une paire {i , j} donné est une arête de A avec la probabilité p, et ce de manière indépendante des

autres paires. Le nombre p sera désigné sous le nom de probabilité de connexion.

▷ On note N la variable aléatoire égale au nombre d’arêtes du graphe G , c’est-à-dire le cardinal de A :

∀ω ∈ Ω N(ω) = Card(A (ω))

I-C-1. Généralités

11. Déterminer la loi de N en fonction des paramètres m =
n(n − 1)
2

et p. En déduire les valeurs de E(N) et V(N).

I-C-2. Points isolés

Dans toute la suite, l’entier n n’est plus fixé, et on étudiera notamment certaines propriétés asymptotiques valables

dans la limite n → +∞. Notamment, la probabilité que deux sommets soient reliés pourra dépendre de n, et on la notera

donc pn. Pour les autres objets (le graphe, l’univers probabilisé), la dépendance en n pourra être gardée implicite.

Le but de cette partie est d’étudier le nombre Yn de points isolés dans le graphe à n sommets caractérisé par une

probabilité de connexion pn.

Pour tout k ∈ J1, nK, on note Ik la variable aléatoire indicatrice de l’événement « le sommet k est isolé » (c’est-à-dire

que Ik(ω) = 1 si le sommet k est isolé dans (S ,A (ω)), et Ik(ω) = 0 sinon).

12. Montrer que les variables aléatoires Ik suivent une loi de Bernoulli de même paramètre qn à déterminer.

13. Déterminer la valeur de E (Yn).
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14. Soient i et j deux entiers distincts de J1, nK. Calculer la probabilité que les deux sommets i et j soient isolés. En

déduire Cov(Ii , Ij) et V(Yn).

Cas des graphes « denses » On suppose que la dépendance en n de la probabilité de connexion pn est de la forme

pn = f (n)
ln n

n
où f est une fonction telle que f (n) −→

n→∞
+∞.

15. Montrer que ln(1− x) ⩽ −x pour tout x ∈ [0, 1[. En déduire que E (Yn)→ 0 quand n tend vers +∞.

16. Que peut-on dire de P (Yn > 0) quand n →∞? Interpréter le résultat obtenu.

Cas des graphes « peu denses » On suppose désormais que

pn =
n→+∞

o

(
ln n

n

)
17. Soient U et V deux variables aléatoires réelles. Démontrer l’inégalité suivante

E(UV)2 ⩽ E
(
U2

)
E

(
V 2

)
18. Soit W ⩾ 0 une variable aléatoire à valeurs dans R+, telle que E

(
W 2

)
> 0. Montrer que

P(W > 0) ⩾
E(W )2

E (W 2)

19. Calculer lim
n→∞

E (Yn)2

E (Y 2n )
. Que peut-on en déduire sur la probabilité que le graphe G soit connexe quand n →∞?

Partie I-D. Bonus

On considère G = (S ,A ) un graphe, où S = J1, nK.

20. Démontrer que si Card(A ) < n − 1, alors G n’est pas connexe.

21. Démontrer que si Card(A ) >
(
n − 1
2

)
, alors G est connexe.

22. Pour faire suite à la question 10, que vaut rg (L) lorsque L est la matrice laplacienne de G (et que G n’est pas

nécessairement connexe)? On pourra l’exprimer à l’aide du nombre de composantes connexes de G , c’est-à-dire le

nombre de classes d’équivalence pour la relation ∼ sur S : s1 ∼ s2 si s1 et s2 sont reliés par un chemin.

Exercice 1 (Initiation à la réduction des endomorphismes (diagonalisation ici).

Soit E un K-espace vectoriel. Soit f ∈ L (E).

Pour tout vecteur v ∈ E et tout scalaire λ ∈ K, on dit que

▷ le vecteur v est un vecteur propre de l’endomorphisme f associé au scalaire λ, ou que le scalaire λ est une valeur

propre de l’endomorphisme f associée au vecteur v , si, et seulement si, v ̸= 0E ET f (v) = λv ;
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▷ le vecteur v est un vecteur propre de l’endomorphisme f si, et seulement si, on peut lui associer au moins une valeur

propre.

▷ le scalaire λ est une valeur propre de l’endomorphisme f si, et seulement si, λ on peut lui associé au moins un vecteur

propre ;

1. Montrer que tout vecteur propre v de f admet exactement une valeur propre.

2. Montrer que tout scalaire λ ∈ K est une valeur propre de f si, et seulement si, l’endomorphisme f − λidE est non

injectif.

3. Soit n ∈ N∗, puis (λ1, . . . , λn) ∈ Kn fixés deux à deux distincts (question 3, 4, 5). Montrer que les noyaux Ker (f −λi idE)

sont en somme directe, à savoir que l’application suivante est injective : Ker (f − λ1idE) × · · · × Ker (f − λnidE) →

E, (v1, . . . , vn) 7→ v1 + · · ·+ vn .

4. En déduire que toute famille de n vecteurs propres associés respectivement aux λi est libre.

5. Soit A ∈ Mn(K). Soit P ∈ GLn(K). Montrer que la matrice P−1AP est diagonale si, et seulement si, la liste des

colonnes de P est une base de Mn,1(K) formée de vecteurs propres de l’endomorphisme X 7→ AX, qu’on notera A.

6. Monter que toute matrice

a b

c d

 ∈M2(K) est inversible si, et seulement si, son déterminant ad − bc est non nul.

7. Montrer que toute matrice symétrique réelle d’ordre 2 est semblable à une matrice diagonale. Indication : Dans le cas

d’une matrice non diagonale, on pourra chercher les valeurs propres de l’endomorphisme canoniquement associée.

***
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