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23.1 GROUPE SYMETRIQUE, GROUPE ALTERNE (RAPPEL)
1. Toute permutation d’'un ensemble fini non vide s’exprime comme le
produit d’au moins une liste de transpositions.
2. Action définie par

o (X1, %2, o Xn—1, Xn) = (Xg-1(1)s Xo=1(2)1 + - 1 Xg—1(n=1)+ Xg—1(n))-
Relations id- X =X et

3. Action définie par

02 (01 X) =00071 - X

f-o(x,x,..., Xp—1,Xn) = f(a c(x1, %0, Xn_l,Xn)).
Relations f-id=f et (f-o01)-00=F"-0100%.
4. Lasignature sur les permutations d’un ensemble fini non vide E est

30. (Exo*) Soit £ un K-e.v. muni d’'une base # = (by,..., b,). Pour
tout | € F/”([[l, n]]), on pose %, = (b;)jc; et p; la projection linéaire sur
Vect(%,) parallelement a Vect(%;). Montrer que les applications
(x1 ..... xp) — detg, (p/(xl) ..... p,(xp)), pour | € Zp([1, n]]), consti-
tuent une base de I'espace des formes p-linéaires alternées sur un E.
31. Comparaison des déterminants dans deux bases finies.

32. Caractérisation, en termes de déterminants, des n-listes liées parmi
les n-listes d’un espace de dimension n. Idem pour les n-listes libres et
les bases.

23.5 DETERMINANT OPERATIONNEL
33. Effet d'un endomorphisme sur le déterminant d’'une liste de vecteurs

définie comme étant 'unique homomorphisme de (Sg, o) dans ({—1; +1}. Xdans une base quelconque.

qui a toute transposition attribue la valeur —1.

5. Le n-iéme groupe alterné, des permutations dites paires, noté A,,
est défini comme étant le noyau de la signature sur le groupe symétrique
(Sn. o).

6. (Exo) Soitn € [2, oof. Soits € Sp\A,. Montrerque S, = A,UAs
et A,s = s A,. Généraliser a tout systéme de représentants des fibres au
dessus d’'un homomorphisme de groupes.

7. Lafonction f € F(E", C) est dite antisymétrique si, et seulement si,
f - T = —f pour toute transposition T € S,.

8. Sif € F(E", C) est antisymétrique, alors f - ¢ = e(o)f pour tout
o€ Sn-

23.2
9. Définition d’'une forme bilinéaire sur un K-e.v.
Enexemple: K3 (x1,x)—y =x1 X x € K.
10. (Exo) Engendrement : E2 — K, (x1, x2) — f(u(x1), u2(x2)) est bili-
néaire si uy, u> : E — F sont linéaires et si f : F? — K est bilinéaire.
11. Stabilité : £o(E, K) est un sous-espace du K-e.v. F(E? K).
12. Définition d’'une forme bilinéaire alternée sur un K-e.v.
13. (Exo) Image, par une forme bilinéaire alternée, d’'un couple lié.
14. Toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique. Et la réciproque
est vraie car 1g n’est pas son propre opposé.
15. (Exo) Si f est bilinéaire alors f — f - 7, 00 7 := (1 2), est bilinéaire
alternée.

16. (Exo) Décrire toutes les formes bilinéaires alternées sur un plan vec-
toriel réel donné. Interprétation géométrique.

FORMES BILINEAIRES ALTERNEES

23.3
17. Définition d’'une forme n-linéaire sur un K-e.v.

FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

Enexemple: K"3 (x1,....,xp) >y =x1 X - Xx, €EK.

18. (Exo) Engendrement: E” — K, (x1,...,Xxn) — f(u(x1), ..., un(xn))
est n-linéaire si uy,...,u, : E — F sont linéaires et si f : F" — K est
n-linéaire.

19. Stabilité : £,(E, K) est un sous-espace du K-e.v. F(E", K).

20. Définition d’une forme n-linéaire alternée sur un K-e.v.

21. Stabilité : A} (E) est un sous-espace du K-e.v. £,(E, K).

22. Image, par une forme n-linéaire alternée, d’'une n-liste liée.

23. Antisymétrie des formes multilinéaires alternées.

24. (Exo) Décrire toutes les formes trilinéaires alternées sur un espace
vectoriel réel donné de dimension 3. Interprétation géométrique.

25. Lemme d’engendrement d’une forme n-linéaire alternée a partir d’'une
forme n-linéaire.

26. La droite vectorielle des formes n-linéaires alternées sur un K-e.v. de
dimension n.

23.4

27. Définition de I'opérateur déterminant dans une base % sur les n-listes
de vecteurs, ordonnés d’un premier a un n-ieme et dernier, comme étant
'unique forme n-linéaire alternée qui attribue a la base % la valeur 1.

28. Etant donné une base % = (b1, . . ., by), toute forme n-lingaire alter-
née s’exprime comme le produit du déterminant dans la base % par un
scalaire.

29. Expression du scalaire déterminant d’une liste de vecteurs dans une
base en fonction des coordonnées dans cette méme base.

DETERMINANT VECTORIEL

1/[f]

34. Définition du déterminant d’'un endomorphisme, indépendamment de
toute base.

35. Déterminant d’'une composée.

36. Caractérisation, en termes déterminants, des automorphismes (en-
domorphismes inversibles) parmi les endomorphismes.

37. Homomorphisme de groupes de GL(E) dans K* induit par le déter-
minant.

23.6  DETERMINANT MATRICIEL
38. Définition du déterminant d’'une matrice carrée comme étant le déter-
minant de I'endomorphisme canoniquement associé.
39. Déterminant dans la base canonique de la liste des colonnes.
40. Caractérisation du déterminant matriciel par rapport aux colonnes.
41. Expression du déterminant matriciel en fonction des coefficients ca-
noniques.
42. (Comme pour le rang). Lien entre déterminant vectoriel et détermi-
nant matriciel : le déterminant dans la base % d'une liste de vecteurs est
égal au déterminant de la matrice dans la base % de cette liste.
43. (Comme pour le rang). Lien entre déterminant opérationnel et déter-
minant matriciel : le déterminant d’'un endomorphisme est égal au déter-
minant de sa matrice dans la base %, arbitrairement choisie.
44. Déterminant matriciel d’un produit. Effet de la multiplication par une
matrice scalaire.
45. Caractérisation, a I'aide du déterminant, des matrices inversibles (en-
domorphismes inversibles) parmi les matrices carrées d’ordre n.
46. Homomorphisme de groupes de GL,(K) dans K* induit par le déter-
minant matriciel.
47. Déterminant de la transposée.
48. Caractérisation du déterminant matriciel par rapport aux lignes.
49. (Exo*) En reprenant les notations de I'exercice[30.] montrer que toute
p-liste (xl, S ,xp) est liée si, et seulement si, det@%/ (x1), ..., py (xp))

= 0 pour tout / € Z([1, n]).

23.7 CALCUL DE DETERMINANTS
50. Effet des opérations élémentaires.
51. Définition des cofacteurs d’'une matrice carrée A. Notation A; ;(A).
52. Développement par rapport a une ligne ou une colonne.
53. Déterminant d’'une matrice triangulaire.
54. (Exo) Déterminant d’'une matrice carrée triangulaire par blocs

A B
0 D

A 0
c D

55. Déterminant de Vandermonde. Lien avec les polyndmes de Lagrange.
56. (Exo) Soit n € [[2, 0o[; P € K[X] unitaire de degré n; E := K,_1[X]
et fp : E — E qui a tout polynbme Q attribue le reste de la division
euclidienne de XQ par P. Montrer que fp € .£(E) et calculer det(Xidg —
fp) pour tout A € K.

et

23.8 DETERMINANT MATRICIEL ET INVERSION
57. Définition de la comatrice d’'une matrice carrée. Notation Com(A).
58. (Exo) Lemme préparatoire : systéme linéaire carré et déterminant.
59. Relations entre toute matrice carrée, sa comatrice et son détermi-
nant.
60. Expression (universelle) de l'inverse d’une matrice inversible.
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