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MPSI 1

Mathématiques
DS 04

Samedi 2 décembre — 8h-12h

e Durée : 4 heures.
e Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.
e Le sujet est constitué de deux exercices et d'un probleme.

e Le sujet est long : il ne faut pas essayer de tout faire. Un sujet long vous permet de choisir
ce qui vous inspire le plus. Repérez les questions indépendantes, les parties indépendantes des
autres, etc.

e Prenez 10-15 minutes pour lire le sujet en entier et décider de la stratégie que vous adopterez.
e Encadrez, soulignez vos résultats et numérotez vos pages.

e A tout moment, vous pouvez admettre le résultat d’une question pour pouvoir continuer : il
suffit de le préciser clairement sur la copie.

e Si vous voyez ce qui semble étre une erreur d'énoncé, indiquez-le sur la copie.
e Essayez de changer de copie, au moins de page, lorsque vous changez d’exercice ou de partie.
e Laissez de la place dans une marge a gauche pour pouvoir noter plus facilement le devoir.

e Une réponse fausse, si elle ne laisse pas paraitre de calculs intermédiaires, compte 0 points;
avec calculs intermédiaires elle peut rapporter quelques points.

3 Bon courage ! 93
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En début de copie, merci d’indiquer votre objectif personnel pour ce devoir.

Exercice 1. Une équation fonctionnelle. Soit f : Ri — R, dérivable, vérifiant

¥x €RY, f' <1> = f(x).

X

*

1. Justifier que f est deux fois dérivable et démontrer qu'elle satisfait sur RY une équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients non constants.

Correction

Pour tout x dans RY, f'(x) = f(1/x). Ainsi, f’ est dérivable comme composée de
fonctions dérivables. Donc f est deux fois dérivable, et pour tout x > 0,

. . . . 1
Donc f est solution de I'équation différentielle y” + 2= 0.

2. On note, pour tout t dans R, g(t) = f(e'). Démontrer que g est deux fois dérivable et qu’elle
est solution d'une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

4‘ Correction

Pour tout x > 0, f(x) = g(In(x)). Ainsi, f'(x) = %g'(ln(x)) et f(x) = —ég'(ln(x)) +

1 1
;g”(ln(x)). Ainsi, comme ”(x) + ;f(x) =0, on en déduit que

Vx>0, =5 ¢/(I()) + 259" ((x)) + Z5g(n(x)) =0,

d'ou
Vx>0, ¢"(In(x)) — ¢'(In(x)) + g(In(x)) = 0,

donc, comme In est une bijection de R? dans R, pour tout t € R,

g'()-g()+g(t) =0

3. Démontrer que I'on dispose de deux constantes X et u vérifiant

Vx e RY, f(x)=+x <>\ cos (? In(x)> + psin (? |n(x)>> .
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Correction

L’équation caractéristique de I'équation différentielle précédente est r> — r +1 = 0, de

discriminant 1 — 4 = —3, d’ou deux solutions,
1—-iV3 1+iV3
X1 = 5 et xo = > '

d'oll deux constantes A et u vérifiant

VteR, g(t) = es <>\cos (égt) + wsin (?t)) .

In(x)

D'ol, comme e 2z = /X,

Vx € RY, f(x)=+x <>\ cos (? In(x)) + wsin (? |n(x)>> .

1
4. En déduire I'ensemble des fonctions vérifiant (x) = f (x) pour tout x > 0.

Correction

Analyse. Soit f une telle fonction. On sait que f’ <

) = f (x) donc on dispose de A, u

X | =

tels que f soit comme ci-dessus. Or,

f'(x) = % (A cos (? |ﬂ(X)) + psin <\2@ In(x)))

+ VX (;/jksin (\f In(x)) + gucos (ég |”(X))>
— % (Hg@u cos (? In(x)) + %msin (? |n(><)>>

On en déduit que

., ()1() _ (W o (\/5 In(l/X)> i “_zﬂsin (ﬁln(l/x))>

2 2 2
= VX M 5 é In(x) | — @ o @ In(x)
2 2 2 2
1
Ainsi, comme ' x> = f(x), en évaluant en x = 1, on trouve

AV e [ e

Synthése. Réciproquement, une telle solution fonctionne bien! (le vérifier, mais oui, cela
fonctionne!)
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Exercice 2. Moyenne AGH de trois réels. Pour tous n dans N* et (a1, ..., an) n réels strictement
positifs, on définit :
. . a+--+a
e la moyenne arithmétique de (ay, ..., ap) par M(aq, ..., an) = %
e la moyenne géométrique de (ay, ..., ap) par G(ay, ..., an) = (ag x -+ % an)%,
. n
e la moyenne harmonique de (as, ..., ap) par H(ay, ..., ap) =11
atoTs,

A. Inégalités entre moyennes.

1
1. Soit (a, b, ¢) € (R%)*. Développer E(a—i—b—i—c) ((a=b)?>+ (b—c)® + (c — a)?) et en déduire
que M(a%, b3, %) = G(a° b°, c3).

4‘ Correction

On calcule!

1 1
§(a+b+c)((afb)2+(bfc)2+(cfa)2):§(a+b+c)(32—2ab+b2+b2—2bc+c2+c2—2ca+a2)

1
= §(a+b+c) (2a® + 2b + 2¢? — 2ab — 2bc — 2ca)
=(a+b+c)(a®+b*+c?—ab—bc—ca)
= a% + ab® + ac® — a°b — abc — ca®
+ ba® + b® + bc? — ab? — b’c — cab
+ca’+ ch®+ ¢ — cab— bc® — ca

=a+ b3+ 2 - 3abc

Ainsi, comme la quantité de départ est toujours positive, on en déduit que

ad+b+c3

S+ b3+3 > 3abc, ie. 3

> Va3b3c3, soit ‘ M(a® b3 c3) > G(a® b3, ).

2. En déduire que
Vix,y.z) € (RY), G(x,y,z) < M(x,y,z) puisV(x,y,z) € (R}), H(x,y,z) <G(x,y,2).

On pourra exprimer H(x, y, z) a I'aide d’une certaine moyenne arithmétique M(a, B3, ).

Correction

Soit (x,y,z) € (R%)>. Alors en posant a = v/x, b = /y, ¢ = v/Z et par la question
précédente, on a immédiatement G(x,y, z) < M(x,y, 2).

Ensuite,
3 1 1 1
Alxy2)=1omes wEr) Se(iry) o Vxyz =[G y.2)
x'y'z x'y'z Xyz
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B. Etude de trois suites récurrentes.

Soient a, b et ¢ trois réels tels que 0 < a < b < ¢. On définit les suites (tp)nen, (Vn)nen €t (Wh)nen
par ug = a, Vo = b, wp = ¢ et, pour tout n dans N,

Une1 = H(Un, Vo, Wn), Vg1 = G(Un, Vi, Wa), Wiyt = M(Upn, Vi, Wy).

3. Démontrer que pour tout nde N, 0 < u, < v, < w,.

Correction

On démontre le résultat par récurrence.

Initialisation. Sin=0,0<a< b< cdonc0< g < vp < Wy.

Hérédité. Si 0 < u, < v, < w,, on sait que 0 < H(up, Vp, W) = Ups1, PUiS que
H(Upn, Vi, Wn) < G(Up, Vi, W) donc tpi1 < Vo1, puis que G(up, Vi, W) < M(up, Vi, Wy)
donc vpy1 < Wypq, d'oll I'hérédité.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition est vraie pour tout entier naturel
n par le principe de récurrence.

Remarque. L'inégalité entre u,, v, et w, n'est pas déduite par récurrence, c'est juste la
stricte positivité.

4. Démontrer que (u,)nen est croissante et que (w,)aen est décroissante.

4‘ Correction

Soit n dans N. Etudions d'abord le signe de Upy1 — Up -

Un+17 1 3 - 3
Up U+t LHE+HE
u u u )
Or, 1+ 2+ 2 <3 donc il > 1 donc (up) est croissante.
Vi Whn Up
Ensuite,
Uy + va +w, Up — Wp) + (Vh — W,
Wny1 — Wp = i ?:7 n_Wn:(n n)3(n n)<0’

donc (w,) est décroissante.

5. En déduire que (up)nen €t (W,)aen convergent, puis que (vj)qen converge.

Correction

(un) est croissante et (w,) est décroissante et pour tout n dans N, v, < w, < w
donc (up) est croissante majorée, donc elle converge. De méme, (w,) est décroissante

et minorée par ug donc elle converge.

o o Un + Vn + Wn
Ensuite, on sait que wp4; = ———— donc v, = 3Wp41 — Uy — W, donc, comme

(Whye1) est extraite de (w,), (v,) converge.

6. Démontrer que les trois suites précédentes convergent vers la méme limite.
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Correction

Sionnote £ = |m up £ = lim v,et?’ = lim w,, alors on sait par la question
n—s+o0 n—-+o00 n—+o00
L+ 2
précédente que £ =3¢ — £ —¢", donc que £’ = .
o+
On sait de méme que £ < ¢ < £” donc < ¢ donc ¢ < ¢, donc ¢ = ¢ Donc
o+
{= 5= 2. D'ou I'égalité entre les 3 limites et le résultat !

Probléme 1. Etude d’un opérateur intégral

On note €(R, R) I'ensemble des fonctions continues de R dans R. On définit I'application T sur
% (R,R) comme suite. Si f appartenant a € (R, R), la fonction T(f) est la fonction définie par

tf(t)
dt.
1+ t2

Vx € R, T(F)(x) = 1—/X
0

T (f) est donc une fonction de R dans R. Par exemple, si f : x — 1 + x2, alors pour tout x dans R,

R e D

1
V1+x2

On note o I'application définie par : Vx € R, ¢(x) =

A. Questions préliminaires

1. Justifier que si f € € (R, R), alors T(f) € €(R,R). T est donc une application de € (R, R)
dans €(R, R).

tf(t) xf(x)

X
L'application x dt est une primitive de x +> )
ok /O 1+ 2 P 1+ x2

’dérivable donc continue ‘ donc T(f) est ’dérivable, donc continue ‘

Elle est

2. Démontrer que T () = .
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Soit x dans R. Alors

1l =

NIl —= N

t

X 1
T =1- ——_dt
(P)(x) /0 VIitZl+1t2
X
t
[
o (1+1t2):

1 [ 2t
- /73dt
o (1+12)3
{_2

=1+ 7 1 =[]

1 X
\/1+t2}0

B. Une suite de fonctions

On définit la suite (f,),cy d'éléments de €(R, R) ainsi :

on donne la relation de récurrence

VneN, frg =T ().

on se fixe une fonction fy de € (R, R) et

On se propose de montrer que si x est un réel fixé, la suite numérique (f,(x)),cy converge vers le

réel p(x) lorsque n tend vers +oo.

B-l. Une suite auxilliaire

On définit, pour n dans N, g, par la relation f, = ¢ + (—1)"g,.

3. Montrer que :

VYneN,Vx € R, ghr1(x) =

x t
—_— t)dt.
/O 1+t2gn( )

Soit n € N. Soit x € R. Alors

X t n X t
| mree@d=cv [

(0 — f(2))dt

_ (—1)”/0XH_tt2<p(t)dt—(—1)”/OX £.(t)dt.
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Xt
Or,/O mf(t)dt: 1—T(f)(x), donc

D’ou le résultat désiré.

B-1l. Une suite particuliére

On se propose d'étudier un cas particulier (), de suite définie par la relation de récurrence

précédente.

A cet effet, on définit la fonction gg par Vx € R, g5(x) = 1 et la suite de fonctions (gj),cy Par :

* x t *
VHEN,VXGR,Q,,+1(X)=/O mgn(t)dt
On pose alors, pour tout n dans N,
VneN,fy=p+(-1)"g;.

4. Déterminer g et g5.

4‘ Correction

Soit x € R. Alors

*(x)—/XLdt— E|n(1+zt2) X—lln(1+t2)
A A -k ) .2 '

De méme,

* 1 x t 2
g2(X) = E o mln(l +t )dt

1 [~ 2t

== — In(1+¢°
4/0 1T n( +t )dt
11 x

= — |:8|n(1+t2)2:|

4 0

1

5. Montrer que Vn € N, 3a, € R,Vx € R, g;(x) = a, [In (1 + x?)]".
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Correction

On démontre le résultat par récurrence sur n.
L'initialisation est évidente en posant ag = 1.

anIn(1+ x)".
Alors

X
* t *
R A HOL

X
t 2
:a,-,/ov mln(1+t )ndt

an [~ 2t %

=2 [ = i1+ )dt
2/0 Ty ")
an [ 1 5 x

= In(1 + )"+
2 [n-ﬁ-ln( )

0

dn 2\n+1
—|—9" _In(1 .
2+ ")

Donc

Pour I'hérédité, soit n € N. On suppose que I'on dispose de a, € R vérifiant g (x) =

g:+1(X) = an+1 |n(1 + X2)H+1, O[J an+1 =

a

2(n—7— 1)

D’'ou I'hérédité et le résultat! (en fait, a, = ).

2nnl

6. Soit x un réel. Déterminer la limite de g;(x) puis de 1, (x) lorsque n tend vers +oc.

4‘ Correction

On remarque que, pour tout n dans N, a, > 0 (récurrence immédiate). Ainsi,

a
0< ap < =,
2
a
donc, pour tout ndans N, 0 < a, < LA 0, donc|gn(x) — 0|
2N p—s4oo0 n—-+oo
Ainsi,
r(x) — 1
n( ) n—-+oo
B-11l. Retour au cas général

Dans cette partie, fy est une fonction quelconque de € (R, R). On fixe un réel positif a.

La fonction go définie par go = fo — @ étant continue sur [—a, a], on admet qu'elle est bornée : on

dispose de m et M deux réels vérifiant : Vx € [—a, a], m < go(x) < M.

7. Etablir que : Yn € N, Vx € [0, a], mgi(x) < gn(x) < Mgi(x).
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Correction

On démontre le résultat par récurrence sur n.

L'initialisation est évidente car g5(x) = 1 pour tout x dans R.

Pour I'hérédité, soit n € N tel que pour tout t dans [0, a], mg(t) < gn(t) < Mg} (t).
Alors, pour tout t dans [0, a], comme t > 0,

(1),

t t
tzgn(t) ~ 1 + tzgn

t
tzgn(t) ST+

1—|—

dong, si x € [0, a], ’en intégrant I'inégalité entre 0 et x ‘ on obtient

[MGr41(x) < g1 (x) < Mgpi1 (), |

d'ou le résultat voulu!

8. A l'aide des résultats précédents, montrer que :

Vx € [—a, a], mg;(x) < gn(x) < Mg (x)

Correction

Déja, si x € [0, a], comme on a, pour tout n dans N,

mg;(x) < gn(x) < Mgy (x),

et que gr(x) il 0, on en déduit, par encadrement, que gn(x) = 0.
o0

Ensuite, si x e [ a, 0], on peut reprendre la preuve précédente par récurrence. Cependant,
dans I'hérédité, pour tout t dans [—a, 0], comme t < 0, on a

a(t) < (t)<m

1+tzgn()

Ensuite, si x € [~a, 0], en intégrant |entre x et 0], on obtient

—Mgp1(x) < =gnt1(x) < —mgp 1 (x),

1+t2g” 1+t2g”

d’'ou le résultat en multipliant par —1. Par encadrement, on en déduit que g,(x) j) 0.
n——+00

9. En déduire que, pour tout réel x, la suite numérique (f,(x)),ey converge vers @(x).

Correction

Soit x dans R. Soit a > 0 tel que x € [—a, a]. Alors on a montré que g,(x) " 0,
n—-+00

donc

00 = 000 + (—1)"an() —_0(x).
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C. Valeurs propres et vecteurs propres de T

C-1. Une équation aux valeurs propres

On se propose a présent de déterminer les fonctions @, de (R, R) non nulles et les réels A non
nuls tels que :

T(px) = Apa. (Ex)
10. Montrer que si une fonction ¢, satisfait a (E,) alors elle satisfait a I'équation différentielle :
N+ ——y =0 (Dx)

14 x2

Correction

On sait que F(px) = Apx. Donc, pour tout x dans R,

* ta(t)
]_ — =]
/0 11t =2

donc, en dérivant par rapport a x (on voit que le membre de gauche est dérivable, donc
le membre de droite aussi), on obtient

X
—W@A(X) = A‘P’x(X),

donc

X

D’ol @, est solution de (D,]).

11. Pour X # 0, résoudre I'équation différentielle (D,]) sur R. Montrer que I'ensemble des solutions
est de la forme {C8,, C € R}, ol 0, est une fonction que |'on précisera.

4‘ Correction

L'équation (D,]) est équivalente &

, X

Yt xa+x? =0

X 1
Or, une primitive de x — m est B3N In(1+ x?), donc I'ensemble des solutions de

I"équation est

1 C 1
{x+s Ce mn+) C e R} =|{x+s ———— CeR}p = Vect(p>).
(14 x2)x

12. Déterminer C de maniére a ce que C, soit solution de (E,)). En déduire que pour tout réel
A # 0 il existe une unique solution ¢, non nulle de (E,J) dont on donnera I'expression.
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Correction

Soit C € R. Alors

Xt dt 1 /X 2t
: = — = _dt
o 1+ 1 +2)x  2Jo (1+t2)H=

1 1 *
— “A0x(x) + A

Ainsi, on a les équivalences

X
1— C/ Ttﬁex(t)dt = ACOy & Vx R, 1 — C(=A0x(X) + A) = ACO(x)
0

<:>1~C>\:O<:>C:l.

A
Donc I'unique solution de (E,) est
1 1 1
X —0h((xX)= =-————

C-1l. Convergence vers un vecteur propre

Pour X # 0 on définit la suite (F,),cy d'éléments de € (R, R) par Fy € €(R, R) et par la relation :

1
VneN,Fn+1sz(Fn).

13. En reprenant la démarche de la partie [B] montrer que, pour tout réel x, la suite numérique
(Fa(x)),en converge vers @y (x) lorsque n tend vers +oo.

Correction

Je pense que personne ne va faire cette question : si vous la faites, je regarderai bien en
détail, mais I'idée est de poser G, tel que F, = @y + (—1)"G,, de vérifier que G,11(x) =

1 /M t : o
X/ mGn(t)dt, de prendre G la suite G, mais initialisée a G = 1, et de montrer
0
ainsi, par encadrement, que G,(x) — 0 pour tout x.
n—-+oo
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