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TD 1
Calculs algébriques

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. ©OO Calculer les sommes et produits suivants :

: " ok — 3k . 2 1
So=D K=K, To=D ~per U,,H<1+k+k2>.
k=1 k=1 k=1

—‘ Correction

Il suffit de bien séparer les sommes por se ramener a des sommes connues :

n
Sn=Y_ K:(n—k)
k=1
n
=> nk?—k*
k=1
n n
=n) K(=) K
k=1 k=1

_ n(n+1)(2n+1) nP(n+1)?

- 6 Ty

_ % (2(2n+1) = 3(n+ 1))

n?(n+1)(n—1)
12

De méme,

n

ok _ 3k
Tn= Z 4k+1
k=1
n

2k 3k
= Z 4k+1 gk+1
k=1

4 2 4
k=1

1<~ /1\F 1 3\
-2 () 52 0)
_111-4% 131-%
T421-1 2413

1 1 3 3n
=5lt=)=zle=5)

1 3n+1 1
=2t o

Pour U,, on remarque que

1+3+i_k2+2k+1_(k+1)2
ko k2 k2 k2
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Donc, par télescopage
Up=(n+1)>

Exercice 2. @@0O Soit n € N*. Calculer : A, = Z max(i,j) et B, = Z i

1<ij<n w<igy<n?
Pour la premiére somme, on écrit la somme double et on la sépare en trois :
n n
= ZZmax(/,j)
i=1 j=1
n i—1 n n n
= ZZ max(/,j) + ZZ max(/, ) + Z Z max(/, J)
i=1 j=1 i=1 j=i i=1 j=i+1
n i—1 n
Sy iy X
=1 j=1 =1 1<i<y<gn
n n j—1
S DLW N
=2 j=1 =1 Jj=2 i=1
n i—1 n
=2) "N i) i
i=2 j=1 i=1
n n
=2) " P—i+> i
i=2 i=1
n n
=2) P—i+ ) i
i=1 i=1
L n(n+1)2n+1) n(n+1)2n+1)
= 221 =2 - = 2 .
Pour la deuxiéme somme, on met a l'intérieur la somme sur 7 :
n j—1 . n Jj—1 n
B =3 " Zj >i= Z Y B R Ut LR RN
Jj=2 i=1 j=2

Exercice 3. @@0O Calculer

’—‘ Correction
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On calcule S, en I'écrivant comme un produit double :

Sa= ][] ii

1<ij<n

n n
=111
i=1j=1

n n

= H i" Hj car I est une constante dans le produit interne sur .
=1 j=1

= ﬁ(/”n!)

= ()"
i=1

o (11

= (")"(n)" = (n1)2".

Pour calculer T,,, on peut faire les dessins comme en TD ou bien remarquer que

IT i

. 1<ijgn Sh Sh -
T, = H ij= — = — :m:(n!) )
1<ij<n H l H 2 '
i) 1<ij<n
i=j i=1
Ensuite, on remarque plusieurs choses : si I'on appelle D, = H ij,onalU,=W,x D,
1<ij<n

i=J
(on sépare le produit pour 1 < i < j < nen le produit pour 1 < 7 < j < n fois le produit
pour 1 < 7 =j < n). Ensuite, comme les variables sont muettes et que I'expression ij est
symétrique en / et en J,

Ur= [ ab= [ ba= [ ii=Va

1<ab<n 1<ab<sn 1<y<ign

et, de méme, W, = X,. Enfin, T, = W, x X, = W2, donc W, = /T, = /(n)2n2 =
(n)™1, donc U, = (n)"L x (n)? = (n1)"*1, et, de méme, V, = (n!)"1.

Exercice 4. @ OO Calculer les sommes suivantes

Ry = kzk@ Spp = kzp;(—nk(;’) favec p < 1]

Correction

On propose deux méthodes :
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. n n—1Y\ .
e On utilise k(k> = n(k 1), i.e.

_ "n n—1

B k—1
k=1

=n k—1 .
k=1

On effectue le changement de variables £ = k — 1. Quand kK = 1, £ = 0, et quand
k=n,£=n—1. Donc

n—1 m— il -
R, = ”Z ’ =n2""",
£=0

par la formule de la somme des coefficients binomiaux (cf. cours). De méme, on écrit
que

Tnzki:lW(Z) :kzn;knc(’ ) nZk(n_l>

On effectue le changement de variables £ = k — 1. Quand kK = 1, £ = 0, et quand
k=n £=n—-—1. Donc

Tn—n;(ZﬁLl)(nzl)

=27 ) 5 ()
=0
n—1 1
= nZZ( ) ( ) (on a éliminé les termes nuls)
=1 =
n—1
— n—1
—n;(n <e1>+n2
=n(n—1)2"2 4 n2"" 1,

n n
e Autre méthode : posons f : x — Z( )X Alors f' @ x — Z( )kxk_l. Alors
k=0
R,=f'(1).Or, f : x = (x+1)", donc ' : x — n(x+1)""t, donc R, = f'(1) = n2"*.
Ensuite pour T,, il faut remarquer que pour tout x

n n n
F(x) =Y k(k=1)x*2 =" Kk2xk2 =" kxk2,
k=0 k=0 k=0
donc (1 Zk2 Zk ie.n(n—12"2=T,-5, doi T,!

. n—1
Pour S, . en regardant quelques exemples, on conjecture que S,, = (—1)° b ) On

peut le démontrer par récurrence, mais on va proposer une méthode plus rapide : soient n
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dans Net p e [0,n] :

-1 =1l
ol ax = (—1)¥ (n B ) donc, par télescopage, Spp = ap —a-1 = (—1)P (n , )

Exercice 5. Suite homographique. ®©O Soit (u,) ey la suite définie par ug = 3 et

4y, — 2
Vn e N, = )
n Un+1 up+1
1. Montrer que pour tout n € N, u, > 1.
2. On définit (V) ey Par
up — 2
VneN, v, =2
u,—1

Déterminer |'expression du terme général de ( v, ).

3. En déduire la limite de (v,), puis la limite de (up).

Exercice 6. ®©O Discuter, en fonction de la valeur des paramétres X\ et w, des solutions réelles
du systeme linéaire suivant.

x—y=1
Ax —uy =0
ux + Ay = u
—‘Correction
Soient (x, y, z) dans R®.
x—y=1 x—y=1
MX—uy=0 &< A=—p)y==-X Lo+ L=,
pux + Ay = (W +XN)y=0 Lz« L3—pl,

e SiA+u =0, alors u = —X, et le systéme s'écrit

x—y=1
2y =—A

Donc,
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— Si A =0, le systéme devient x — y = 1, qui posséde une infinité de solutions : en
posant y = a, o € R, on obtient comme ensemble de solutions

{0)=(0)+=() =en}

. . A 1 1 .
— Si A # 0, la deuxiéeme équation donne y = —5 donc x = 5 d'oll une unique
solution, (1/2,1/2).

x—y=1
e Si A+ u # 0, alors le systéme devient < (A —pu)y=—X, i.e., en faisant L, <> L3,
y=0
x—y=1
y=0  d'ou, en faiant Lz < (A — u)Lo,
A —w)y=-X

ox <
1
| © =
>

— siA#0, il n'y a pas de solution.

— Sinon | y a une unique solution, x =1 et y = 0.

Stratégie de résolution. Pour ce TD, il faut insister sur 2 points :

e le plus important, les calculs de sommes/coefficients binomiaux/etc. Faire en priorité |'exer-
cice [7] [L0] [13] Ensuite, regarder d’autres exercices comme le [12] (trés bon exercice de
révision de différentes méthodes), [11] [15] et [L6]

e pour les systémes linéaires, vérifiez rapidement que vous savez faire des systémes de base
(si ce n'est pas le cas, faites [20] et 21)). Faites[22]si vous avez mal compris le principe des
parameétres. Ne pas y passer trop de temps.
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2 Sommes et produits

Exercice 7. @ OO Calculer au moyen d'un télescopage les sommes suivantes pour tout entier n
non nul

L.S,=> In <1+i>
k=1

Une simple petite transformation apporte directement un télescopage :

S, = z”: In (1 + i)
k=1
= éln (kzl)
= iln (k+1) —In(k)
k=1

= Ir:(n +1)—1In(1) =In(n+1).

3>

2. Tp= k.k!
k=1

4‘ Correction

On remarque que

n n
To=> kkl=Y (k+1—1)k! «coupduly»
k=1 k=1

- i(k + 1)1 — k!
k=1

=(n+1)!-1.

4 1
3. (e@0O)U, = kz:; m

Pour la derniére somme, on cherche trois réels a, b, ¢ tels que

a b c

Vk € Z\{~2.-1,0}, Tt s

1
(k+1)(k+2)  k
On peut tout mettre au méme dénominateur mais je vous dévoile dés maintenant la
technique que vous verrez en janvier : multiplions I'égalité précédente par k et évaluons

kb k
en 0 : la multiplication par k donne kT D(k12) =a+ PanE] + P +C2. Maintenant,

. 1 - .
en évaluant en 0, on obtient — = a. De méme, en multipliant par k + 1 et en évaluant

en —1, on trouve b = —1. Enfin, en multipliant par k 4+ 2 et en évaluant en —2, on
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1
trouve ¢ = —5 d'ou, pour tout k dans Z \ {—2, —1, 0},

v .1t .1 11t . 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 2k+2) 2k 2k+1) 2k+1) 2k+2)
= Uk — Uk+1,

si I'on pose —1 l— L = L d'ou
Pose k=2 \k " k+1)  2k(k+1) °

1 1

n
T = — = — =
n Z Uk = Uk = th = Uni1 = 7 2n+ 1)(n+2)

k=1

Exercice 8. Divergence de la série harmonique. @ OO

1. Montrer que pour tout entier n,

4‘ Correction
2”

o 1 n
On démontre le résultat par récurrence sur n (la proposition est P, : Z P > 5)'
k=1

Initialisation. pour n = 0, la some de gauche est égale a 1, et donc supérieure a O.
Hérédité. on suppose la proposition vraie au rang n. Alors

ontl on on+l

1 1 1
PrErEt X v
k=1 k=1 k=2n+1
a n 11
Or, Z P > 5 par hypothése de récurrence. Enuite, Vk € [2" + 1, 2"1], p > SrFL
k=1
donc
2/H~1 2/H~1 1 2I’1+1 2!’1 l
Z - Z ontl — ~ ontl o
k=2n+1 k=2n+1
donc
2 1 n+1
n n
> =
k= 2 +-2 2
k=1

d'ou I'hérédité, et la propriété par le principe de récurrence.

1
2. Qu'en déduire sur la convergence de S, = P ?
k=1

On admet qu’une suite croissante non majorée tend vers +oc.
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4‘ Correction

. n .
On en déduit que pour tout ndans N, Son > > —+> +00. Comme (S,) est croissante,
n—-+oo

on en déduit que S, — +oo0.
n—+oo

Exercice 9. ®©O En regroupant judicieusement les termes, calculer la somme

an(—nkk
k=0

pour tout entier non nul n.

Correction

On va regrouper les termes 2 par 2, en écrivant

2n n n n
> (=D)Fk =D (—1)%P2(2p+2)+(-1)P T (2p+1) = Y (2p+2)—(2p+1) = D 1 =n+1.
k=0 p=0 p=0 p=0

Exercice 10. @ ©O Calculer les sommes suivantes

L Sy= > i

1<i<j<n

Correction

On calcule directement :

n j—1

S = Z Z m
Jj=2 i=1

n

YN
j=2 i=1
= JG-1)
_2172
_ " j(-1)
_;Jiz

— ;J_le?) 7]2
1 <n2(n+ 1> n(n+1)(2n+ 1)>

2 4 6
1
— % (Bn(n+1) — 2(2n + 1))
_ n(n+1) 2
= (3n% +3n—4n —2)
_ n(n+1) 2
== (3n% +3n—4n —2)

n(n+1)(3n%> —n—2)
24 ‘
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2. Uy = Z (j— 1) [avec n > 1]

1<i<j<n
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Pour U,, on va proposer deux méthodes !
Premiére méthode : séparer la somme en deux.

U= Zj— Zi

1<i<ygn 1<i<j<n
n—1 n n—1 n
=2 2. -2 >
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n—1
= 1
:Z(n I)/+ +ﬂ Z(n—l)
i=1
_”‘1(n—/)(n+1—/)
B 2
=1
1”*
_EZ n(n+1)—2n+1)i+i°)
1 =1l -1)(2n-1
=—(nn+1)(n—-1)—(2n+1) nn )+n(n J2n—1)
2 2 6
_n(n—1) o 2n+1+2n—1
2 2 6
_n(n—1)6n+6—-6n—3+2n—1
2 6
~n(n—1)(2n+2)
N 12
_n(n—=1)(n+1)

Deuxiéme méthode : par un changement d’indices.

Un:izo_l)

i=1 j=i+1

Posons | =j —1i. Alorsquand j=i+1,/=1,quand j=n, | =n—1i. Donc

n—1 n—i
Up=>_>"1
i=1 I=1
_”zjl(n—w—l)(n—/)
B 2
i=1
Posons k=n—1/. Quandi=1, k=n—1. Quandi=n—-1, k=1. Donc
n—1
(k+ 1)k
U= 5
k=1
1 n(n—l)(2n—1)+n(n—l)
2 6 2
~_n(n—=1)2n+2
2 6
_n(n—1)(n+1)
B 6
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Exercice 11. /négalité de Cauchy-Schwarz. @ @O Soient (as, .. ., an) ER" et (by,..., b,) € R".
Le but de cet exercice est de montrer

(Ee) <(54) (£4)

On note

1. Soit alors x un réel. Développer f(x) = Z(akx + by)? et I'écrire en fonction de A, B et

k=1
C.

.
Correction

On développe I'expression
n
f(x) = Z(akx + bi)?
k=1

n
=" alx® + 2apxby + b}
k=1

n n n
=x2Y A +2x> akbc+ > b}
k=1 k=1 k=1

— A% +2cx+ 8]

Correction

2. Déduire de I'étude du signe de la fonction f I'inégalité désirée.

Par définition, la fonction f étant une somme de carrés, elle est positive ou nulle sur
tout R. Mais on a vu en question précédente que f était une fonction polynomiale du
second degré, donc ’ son discriminant est négatif‘, ie.

(2C)* —4AB <0,

ie.|C? < ABJ d'ou le résultat desire!

3. Soient ay, a»,..., ap une suite de réels strictement positifs. Montrer que

() ()
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4‘ Correction

C’était une question bien plus délicate! On remarque que

n 2
" = (Z 1)
k=1
n 1 2
(&)
<Xn:(@)2> < no <\/::7>2> par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

() (552)

d'oul le résultat désiré ! |
Exercice 12. @@0O On se propose de calculer de trois maniéres différentes (dont deux vues en
n

N

2|~

cours : ce sont des révisions!) la somme S, = Z k2% (ot n € N).
k=1
n k
1. (calcul direct) Montrer que S, = 222" et en déduire la valeur de S,.

k=1 i=1
Correction

n k
Remarquons que E E ok = E k2K car 2% est constante dans la seconde somme.
k=1 i=1 k=1

n

Donc

n k
Sp=) ) 2
k=1 i=1
n n
=22
i=1 k=i
_ 2n—i+1

K 1-2
=1
n

— Z 2/(2”—/+1 _ 1)
=1

_ i(2n+1 _ 21)
i=1

2" —1
2—-1
— n2n+l _ 2n+1 49,

— n2n+1 -9
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2. (transformation d'Abel) Soient (a,)nen €t (bn)nen deux suites. On pose

n n
A, :Zak, B, :Zbk.
k=0 k=0

(a) Déterminer a, et b, en fonction de A,, A,_1, Bn et B,_1.

—‘ Correction

On remarque que a, = A, — A,_1 et que b, = B, — B,,_1.

(b) Montrer la formule suivante, appelée formule d'intégration par parties discréte ou for-

mule d’Abel :
n n—1
Y Bk =AuBr— Y Acbsr.
k=0 k=0

—‘ Correction

Calculons, en remplacant a, par son expression

n n
Z axBx = agBo + Z ak B
k=0 k=1

= aobo + Y (Ak — Ac-1) Bi
k=1

n
= agho + ZAkBk — Ak—1Bk.
k=1

Or, Bx = Bx_1 + by, d’ou

n n
Z axBx = apbo + ZAkBk — Ak—1Br—1 — Ak—1bk

k=0 k=1
n n
= aobo + Y (AcBk — Acc1Bi1) — > Axcibi
k=1 k=1

n
= agbg + AnBn — AgBo — Z Ak_1by par télescopage

k=1
n—1
=A,B,— ZAele par changement d’indice.
£=0

D’ou le résultat.

(c) Retrouver le calcul de S,.

Correction

On retrouve alors le méme résultat en prenant ax = 2k et Bk = k.

n

3. (Utilisation d'une fonction dérivée) On pose pour tout x dans R f(x) = Zx".
k=0

(a) Calculer la derivée de f et montrer que S, = 2f'(2).
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—‘ Correction

n
f est dérivable car c’est un polyndme et pour tout x dans R, f'(x) = Z kxk1.
k=0

On en déduit que

n n n
2F(2) =2 k2Kt =Y "2 x k2Kt =) koK,
k=0 k=0

k=0

(b) Exprimer, pour tout x dans R, f(x) sans le symbole somme et en déduire la valeur de
Sh.

—‘ Correction

On remarque que pour tout x dans R, f(x) est la somme des termes d'une suite
1— XnJrl

1—

géométrique. Donc, si x # 1, f(x) = , donc, pour tout x # 1,
—(n+ Dx"1(1 - x) — (1 — x"1)(-1)
(1—x)?
—(n4+1)x"+ (n+ 1)x"t 41 — x*1
(1—x)?
nx™ — (n+1)x"+1
(1—x)? '

f'(x) =

d’ou, en évaluant en 2, et en multipliant par 2,

2"t — (n+1)2" +1
(1-2)

S,=2f'(2)=2 = n2™l_pttl_ontl o — (p—1)2"t142

on retrouve alors le résultat demandé.

3 Coefficients binomiaux

Exercice 13. @©O Calculer les sommes suivantes (n est un entier naturel non nul) :

T”:kzn;kz(D’ U:ZH:(;;P:(D

k=0

—‘ Correction

Pour T,, comme dans I'exercice [} on propose deux méthodes :

. n n—1
e On utilise k(k) = n(k—l) :
_n2n_n n—l_n n—1
Tn—kz::lk (k)_;kn<k_1>_nkzlk<k_l>

On effectue le changement de variables £ = kK — 1. Quand k = 1, £ = 0, et quand
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k=n, £=n—1. Donc
T :nzn:(e+1)(”_1>
" L
£=0
o n—1 " /n—1
X REDN Y

?=0 £=0

n—1 m— il n—1 n_1
=n E 1) +n (on a éliminé les termes nuls)

L L

=1 =0

n—1 n_o
= =1l =

n;:1(n )<€—1)+n

=n(n—1)2""2 42" = n(n+1)2"2.

n

n
e Autre méthode : posons f : x — Z ( ) . Alors /1 x = Z( )kxkl. Alors

k=0
R,=f'(1). Or, f : x = (x+1)", donc ' : x — n(x+1)""t, donc R, = f'(1) = n2"" 1.
Ensuite pour T,, il faut remarquer que pour tout x

n n n
F(x) =Y k(k=1)x*2 =" Kk2xk"2 =" kxk2,
k=0 k=0 k=0

donc (1 ZkQ Zkle n(n—1)2"2=T,—R, douT,!

Pour U,, c'est du méme acablt, mais dans I'autre sens :
(= l)k
U —
Z 1
- (-1)K (n+ 1>
= +1\k+1
1 < 1
T+l (_1)k(z+ 1>
n-+ o e
n+1
n+1
“een 7y 20 (")

() )

1
n+1'

car la somme alternée des coefficients binomiaux est nulle.

Exercice 14. @00
1. Développer (14 x° + x")?° a I'aide du binéme de Newton.

2. En déduire, en organisant convenablement les sommes, le coefficient de x dans (1+ x° + x7)20.
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_‘ Correction

Développons (1 + x° + x7)%°

par la formule du bindme de Newton :

20
u+x5+ﬂfo=§:<?>w5+ﬂy

k=0
20 k
20 K\ st 7(k-1)
-2 ()% (1)
k=0 =0
20

K
20\ (kN 1 7(k-1)
()

k=0 I=0

Pour obtenir x!7, il faut avoir 5/47(k —/) = 17. Ceci n'est possible que si /| =2 et k—/ = 1.

Donc le coefficient de x7 est
200 (3) _ 3420
3/\2) '

Exercice 15. @ @O Montrer que pour tous entiers n et p,

£00)-C110)

p
k=0

Correction

Conseil : lorsqu’on a un résultat déja donné, il faut l'utiliser! Soit P, la proposition

p
n+k p+n+1
VneN,Z( . )_< hi 1 ) (Pp)
k=0
Initialisation. Pour p =0,
0
k
> (") -1
n
k=0
<O+n+1>
t = Il
n+1

Hérédité. Supposons P, vraie pour un certain p. Alors

%(rﬂ;k) :§:<njk>+<n+[2+l>

k=0 k=0
1 1
— ([ T + ntp+ , par hypothése de récurrence.
n+1 n
_(ptn+2
~\n+1 )
D’ou Pp+1.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition P, est vraie pour tout entier naturel
p par le principe de récurrence.

Exercice 16. 00
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Montrer que pour tous entiers n et p non nuls tels que p < n,

(G20 ==(0)

Correction

Utilisons les définitions des coefficients binomiaux : pour p < n deux entiers et 0 < k < p,

(D(Z:?>:kKiiMpr%&?lm!

n!
ki(p = K)(n—p)!
p! n!
kl(p— k) p!(n—p)!

-6

Donc

P
—k
En déduire de la méme maniére une formule pour Z(—1)’< (n) (n )

k=0 k) \p—k
Correction

De méme,

> () (-0 =2 () )

p
n p
()
()
0, si p>0, parle binbme de Newton.
I p=
Exercice 17. Formule d'inversion de Pascal. @ @© Soient n un entier naturel, aq, . . ., an, bo, ..., bn
2n + 2 réels vérifiant
P
p
Vp e [0,n], b, = .
pelonl by=3 (7)o

P
On veut montrer la formule d'inversion de Pascal : Vp € [0, n], ap = Z(_l)p—k (i) be.
k=0
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1. Dans cette question, x est un réel et on pose, pour tout p dans [0, n], ax = x¥. Calculer,
pour tout p dans [0, n], b, et vérifier la formule d'inversion de Pascal.

4‘ Correction

On calcule : soit p dans [0, n]). Alors

P
bp = Z (i)xk = (x4 1)” par la formule du binbme de Newton.
k=0

On remarque alors que si p € [0, n],

Z(l)ﬂk(’k’> b = i (’k)) (—1)P K (1 + ) = (=1 + 1+ x)? = xP = ap,

p
k=0 k=0

donc la formule d'inversion de Pascal est bien vérifiée.

2. Démonstration de la formule générale.

K .
(a) Démontrer que pour tous p, k et j dans N, (p) ( ) = (p) (p J)
k) \J J)\k—J

Correction

Soient p, k et j dans N. Alors

P\ (k) _ p! k! B p!
(k> (J) K p— KNG =K (p—K)YI(k =)
et

(i) (iiﬁ B J'!(Pplj)!((k —J)!(f(ap—_J'Jz!(k —j))!> ik —Jf!!(p— K

d’ou I'égalité entre ces termes!

p
(b) En calculant, pour p dans [0, n], Z(—l)p’k <Z> by a I'aide de I'expression de by,
k=0
démontrer la formule d'inversion de Pascal.
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Soit p dans [0, n]). Alors

> -1 (7)o = ;:(1)“ (7)o

p
k=0

-2rev () ()
-2 ()(5)
-2 () ()

=
i

A
L8

Il
]
7 N\ C—b\ VRS
~_ ~—— N~
QL -
<
d
~—
|
—_
N—
©
&
Jd
/N
o
~
~__
o
>
o
o
)
)
>S5
—+
~
Il
=~
|
.

(—1)p—¢ <p Z_J> en posant £ =k —

~
i
. o

(1—1)P.

I
]
7\
~ T
N~~~

Y
o
Jd

£=0

Or, 0P~ = 0 sauf si j = p, donc la somme précédente égale a,. D'oul la formule!

Exercice 18. /dentité de Vandermonde. @ @O On se propose dans cet exercice de démontrer et
de manipuler I'identité de Vandermonde

W(a, b) € N2, ¥n € [0, a+ B[, ("”r:b) :%(i)(an

1. (Une premiére preuve purement calculatoire) Démontrer le résultat par récurrence sur b.
On précisera soigneusement la proposition a démontrer.

Démontrons la proposition suivante par récurrence sur |'entier b :

YaeN, Vne[0,a+ b], (a—;b):i<i><nfk). (P»)

k=0

Initialisation. Pour b = 0 : soit a dans N, soit n dans [0, a]. Alors pour tout k dans

[0, n], (n f k) = 0 sauf pour k = n. Donc
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d’ou l'initialisation.

[0,a+ b+1].
b
‘Si n:a—l—b+1‘, alors pour tout k < a, n—a > bdonc(

o () =0 (TN -O)nts )=

‘S| ne[0,a+ b ‘ alors, d'apres la formule de Pascal,

-2

a-—+

> = 0. Donc, d'aprés I'hypothése de récurrence,

(i)(n—1—k>+kz;<i)<nfk>

3] [(91 I RS (9180 B ]9
(41 [A R R 1 K39
 ( ;

avec la convention que <

a+b+1 7” !
. =

ZX
l—lO

ZX
b—‘O

3>\‘
>—lO

[£0e)!

d'ou le résultat (si n = 0, toutes les sommes allant jusqu'a n — 1 sont nulles).

naturel b en vertu du principe de récurrence.

Hérédité. Supposons Py, vraie pour un certain entier naturel b. Soit a dans N et n dans

1
+k> = 0 et pour tout k >

i) (b * 1) (i) (b ) par la relation de Pascal,

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition P, est vraie pour tout entier

1)_

2. (Une seconde preuve, avec un joli argument algébrique) On ne suppose plus que I'on a

prouvé la formule de Vandermonde

(a) Le produit de Cauchy. (attention, question difficile) Montrer que pour tout x réel,

(£0)) (5 0)) o

k
b
ol, pour tout k dans [0, a+ b]], ck = Z (j) (k —j>'
j=0

a+b

a
a a .
On remarquera en le justifiant que Z (k> xk = Z (k> x¥ et on utilisera le méme

k=0 k=0

type de raisonnement pour la seconde somme apres avoir effectué un changement de

variables.
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—‘ Correction

Soit x un nombre réel. Alors

Z0) (EO) -2z @0

k=0

Posons, pour k fixé, la variable £ = k + j. Alors quand j = 0,4 = k, quand

b\ k-+b b
J=b,£=k+ b. De plus, j =€ — k. Donc Z (J,)x”k = Z (Z— k)xe, donc

j=0 1=k
a P b b a = k+b b
k k) _ ‘
EEO)EO) 205
k=0 k=0 k=0 t=k
On va maintenant intervertir les sommes. Avant cela, on remarque que comme
b k+b b atb b
_ 0 _ ¢ A
(Z—k) = 0 pour tout kK > k + b, Z (Z—k)x = Z (Z—k)x . De méme,
=k 1=k
si k> a, (a) = 0 donc la somme recherchée est égale a
a+b P a+b b a+b a+b P b
¢ _ ‘
2 ()5 (S -E (D)
k=0 L=k k=0 &=k
En intervertissant les sommes, on obtient
a B b b a+b ¢ 5 b a+b
k k) _ £ _ ¢
SAARIIHEE I EARE b
k=0 k=0 £=0 k=0 £=0

¢
a b )
avec| ¢ = Z (k) (Z k) , Ce qui est exactement le résultat recherché.
k=0

(b) Démonstration de la formule de Vandermonde. On admettra le résultat suivant :

bn 2n+ 2 réels. Si pour tout x réel,

Soit n un entier naturel, ag, ...,
on a

a0 + aix + axx? + -+ + apx" = by + bix + box?® + -+ - + byx",
alors ag = by, a1 = b1, ..., a, = by.

En développant (1 + x)?*? de deux maniéres différentes, démontrer I'identité de Van-

demonde.
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—‘ Correction

Soit x un nombre réel. Alors, par la formule du binébme de Newton,

a+b
b
(14 x)* = Z (a—/ﬁ(— >xk .

k=0

a

De méme, (1+x)? = Z (i)xk et (1+x)° = Z (i)xk, donc

b
k=0 k=0

(1+x)*"P =1 +x)21+x)°

-(Z04) (Z0)

a+b

= E Cka,
k=0

a+b
donc, par le lemme, pour tout k dans [0, a+ b], ¢k = < : > donc, pour tout

J
k dans [0, a+ b], (a:b) = Z (j) (k iJ) , d’ou le résultat.

Jj=0

n

2
. n )
3. Déduire de la formule de Vandermonde la valeur de E (k) pour tout entier naturel

k=0
n.

Correction

Soit n un entier naturel. En appliquant la formule de Vandermonde avec a = b = n,

on obtient )
(1)=% @62

n n
Or, pour tout k dans [0, n], (n B k) = (k) donc
2n "L (n\?
(=%
k=0

et cette formule n'est pas simplifiable davantage!

2n 2n)!
)_( )

Remarque : (n = e

4 Un tout petit peu de suites

Exercice 19. @ 00O — @@® Déterminer |'expression du terme général des suites définies par :
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g = —1,
1. 2. VneN, Xpp1 =2x,+3;
VneN, up1 =3u, —4,
up =1,
1
3. VneN, Xn+1:§(x,,+1); 4. {1 =0,
Vn €N, Unpo = 2(Unt1 — Up),
up =1,
5 < u =2i 6. VneN, xy10 — 5xp41 +6x,=0;
Vn e N, Upy2 = 2(/ + l)Un+1 — 2/Un,
ug € R,
7. Vn €N, Xpio —4Xpe1 +4x,=0; 8.
VneN, Upp1 —Up=n
ug € R,
ug € R,
9. 10. up € R,
Vn €N, Upyr + 2u, = n?
VneN, upio =2Up41 — Uy +n+1
up =1,
(on commencera par montrer que la suite est toujours
11. Sup =1,
1 1 1 définie et on introduira une suite auxilliaire)
Vn e N, = + —

—‘ Correction

1. Il s'agit d'une suite arithmético-géométrique. Cherchons c tel que ¢ = 3¢ — 4, c’est-a-

Upy2 Upy1 Up

N. Laillet

dire ¢ = 2. Alors la suite (u, — 2) est géométrique de raison 3, donc pour tout entier
n,
Up = (up —2)3"+2=-3""1 +2.

. Il s'agit d'une suite arithmético-géométrique. Cherchons c tel que ¢ = 2c + 3, c'est-a-

dire ¢ = —3. Alors la suite (x, + 3) est géométrique de raison 2, donc pour tout entier
n,
Xy = (%0 +3)2" - 3.

1 1 .
. De méme, on cherche ¢ tel que ¢ = =(c + 1) donc ¢ = = et pour tout entier naturel

moo =Ly (e 1Y (LY
=T 0T \3)

. Il s’agit d'une suite récurrence linéaire d'ordre 2, d'équation caractéristique r’>—2r+2 =

. . T _
0, de racines 1+, de module v/2 et d’argument iZ' Donc on dispose de X et u réels
tels que pour tout n dans N,

LT T
Uy = A2 sin (Zn> + u\@n cos (Z”) .
Comme up =1, 4 =1 et comme u; =0,

m? +\fz§ o,
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i.e. A = —1, donc pour tout n dans N,

n ™ ™
Up =v2 (cos <fn) —sin <fn)) .
n=V2 4 4
5. Il s'agit d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2 dont I'équation caractéristique est
r> —2(i 4+ 1)r + 2iup,

de discriminant 4(1 + i)?> — 8/ = 0, de racine double 1 + /, donc on dispose de A et u
complexes tels que pour tout n dans N,

up=+pun)(1+)"

Comme g =1, A=1, et comme u; =2/, A+ p)(1+i)=2idonc A+pu=1+/
donc u = i. Finalement, pour tout n dans N,

up=(1+nH(1+1)"

1 L. . P
6. Posons v, = —. Alors (v,)nen Vérifie la relation de récurrence
Un
vo =1,
vi =1,

VneN, Voo = Vapr + vy

Donc v, est la suite de Fibonacci au rang n+ 1, donc

1 n_ gmn
VneN, Vn:ﬁ(cb "),

1 5 1—+5
ol ¢p = +2f et ¢ = Q\f.

Donc pour tout entier naturel n,

V5

Up = ———

d)n + ¢/n :
7. L'équation caractéristique liée a la relation de récurrence est
2 _
x“—=5x+6=0,

i.e. (x —2)(x —3) = 0. Donc I'équation posséde deux racines réelles, et donc le trme
général de (x,) est
x, = A2"+ B.3",

oli A et B sont des réels.
8. L'équation caractéristique associée a la relation de récurrence est

x* —4x+4=0,

ie (x — 2)2 = 0. L'équation posséde donc une racine double : 2, et le terme général
de (x,) est
Xy = (An+ B)2",

oll A et B sont des réels.

9. Fait en cours.
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10. Etudions d'abord la relation de récurrence : Upy1 + 2u, = n?. Pour ce faire, trois
possibilités :
e Soit on essaie, a tatons, de chercher une formule que I'on va démontrer par
récurrence.

e Soit on essaie de calquer la méthode de variation de la constante. On résout
I'équation homogeéne, on trouve des solutions de la forme u, = A(—2)", ol A est
réel. On écrit alors A = A, et on cherche les solutions de |'équation avec second
membre sous la forme u, = A,(—2)". On a alors u,11 = —2A,11(—2)", et donc

Upy1 + 2u, = (An+1 - An)(_Q)n+lv

donc

n?

Ant1 — Ap = W

Donc, par télescopage,

n—1 k2
An=Ao+ Z 7(_2)/(«#1'
k=0

n—1
k2
Donc u, = (=2)" (AO + Z (_2>k+1> avec Ap € R.
k=0

e Troisiéme possibilité, on commence toujours par résoudre |I'équation homogéne,
de solution générale A.(—=2)", A€ R.
Ensuite, on détermine une solution particuliére en remarquant qu'on a un second
membre sous la forme ¢"P(n), avec ¢ = 1 qui n'est pas racine de I'équation
caractéristique x + 2 = 0! Donc on cherche une solution particuliére sous la
forme u, = an® + bn + c. On écrit alors

Upy1 + 2u, = an® + 2an+ a+ bn+ b+ ¢ +2an’ 4+ 2bn + 2c = n°.

Donc
3an® + (2a+ b)n+ (a+ b+ 2c) = n?,

1 2 1 . L

donc a = 3 b= —3 et c = 5 Donc les solutions générales sont de la forme
2n° — 4 1
Uy = A(—2)n 4 L2 L
6

avec A € R.

11. Fait en cours.

5 Systémes linéaires

Exercice 20. © OO Résoudre les systémes linéaires homogeénes suivants (en appliquant I'algo-

rithme de Gauss), par rapport aux indéterminées xi, x2, x3, X4 € R :
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X1 +X0—x3—Xx3=0
X1 7X2+2X4:O
2X1+X2+X3—4X4:0
1 —3X1 +X3+2X4:O, 2. .
—X1 —2X3+3X4:O
2X1 +X2—X3:O

_‘ Correction

Non corrigé, me demander si besoin de vérifications de calculs

5x1 + 2X2 +4X3 — 11X4=O

Exercice 21. @ OO Résoudre le systéme linéaire suivant.

XxX+3y—-7z+t=1

2x+2y +z+2t=0
X—y—2z+t=-1
X+7y—4z+t=3

Correction

Non corrigé, me demander si besoin de vérifications de calculs

Exercice 22. @ ©O Résoudre en fonction du paramétre m € R, les systémes suivants d'inconnues
complexes :

X—y+z=m

LS x+my—z=1.
x—y—z=1
mx+y+z=1

2. x+my+z=m .
X+y+mz=m?

mx+y+z=1 X+y+mz=m
X+my+z=m &< x+my+z=m (Li+ L3)
X+y+mz=m? mx+y+z=1

2

X+y+mz=m?

S (m=1Dy+1-—mz=m(1-m) Ly<+Lr—1L;
A-my+1A-m)z=1-m*=Q+m+m?)(1—-m) L3+ L3—mlL,

Remarquez que j'ai le droit de faire L3 <— L3 — mL; sans condition sur m alors que je
n'ai pas le droit de faire L1 < L3 — mL1 sans supposer que m = 0!
Si m=1, le systeme devient I'équation x + y + z =1, il est alors équivalent a

x=1—-t—s
y=s

z=t

L'ensemble des solutions est donc

{(1,0,0) +s(—1,1,0) + t(~1,0,1)|s, t € R}.
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Sim# 1, le systéme devient

X+y+mz=m? X+y+mz=m?
(m=1y+(1—-—mz=m(l—-m) = —y+z=m
A-—my+Q-—m)z=1-m?*=1A+m+m?)(1-m) y+A+mz=1+m+m?

X4y +mz=m?
< —y+z=m

Q+mz=14+2m+m? Lz Ls+ Ly

Sim= -2, la ligne L3 devient 0 = 1, le systéme est incompatible et I'ensemble des

solutions est vide.
Si m # =2, le systéme est résoluble et LA solution du systéme est
( m+1 1 (1+ m)2)
24 m'2+m’ 24+ m '

Exercice 23. Une propriété de somme directe. @ @O Soient H et D les deux ensembles suivants

1

ER* x+y+z4+t=0p et D= Vect

~+ N < X
=

[y

Démontrer que VX € R*, (U V)€ Hx D, X =U+V.

—‘ Correction
X
Soit X e R*, X = )Z/ . Démontrons par analyse-synthése : (U, V) e Hx D, X = U+ V.
t
Analyse. Supposons qu'il existe (U,V) € H x D tels que X = U + V. Alors, on dispose de
a A
4 b A
(a,b,c,d)eR* telsque a+b+c+d=0et U= . et de X € R tel que V = N
d A
Ainsi,
at+A=x
b+X=y
c+A=z
d+Xx=t
En sommant les 4 lignes, et comme a+ b+ c+d =0, on obtient A\ =x+y + z+t, ainsi
t
o Xtyrzrt) 5 plus,
4
X+y+z+t
a=XxX— >\ =X — f
t
by - a—y - XEYEEE
X+y+z+t
c=z—-A=2z-— —
t
dotoa—poXEYEELE
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D’ou I'unicité de la décomposition !

1
t
Synthése. Posons \ = % V= 1 et U=X—-V. Alors
1
1
1
e VV € Vect 1
1
o U+V =X,

e Sil'on somme les 4 coordonnées de U, on obtient

Xt+ty+z+t Xt+y+z+t Xt+ty+z+t X+y+z+t
X———ty - — 7 ——— - ——
4 4 4 4
x+y+z+t70

=z+y+z+t-4 "

donc U € H.

D’ou I'existence, et le résultat désiré!
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Indications
[ Se ramener a des sommes connues : la somme des k, des k2, ou les sommes géométriques.
Pour A,, écrire la somme comme une somme double, et séparer les cas j < /et j > i. Pour

B,< mettre la somme sur / a l'intérieur.
B Calculer d’abord S, puis faire des dessins pour comprendre quels sont les indices pris en
compte dans T,, U,, etc.
I . n n—1
@ Pour R,, deux possibilités : utiliser k(k) = n(

B 1), ou utiliser la fonction f : x —

n

n . . :
Z (k) x*. Pour Sp.p. regarder quelques exemples a I'aide du triangle de Pascal et conjec-
k=0
turer une formule simple.

Distinguer lescas A+ u =/ #0, puis A =/ # 0.

o

. 1 k+1
[ — Utiliser que 1+ Pt
— Utiliser que k.k! = (k+1—1)k!.
Déterminer a, b et c tels que 1 2 + b + ¢ is introduire
- | , ue¢ —m————— 1 = — — —, PUIS | ul
W kT Dk+r2) k" k+1 kt2'?
1 1 . . .
Uy = PRy et reconnaftre un télescopage faisant intervenir uy.

~
00

Pour le 1., faire une récurrence sur n.

©

Regrouper les termes deux par deux.

IQ — pour S,, deux possibilités : calculer la somme E ij, puis exprimer S, a 'aide de
1<ij<n
cette somme, ou bien calculer simplement la somme double.

— pour U, deux méthodes proposées : séparer la somme en deux ou faire un changement

d'indices.
I 1. Développer simplement |'expression.
2. Penser qu'un polynéme de degré 2 de signe constant est de discriminant négatif.
. 1
3. Utiliser que 1 = \/ax x \/737'
1. Utiliser le fait que 2% est constant dans la seconde somme.
2. (a)
(b) Remplacer ax par son expression.
(c) Prendre a, = 2% et By = k.
3. (a) Penser que la dérivée d'une somme est la somme des dérivées.
(b) Penser que f(x) est la somme des premiers termes d'une suite géométrique.
[I3 Pour T, s'inspirer de |'exercice . Pour U, utiliser la formule k(;) = n<2_ D
Comme le résultat est déja donné, faire un raisonnement par récurrence.
3 n\ /n—k p\ /n
[16] Démontrer que (k) (p B k) = <k> (p)
i 1.
2. (a) Calcul fait a I'exercice [16]
(b) Ecrire une somme double et inverser les termes, puis utiliser la question précédente.
14 1.
2. Dire qu'il faut que 54+ 7(k — £) = 17.
P21 1. Distinguer les cas.

2. Distinguer m =1, m = —2 et le reste.
23] Il faut ici faire une analyse-synthése !
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