MPSI Pasteur 2025-2026

DM 03 nlaillet.math@gmail.com

DM 03
a rendre le lundi 29 septembre

Formules :
e Formule 1 : exercice 2 + Probléme, questions 1 a 6.
e Formule 2 : exercices 1 + 2 + Probléme, questions 1 a 6

e Formule 3 : exercices 1 + 2 + Probléme, questions 1 a 16

e Formule 4 : tout :) (essayer notamment de comprendre ce que I'on a fait dans le probléme)

Exercice 1.

1. Soit 8 dans R. Déterminer une expression de cos(30) en fonction de cos(0).

4‘ Correction

On calcule
cos(30) = cos(6 + 20)
= cos(0) cos(260) — sin(6) sin(26)
= cos(6)(2 cos?(6) — 1) — 25sin?(6) cos(6)

= ‘ 4 cos(6) — 3 cos() ‘

T . _ . )
2. Démontrer que cos 9 est racine d'une équation de degré 3 a coefficients entiers.

Correction

On remarque que

5 oy —oos (35) =408’ (5) —3cos(5)
> —COS3 = COS 9 = 4 COS 9 COsS 9/

8 cos (gf — 6 cos (g) =¥

U . , P . L N .o .
Donc cos 9 est solution d'une équation de degré 3 a coefficients entiers.

donc

. T L
3. En déduire que cos ) est irrationnel.
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4‘ Correction

T
Supposons, par |'absurde, que cos g = g avec (p, q) € (N*)? et pged(p, q) = 1. Alors
3

8% = 6% =1, donc, 8p3 — 6pg® = ¢°.

Mais alors, p divise 8p% — 6pg?, donc p divise ¢° = g x g° donc, d’aprés le théoréme
de Gauss et comme pged(p, g) = 1, p divise g°, et donc, de la méme maniére, p divise
g. Mais comme p et g sont premiers entre eux, p = 1. Ainsi,

8-6q°=q’,

donc q3 + 6q2 = 8. Donc g divise 8. Mais ni 1, ni 2, ni 4, ni 8 ne sont solution de
|"équation, absurde!

T, A
Donc cos 9 n'est pas rationnel.

Exercice 2. Paramétrisation de Cayley. Pour tout réel t, on définit le complexe

1—t2 | 2t

Ct)="——+i—.
W=z 1Tre

1. Démontrer que pour tout t réel, C(t) appartient a U\ {—1}, ot U désigne I'ensemble des
nombres complexes de module 1.

Correction

Soit t € R.
Alors

IC(D)P = Re(C(1)) +Im(C(1))> = <1 - f2)2 N < ot )

14 t2 1+ t2
(1 —t2)2 + 4¢2
Tarer
1 — 282 + t* + 412

(1+ 22
142t2 4t
Aoy

(1+ t2)?

Sy

donc |C(t)| = 1 donc C(t) € U. De plus, si on avait C(t) = —1, on aurait 1 — t*> =
—(1+ t2), i,e. 1 =—1, impossible!

On définit, pour tout w de U\ {—1}, la quantité

1 — Re(w)
Hw) =< Im(w)
Osiw=1

siw # 1,

2. Démontrer que pour tout w dans U\ {—1},

Jm(w)

H(w) = m
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4‘ Correction

Soit w € U\ {—1}. Dégja, si w =1, alors Jm(w) = 0 donc H(1) =

Jm(1)
4 14 Re(1)’
Sinon, on dispose de 8 € R tel que w = €. Alors

Jm(w)  1-—cos(6) sin(6)

Hw) - 1+ Re(w)  sin(6) 1+ cos(6)
(1 —cos(8))(1 + cos(8)) —sin®(9) 1 —cos(9)? —sin(6)? .
N sin(0)(1 + cos(9)) ~ sin(0)(1+cos(9))
 Jm(w)
donc | H(w) = T+ Re(o) |
3. Démontrer que
Vw e U\{-1}, VteR, C(t) =w & t=HWw).
On dit que H est la bijection réciproque de C.
Soit w dans U\ {—1} et t € R.
=151 C(t) = w, alors == +i—25 4. don
[ fw,aosl_HL2 Il+t27w' onc
1—t2 2t
T Re(w) et i Tm(w).
. . . 1 — Re(w)
N _ 2 2 2 _
Par la premiére équation, on obtient 1 — t= = Re(w)(1 + t°), donc t 5 9e(w)’
donc
142=— 2
1+ Re(w)
On en déduit donc que
1 . o Jm(w)
= 2(1 + t9)Im(w) = 15 Re(w) H(w) |
Supposons que t = H(w). Alors
1—t2 2t
‘W=1retire
Or, si on écrit w = cos(8) + isin(9), avec 6 € R, on a H( )*ﬂ et
r, si rit w = isin(@), av , on w = T3 cos(d)’
I sin? ~ (L+cos(6))2+sin*(6) 1+ 2cos(6) + cos(6)2 + sin()?
N (1+cos(6))? (1 + cos(9))? N (1 + cos())?
~ 2(1+cos(8)) 2
"~ (1+cos(h)2  1+4cos(6)’
et
- sin? ~ (L+cos(9))? —sin®() 1+ 2cos(6) + cos(6)? — sin()?
N (1 +cos(6))? (1 + cos())? N (1 + cos(9))?
~ 2cos(8) +2cos(6)?  2cos(6)
 (14cos(6)2  1+4cos(h)’
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donc )
COos
1-—t2 1+cos(6)

2 2
1+t 1+cos(6)

=|cos(0) |,

et

o 2sin(6)

1+cos(6 -
BT 2 = [sn®)]

1+cos(0)
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Probléme 1. Sommes exponentielles et isopérimétrie

Dans tout ce probléeme,

e 1 désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3,

2im
e w est le nombre complexe égal a

Le but de ce probléeme est d’étudier certaines propriétés fondamentalement liées a w, et no-
tamment d’étudier ce que I'on appelle transformée de Fourier discréte associée a un n-uplet de
complexes. La finalité de ces études est |'établissement d'inégalités dites « isopérimétriques »,
inégalités fondamentales en géométrie, qui expliquent pourquoi les polygones réguliers sont les
formes les plus naturelles. Les résultats de la partie [A] seront utiles pour les parties suivantes,
et la partie [B] peut &tre utilisée dans la derniére partie. Dans la plupart des cas, les résultats a
utiliser sont donnés.

A. Préliminaires
A-l. Question préliminaire

1. Soit p un entier naturel entre 0 et n — 1. Montrer que

Correction |
n—1 n—1
Sip=0, Zwkp221:n.
k=0 k=0
Sinon, si p # 0,
n
n—1 n—1 n—1 1— (ezl%)
1 us 1pm k P
Zwk" =Y = (e25 ) = ———55 — car e £ 1.
k=0 k=0 k=0 l1—e
n—1
Donc Zwk" =0|
k=0
A-Il. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient (ag, ..., an—1) € R" et (by,...,bp—1) € R". Le but de cet exercice est de montrer
n—1 2 n—1 n—1
k=0 k=0 k=0
On note
n—1 n—1 n—1
A=>"al, B=Y b}, C=) acbs
k=0 k=0 k=0
On suppose que A # 0, c'est-a-dire que (ag, ..., ap—1) ne sont pas tous nuls.
n—1
2. Soit x un réel. Développer f(x) = Z(akx—i— bk)? et I'écrire en fonction de A, B et C.
k=0
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4‘ Correction

On développe I'expression

f(x) = Zn:(akx + by)?
k=1

n
> aix? + 2aixby + b
k=1

n n n
X2 @ +2x Y acbe+ > b :]Ax2+2Cx+B .
k=1 k=1 k=1

3. Déduire de I'étude du signe de la fonction f I'inégalité désirée.

Correction

Par définition, la fonction f étant une somme de carrés, elle est positive ou nulle sur
tout R. Mais on a vu en question précédente que f était une fonction polynomiale du
second degré, donc ’ son discriminant est négatif |, i.e.

(2C)* —4AB <0,
ie.|C? < ABJ d'ou le résultat desire!

4. Démontrer qu'il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si

A eR, Vk e [[O,n—l]], bk :Aak.

Correction

Raisonnons par double implication.
Déja, s'il existe X € R tel que Vk € [0, n — 1], by = Aax, alors

n—1 n—1 n—1
C:Zakbk = C:Zakkak :AZaﬁ :>\A,
k=0 k=0 k=0

n—1
donc C? = A\2A2, et, comme B = Z(Aak)Z = A2A, on a bien AB = \?A% = C2.
k=0
Si C? = AB, alors le discriminant du polynéme f est nul, donc f s’annule en un
n—1 n—-1
réel xo. Mais f(xp) = Z(ak+xobk)2. Donc, comme f(xg) = 0, Z(ak+xobk)2 =

k=0 k=0
0.

Comme pour tout k dans [0, n — 1], (ax + xobk)? > 0, alors,

Yk € [0,/7— l]], ax + xobx =0,

i.e., en posant A = —xg, ’pour tout k dans [0, n — 1], ax = Abx.
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B. Transformée de Fourier discréte

Soit U = (u, - .., up—1) € C". On définit la transformée de Fourier discréte de U, notée F(U),
par F(U) = (w, ..., Va—1), ol

n—1
1
Vee[0,n—-1], vy = 7 Z(we)kuk.
k=0

n—1
. 1
On remarquera en partlculler que vop = — E Ug.

v k=0
n—1
5. Dans le cas ol pour tout k dans [0, n—1], ux = ( B ) que valent (v, ..., Voo1)?

4‘ Correction

Si pour tout k dans [0, n — 1], ux = (n

k

v= g (") [

), alors pour tout £ dans [0, n — 1],

. n—1
6. Démontrer, dans le cas général (i.e. sans supposer que vy = ( P )) que

1 n—1
Vk € [0,n—1], ux = 7 Z(wk)ew.
=0

On pourra utiliser la question[I]
Cette formule est appelée formule d’'inversion de Fourier.

Soit k € [0, n — 1]. Alors
> > e %Z( Wy L Z( Ty

1n-1

D (W

Jj=0
n—

n

Sl

3 S
= O

1

> u )y (W@

S
.

I
= O

&~
= O

5
|

.
U Y (W w ) carwe U, doncw = w™
j=0  £=0

1 n—1 n—1 .
S0 %
n Jj=0 £=0

1

S

n—1
Z(wk_j)z =0,
£=0
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sauf si j = k : dans ce cas cette somme vaut n. Donc

1 3 1
NG Z(WK)ZVZ = ke = Uk,
=0

d'ou le résultat désiré!

C. Inégalités isopérimétriques pour les polygones
Soit Z =1(zy,21,...,2n—1) € C". On dira dans cette partie que Z est un polygone a n cotés est
un n-uplet. On note z, = z.
Les cétés du polygone sont les segments reliant les points d'affixe z; et zj41.
Enfin, on note Z = (20, Z1, ... . Zn—1) et,sice€C, Z4+c=(zp+c,zn+¢C, ..., 2—1 + ©).
C-l. Généralités

7. Représenter le polygone Z; = (1,J, /), le polygone Z, = (1,i, —1, —i).
Quelques définitions seront utiles pour la suite :

e | e polygone Z est dit équilatéral si tous ses cotés sont de méme longueur, i.e.

Vie[0,n—2], |zita — zit1| = |ziv1 — Zi-
e Le polygone Z est dit régulier s'il existe a € C* et b € C tels que
(Vk €fo,n—-1], z = awk+b) ou (Vk €0,n-1], z = awk+b).
e On appelle polygone régulier élémentaire a n cotés le polygone noté R, et défini par

R, = (1,w,w2, . ,w”fl).

Remarque. Lorsqu’on manipulera un polygone régulier, on n’hésitera pas a se placer dans le cas
oil Vk € [0,n — 1], zx = aw* + b, et a dire « de méme » dans I'autre cas (si la démonstration
est vraiment « de méme » ).

8. Démontrer que si Z est un polygone régulier, Z est I'image de R, ou de R, par une
transformation géométrique dont on précisera les caractéristiques.

4‘ Correction

Si Z est un polygone régulier, soient a et b deux complexes, a non nul, tels que

Vke[0,n—1], zx = awk + b

(on procéde de méme si on a w a la place de w).
Alors

e sia=1, alors Z est I'image de R, par la translation de vecteur d'affixe b,

et Q d'affixe £, Z est I'image de R, par la composée

e sinon, en posant £ = 1

de la rotation de centre Q et d’angle arg(a) et de I'homothétie de centre 2 et de
rapport |al.

9. Démontrer que si Z est un polygone régulier, alors Z est équilatéral, et dessiner un contre-
exemple montrant que la réciproque est fausse.
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4‘ Correction

Si Z est un polygone régulier, on dispose de a un complexe non nul et de b un complexe
tels que

e Vke[0,n—1], zx = awk + b
eouVvke[0,n—1], zx = aw*+ b

Dans le premier cas, soit k € [0, n — 1]. Alors

|zki1 — 2| = |awk+1 + b — (aw* + b)‘ = law*(w—1)| = |a|.Jw|*|w—1| = |a|].Jw — 1],

quantité indépendante de k, donc pour tout k dans [0, n—2], |zk+1—2k| = |Zk+2—Zk+1]-

‘ Donc Z est équilatéral ‘

On fait de méme dans le second cas, on trouve que pour tout k dans [0, n — 1],
|zks1 — zx| = |a]|w — 1|. La réciproque est fausse! Un losange qui n'est pas carré est
équilatéral mais n'est pas un polygone régulier! (les distances des sommets au centre
ne sont pas préservées)

On définit finalement les quantités suivantes liées au polygone Z :

n—1 n—1 n—1
1 _
P(2) = E |zk+1 — 2!, E(Z) = E |Zr1 — z|> et A(Z) = Efim < E zkﬂzk) )
k=0 k=0 k=0

La quantité £(Z) est appelée énergie du polygone et la quantité A(Z) est I'aire du polygone.

10. A quoi correspond, géométriquement, la quantité P(Z)?

Correction

La quantité P(Z) correspond a la somme des longueurs des cotés de Z, i.e. a son
périmétre.

11. Exprimer A(Z) en fonction de A(Z), £(Z) en fonction de £(2).

On calcule

A(Z)

Il
N~
(S
2
RS
1M
= <H3 =

N

+

i

N
~_—

1 n— 1 n—1 1 n—1
—Jm Zk41Zk ==-Jm Zi41Zk | = —=Tm Zit1Zk |,

car la partie imaginaire d'un conjugué égale I'opposé de la partie imaginaire. Donc

AZ) = -A2).|
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De méme

n—1
£2) =) 1Ze1 -zl
k=0
n—1
= Z |Zk+1 — Zk|2
k=0
n—1

k=0

_[e@)]

= E |Zks1 — zx|? car un complexe et son conjugué ont méme module.

C-ll. Le cas des polygones réguliers

Dans cette partie, on considére que Z est un polygone régulier.

12. Calculer P(2), £(Z) et |A(2)|.

Alors
n—1
P(2) = Z |Zk+1 — 2]
k=0
n—1

k=0

Calculons! On suppose qu'il existe (a, b) € C* x C tels que

Vk € [0,n—1], zx = aw* + b.

= Z |al.Jw — 1] par la question

Nz
= nlal|w — 1|l = 2n|al sin (;) .

Ensuite,

n—1
E(Z) = lzis — zl?
k=0

n—1

k=0

= Z |a|2.|w — 1| par la question

=nlal?|lw -1

ZG
2 = 4nlal?sin® (—) .
n
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Enfin,

n—1
E Zk41Zk =

k=0

n—1
> (aw*** + b)(aw* + b)
k=0

n—1
= Z a.wktlawk + awktih + baw® + bb
k=0

n—1
= |aP|w*w + aw b + baw* + |b|?
k=0

n—1 n—1 n—1 n—1
= \a|22w - aEwak + bézwk + Z |b]? car |w| =1
k=0 k=0 k=0 k=0

= n|al*w + 0+ 0+ n|b|?

Donc

1 = _ n . (2w
A(Z) = Eﬁm (Z zk+1zk> = E\a|2 sin (n) .
k=0

13. En déduire que

P(2)* _

AZ)] 1
gz) "

et que

£(Z)  4tan(Z)

Correction

On calcule alors

et

P(2)? _ (2nlallw —1])% _
£(Z) ~ 4nlaPlw—17

AZ)| _ (
£(2) (

C-111.

Premiére inégalité isopérimétrique

Dans cette partie, Z est a nouveau un polygone quelconque.

14. Montrer que P(Z)? < nE(2).
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4‘ Correction

On remarque que
n—1
P(Z) = |2kt — z
k=0
n—1
= Z\Zkﬂ — 2z x1
k=0
n—1 n—1
< (zmﬂ —> . (z 1)
k=0 k=0
n—1
<n (Z |Zk+1 — Zk|2) ,
k=0

par | I'inégalité de Cauchy-Schwarz. ‘

15. Déterminer qu'il y a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si Z est équilaté-
ral.

Correction

Par le cas d'inégalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il y a égalité dans I'inégalité
précédente si et seulement s'il existe XA € R tel que

Vk € [0,n—1], |Zk+1 — zk| = A x 1,

i.e. si et seulement si

INER, |z1—2| =" =|zpm1— za| = A,

i.e. si et seulement si ’Z est équilatéral. ‘

C-1V. Seconde inégalité isopérimétrique

Cette partie, plus délicate en termes de calculs, est a traiter en dernier.
Dans cette partie, Z est toujours un polygone quelconque.
On note F(Z) = (v, - - -, Yn—1) sa transformée de Fourier.

16. Démontrer que

1¢= . (27 — kT
A(Z) = EZsin <n> il et £(2) = 4Zsin2 (n) lyil®.
k=0

k=0

On aura intérét a utiliser la formule d’inversion de Fourier, et, lorsqu’on rencontre un produit
zizj, a écrire un seul des deux termes a I'aide de cette formule.

On utilise la formule d'inversion de Fourier! On sait que

n—1
Jm E Zk+1Zk |
k=0

A(Z) =

N~
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7 .ou broullor...|

mais alors, si k € [0, n — 1],

e (S ) (3 B

p=

La, on doit se dire que cela va étre assez horrible comme calculs a faire. On
peut, peut-étre, ne développer qu'un seul des complexes, zx+1 par exemple, a
|'aide de la formule d’inversion de Fourier.

On écrit alors que

n—1 n—1n—1

- k+1N\2, =
E Zk1Zk = E E (w * ) VeZx
k=0 k=0 £=0

n—1 n—1

= Zyg Z(UJKH)I!ZT
{=0 k=0
n—1 n—1

=Y ety (W)
{=0 k=0
n—1 n—1

= ) (@)t
{=0 k=0
n—1

— l—

=> 'y
{=0

n—1
= IvelPut.
{=0

Donc

n—1 1n71 2@
_~ 2 ¢ _ 1 2 m
A(Z) —Jm(E |lyel w) =3 ;:0 |ye|© sin (n )

£=0
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Ensuite,
n—1
E(Z) = |zp1 — zl?
k=0
1 n—1
=—= > (zZky1 — ) (@51 — 2Z)
vn
k=0
1 n—1 n—1 n—1
= ﬁ Z(Zk+l - Z) (Z( kH) Ye — Z(wk)z)/e>
k=0 =0 £=0
1 n—1
% Z Zkt1 — Zk) Z (we(k+1) - Wke) Ye
k=0
1 n—1 —
=— Zk+1 - Z) ( i) )
vn £=0
n—1
=0
Mais z,w®" = zow®, donc

1 n—1
\ﬁ ZZk wkrD) = =Y
k=0
1 n—1 n—1
° ﬁ kawl(k+l) — we szwek — weﬁ
k=0 k=0

1 & 1
° \ﬁ szﬂwek = JWV
k=0
1 n—1
* TR LI =T
k=0

Donc

<Z Faa ) Z A5 szHw +ZZ o ) (2 -wt -y

k=0
=2 <(1 — cos (2“)))/@
n
a2 (€T
=4sin <n Vi

n—1
Donc £(Z) = Zyﬂsm ( )y 42:|yg|25in2 (Z;r) )
£=0

17. Démontrer que

st 4100 () 4021~ 835 a0 () (o (22) o0 () o (25) i
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4‘ Correction

En admettant la question précédente, cette question est finalement assez facile! On
calcule

£(2) - atan (T) A2) = 4:2: el sin® (‘Z’) —4tan () ;gwsin (fo)
_ 4n§ (sin2 (é;r) _ %tan (%) sin (2?)) |yel?
o5 (s (5) o (3 () e (4)
- 4:2§sin (E;T) <sin (T) — tan (%) cos (T)) |yel?.

Mais pour £ = 0, sin (ZW) =0 et, pour £ =1, sin (“) — tan (E) cos <£7r> =0.
n n n n

\ Donc la somme commence bien a 2. \

A _

18. En déduire que £(2) < 4tan(%)’

avec égalité ssi Z est régulier non réduit a un

point.

La, on remonte ses manches et ony va!!
Z) 1

E(Z S g ©
(Z) = 4tan (%)

On montre déja que

On sait que
T = Vs i s i
_ [T (T n LT 2
E(Z) —4tan (;) A(Z) = 4Z;sm ( e ) <S|n < e ) tan (n) cos( e >) |vel*.
, n
Or, si £ # >
. (em e s i a4 Vs Vs T
sin | — sin|{ — ) —tan <7) cos | — =sin| — )cos| — tan | — ) —tan (f) .
n n n n n n n n
Donc
esi2 </l < g alors cos (Z;r) > 0 et par croissance de tan, tan (T) —
T
tan (E) > O,
. n Vs Vs s Vs s
e si{> — alorscos| — | < 0etcomme — e}—,w}, tan | — ) —tan (—) < 0.
2 n n 2 n n
o n
Enfin, si £ = >
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. . T
donc toutes les quantités sommeées sont positives, donc|£(Z) — 4 tan (E) A(Z) = 0|,

donc, par positivité stricte de £(2),

A(Z) o 1
E(Z) ~ 4tan (%)

Il'y a égalité si et seulement si tous les termes sommés sont nuls soit, étant donné
que les termes trigonométriques sont strictement positifs, si et seulement si pour tout
£>22, v,=0.

Finalement, pour tout k dans [0, n—1], zx = yo +wXy1, ce qui signifie exactement que
—-A(2) 1

le polygone est régulier. On montre ensuite que <
PR g q E(Z) ~ 4tan (%)

, €n remarquant

que l'on a

—-A(2) _ A(2)

&z)  £2)
d'ou I'inégalité en remplacant Z par Z, et égalité ssi pour tout k dans [0, n — 1],
Zk = Yo + w"yl, .e. Zxk = Yo +wky1, ce qui signifie exactement que le polygone est
régulier.
D’ol le joli résultat de ce DS'!

On admet qu'il existe Zy non réduit a un point tel que pour tout Z € C" non réduit a un point,

[A(D)]

|A(Zo)] _ A(Z0)l

P(2)2 = P(Z0)?

On pose a = .
P(Zo)?

19. Montrer que Zy est équilatéral. De jolis dessins seront bienvenus.

20. En déduire la valeur de o et les Z pour lequel ce maximum est atteint.

21. Au fait, pourquoi A est-elle une aire ? Et pourquoi parle-t-on d'inégalités isopérimétriques ?
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