MPSI1 Pasteur 2025-2026 DS02

MPSI 1

Mathématiques
DS 02

Samedi 4 octobre — 8h-12h

e Durée : 4 heures.
e Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.
e |e sujet est composé de questions de cours/petites équations, et de deux problémes.

e Le sujet est trés long : il ne faut pas essayer de tout faire. Un sujet long vous permet de
choisir ce qui vous inspire le plus. Repérez les questions indépendantes, les parties indépen-
dantes des autres, etc.

e Les questions estampillées | COURS | sont des questions de cours au milieu des problémes.

Les questions estampillées ressemblent fortement a un exercice corrigé en classe. Les
questions avec une étoile (*) sont des questions plus difficiles, dont le résultat est écrit et
que vous pouvez admettre pour avancer.

e Prenez 10-15 minutes pour lire le sujet en entier et décider de la stratégie que vous adop-
terez. Relisez votre copie 5-10 minutes avant la fin.

e Encadrez, soulignez vos résultats et numérotez vos pages. Je dois avoir envie de lire vos
copies.

e A tout moment, vous pouvez admettre le résultat d'une question pour pouvoir continuer :
il suffit de le préciser clairement sur la copie.

e Si vous voyez ce qui semble étre une erreur d'énoncé, indiquez-le sur la copie.
e Essayez de changer de copie, au moins de page, lorsque vous changez d'exercice.
e |aissez de la place dans une marge a gauche pour pouvoir noter plus facilement le devoir.

e Une réponse fausse, si elle ne laisse pas paraitre de calculs intermédiaires, compte 0 points;
avec calculs intermédiaires elle peut rapporter quelques points.

&1 Bon courage ! &3
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Exercice 1. Toutes les questions sont indépendantes. Cette partie ne doit pas vous prendre plus
de 20 minutes.

1. Linéariser cos*(9).
Résoudre I'équation sin(2x) 4 cos(3x) = 0.
Résoudre I'inéquation cos(2x) 4+ v/3sin(2x) < 1.

Résoudre I'équation e = —2 d'inconnue z € C.

LA

Soit f : R — R. Définir « f est périodique » .

Probleme 1. Une équation du second degré

Dans ce probleme, on considére deux complexes non nuls m et p, et on s'intéresse a I'équation
du second degré suivante, d'inconnue z :

z>2—2mz+p=0.
On note z; et z les deux solutions complexes de cette équation (on a éventuellement z; = z5).
On remarquera que, comme p # 0, z; et z ne sont pas nulles.
A. Questions préliminaires

1. Soient p et g deux réels. En utilisant e’” +¢/9, retrouver la formule de factorisation
de cos(p) + cos(q). La méthode servira peut-étre plus tard...

Correction

On écrit que

cos(p) + cos(q) = et (e’% + e"?)

— el %* L
ez cos( 5 )

he]
\
Q

d'ou

cos(p) + cos(q) = Re (cos(p) + cos(q)) = 2 cos (p;q) cos (pq)

2

. L, Mmoo
2. | COURS | Exprimer la quantité — a l'aide de z; et z.
p
Correction

On sait que p = 2120 et que —2m = z; + 2o, donc m = —
que

Z1+ 2>

. Ainsi, on en déduit

m2 _ (Z]_ +ZQ)2
p bdznz

1 1
Soit Z un nombre complexe vérifiant Z + Ve €eR. Onnoteax =27+ Ve
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3. En déterminant une équation du second degré vérifiée par Z, montrer que si || > 2, alors
Z est un réel et que si |a| < 2, alors Z € U. Que se passe-t-il si || =27

Correction

1
On sait que Z + > = a donc Z2 —aZ + 1 = 0. Ainsi, Z est solution d'une équation

du second degré a coefficients réels, de discriminant égal & a® — 4. On a donc deux
situations :

o si a® — 4 > 0, c'est-a-dire que || = 2, alors I'équation posséde deux solutions
réelles, donc Z est réel.

e si |a| < 2, donc on sait que

Mais alors

Ol2 4—a
7| = = -

donc on a bien .

e Si|a| =2, alors Z = 41 donc Z est dans RN U.

B. CNS pour que |z;| = |z|
4. On suppose que |z1| = |z|. Donner I'écriture trigonométrique (i.e. sous la forme pe®) de
2

m
—, et vérifier qu'il s’agit d'un réel de [0, 1].

Correction

On écrit z; = pe’® et z, = pe'®, ot p > 0, 6 et ¢ sont des réels. Alors

m _(a+2z)
p 42,2
- pz(e"9+e""’)2
4p2ei(9+<p)
1 {e"e%w(e"e%w —ke"“‘%e)}2

4 ei(6+yp)

1 e (2 cos (%9))2
T4 eli(6+0)

. . m z
On se propose d'établir la réciproque, en supposant que 7 est un réel de 0, 1]. On note Z = Z—l
2

1 . .
5. Montrer que Z + > est une quantité réelle de [—2, 2], puis que |z1| = |z].
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Correction

On calcule

1 Z1 V)

Z 'z

72+ 22

2122

_(a+2)P-272
B 2122
_(a+2z)?
T zzm

2

=R

m? m?
Comme r €]0, 1], on en déduit que 47 — 2 € [—2,2]. Ainsi, par la question préli-

minaire, , ce qui signifie que

Al

2

C. CNS pour que arg(z) = arg(z)[2m]

Dans cette partie, on aura intérét a s'inspirer de la partie précédente.

2
. m .
6. Démontrer que si arg(z;) = arg(z)[27], alors r est un réel supérieur ou égal a 1.

Correction

On fait de méme que précédemment. On écrit que z; = pe'® et z, = re®. Alors

2
(o407 _ (55)

m? (2 + 2)? ~(p+ r)2e2 1
P 4nz 4pre2® 4 pr or

par I'inégalité arithmético-géométrique (a redémontrer).

7. Etablir la réciproque.

Correction

. L 7 1 . L N
On sait que si I'on pose Z = —, alors a = Z + e est un réel supérieur ou égal a 2,
22

. ) atvo? -4
donc Z est réel. Mais, plus précisément, Z = — Comme Va2 —4 < |af,
atvaz—4>a—|al >0, donc Z est un réel positif. Ceci assure que

’zl = /7, donc que z; et 2o ont méme argument. ‘
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Probléme 2. Développement eulérien du sinus

Les résultats de la premiére partie sont a utiliser dans la suite. Les parties B et C sont indépen-
dantes, a I'exception des deux derniéres questions (qui utilisent des résultats de la partie B).

A. Une limite utile

1. Soit z € C. Définir e*,
Correction

Si on écrit z = x + iy, ou x et y sont réels, on définit
e'? = eXe” = e*(cos(y) + isin(y)). ‘

. a\n
2. Soit a € R. Démontrer que (1 + E) — €%

n—-+o00
4‘ Correction

Comme fait cette semaine en cours, on écrit que

(1 4 ﬁ)” — onin(1+2)
- .

nin <1+%) :aln (1+%) —In() — a.

o a\”n
Donc, par continuité de exp, (1 + ;) — e’

3. En utilisant le méme type d'argument que précédemment, montrer que pour a € R,

a n
(1+3) — 1
n n—+oo

Correction

on écrit que

(1 i %)" — onin(1+2)
Or,

nln( a>:ra7ln(l+%)—ln(1) .o

1+

. a\n
Donc, par continuité de exp, (1 + 7) — e2=1.
n n—-+o0o

Notre but est désormais de montrer que pour 8 € R, on a

0\" .
(1 + /) — e
n n—-+o00

ol la convergence s'entend comme convergence des parties réelle et imaginaire.
On fixe n € N*.
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. L T . 0 ; ,
4. Justifier qu'il existe p, > 0 et o € }—5, 5{ vérifiant 1 + i = pnei®n Déterminer p,, et
0
démontrer que tan(a,) = -

Correction

. .0 . . . .
Déja, 1 + i— est un complexe non nul, donc il admet une écriture trigonométrique :
n

) . 0 i .
on dispose de p, > 0 et a, vérifiant 1 + /; = ppe'*". Comme la partie réelle de ce

. w . ™ T
complexe est strictement positif, on peut imposer a, € } —5'5 {
De plus,

02
o |pp=1/1+ ?v

0 . . ) .
o |tan(a,) = - (quotient des parties réelle et imaginaire).

X
cos(x)’

. _ 7r
5. Justifier géométriquement que pour tout x dans {O, > [ x < tan(x) < En

. - tan(x
déduire la limite, quand x tend vers 0, de ﬁ

6. En déduire que

o\" .
(1 + i) — e
n n—-+o00

Correction

On écrit que

o\" 2\?2 |
(142)' = (14 E)} om
n n

2\ 2
On sait déja que <1 + 2> — 1. Ensuite, on remarque que o, — 0 (car sa
n n—-+oo n——+o00

tangente tend vers 0) et que, par conséquent,

— 6.

Qnp
no tan(a,) = ——6
(an) tan(a,)  n—stoo

" Ttan(a,)

Ainsi,

e = cos(nat,) + isin(o;) — cos() + isin(6) = e’
n—-+oo

B. Un premier développement

On fixe n € N*. On note, pour z € C,

a@:;(@+;f1(yég%>
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7. Résoudre I'équation P,(z) = 0 d'inconnue z € C. On vérifiera que I'on a bien 2n — 1
solutions, dont on admet qu’elles sont distinctes.

Correction

C’est une des grosses questions de ce sujet. Il y a des points a récupérer ici! Soit z € C.
On a les équivalences suivantes :

iz\" iz\°"
=0 (1427~ (1- 2)

0 2n . 2n
s(1+Z) =(1-2
2n 2n
2n

1+ 4
=4 %QEUQn
~ 2n
L2
& 3k € 0,2n —1], 2n =%
~ 2n

o 3ke[0,2n—1], 2n+iz=(2n—iz)e™r
s Ikel0,2n—1], iz(1+e™)=2n(" —1)

Mais, |a, on remarque que pour k = n, e = —1, donc on ne peut pas diviser. Ainsi,
2ne'r —1
Pn(Z):O@HkE [[O,n—l]]Uﬂn—&—l,Zn—lﬂ,Z: TT
en +1

2n 2isin (47)
" 2cos ()

k
@Elke[[O,n—1]]U[[n+1,2n—1ﬂ,z:2ntan(2:).

< Jke0,n—-1]Un+1,2n—-1],z =

8. (*) Démontrer alors que
—1\"t = km o kr\ z2
P Y 2 _ 472 tan? _ 2 1—
n(2) <4n2> ZkE[l (Z n“tan o zkE[ltan o : A2 (%)

Je vous ai fait cadeau du caractére distinct parce qu'il y a encore des efforts a faire.
Déja, le coefficient de z”7 P, est

l I'2n N (_I')Qn _ lz(_l)n g
2i \(2n)2n " (2n)2n ) 2 4np2n T

Donc P, est de degré inférieur ou égal a 2n — 1. En développant avec le binbme de
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Newton, le coefficient devant z>"~1 de P, est

1 (/‘)2n—1 (/')2n—1 1 4/7(—1)”_1/'

o <2n(2n)2n1 + 2”(2,7)2,71) = W
e A
~ G (o)

. . km
Ensuite, on a 2n — 1 racines : les 2ntan (2/7) p

[n+1,2n—-1] ET

k =0, on trouve 0 comme racine. Ensuite, on remarque que si k € [1,n—1], 2n—k €

our k dans [0,2n — 1] \ {n}. Pour

2n—K)m
n

2ntan <

=2ntan|m k—ﬂ = —2ntan k—w
o on ) 2n )

Ainsi, on peut regrouper chaque racine non nulle av
la forme

ar) (272 (35))

ec son opposé, et factoriser P, sous

-1 kT z
= z 4n? tan? () -1
(4”2 k[[l n 4n?tan? (&)
1 n—1 n-—1 n n—1 Z2
= -— Zl—[4n2tan2 ()H -1
2 k
(4n k=1 2n ) =1\ An*tan? (57)
n—1 n—1 22
=(—=1)"'z ] tan? () -1
e () I e
n—1 n—1 22
=z | [|tan? | = fl = .
kl;[l <2 )H( 4n2tan2(k2)>

D’ou le résultat désiré.

n—1
km . L
9. Démontrer que H tan? (2n> = 1. On pourra utiliser un changement d'indice judicieux.
k=1
On écrit que
=il —1..2 (k
1 o (kT _ [Tk sin (2%;)
Htan 27 = = > [ km)
k=1 [Ti=1 cos? (57)
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Dans le produit du numérateur, faisons le changement d'indice £ = n — k. Alors

n—1

k:lsinz <g:) = nlj[lsir# ((n;né)W)

n—1
kT
Ainsi, | on peut conclure que tan® [ =— ) = 1.
p que ] <2n

k=1

N——

10. En déduire que pour tout x dans R,

n—1 2
X
X 1—-———— ] — sin(x).
U < 4n2tan (’ﬁ;)2> n—+o0 <

Correction

Soit x € R. Alors on sait que

n—1 2
X
Py(x) = x (1 - ) .
’ H 4n? tan? (47)

Mais on sait aussi que

mw =5 ((1+5) - (- 2)).

Par la question [6.] on en déduit que

1 ix —iX\ _
Pa(x) s E(e —e ) =sin(x).

Ainsi,

k=1

n—1 X2
sin(x) = Iir_p P.(x)= lim x 1—— .
n—-+0o00

n—+o0 ~ 4n?tan? (£7)

C. Tchebycheff vient a la rescousse

11. Soit m un entier naturel. Démontrer que pour tout x dans R,

sin((2m + 1)x) = sin xUp,(sin x),

oll, pour tout z dans C,
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2m—+1

Um(z) = Z(_l)[ 20+ 1

L

(

) (1- zz)m% 7%t

Correction

Soit x € R. Par la formule de Moivre, on sait que
sin((2m + 1)x) = Im ((cos(x) + i sin(x))*™*1) .

Or, par la formule du binébme de Newton, on sait que

(

On sépare alors les termes d'indices pairs et impairs de la somme :

2m+1

(cos(x) + isin(x))?™ = Z

k=0

2m+1

" ) i* sink(x) cos(x)2m 1k,

m

(cos(x) + isin(x))2™* = Zf; (2”72; 1) () cos) ¥+ 3 (22’; S
m s il . o ‘ m
=3 (F ) st cosemen -t
Ainsi,
sin((2m + 1)x) = Zi; (222’111) (—1)%sin?T(x) cos(x)?m~2
" (2m+1 g1 .
= ; <2€+ 1)(—1)’35|r12‘“r (x) cos?(x)m~¢
= sin(x) Zm: (2227:11) (—1)%sin%(x)(1 — sin®(x))™*
=0
‘: sin(x)Um(x).‘

)I'2€+1 Sin28+1(x) COS(X)2m+1—2Z—1

2m—+1

2l ) (_1)2 Sin2£+1(X) COS(X)2m+172271.

:r_l) pour k € [1, m] sont

k
12. Montrer que les nombres =+ sin (2m

des racines de Up,.

Correction

Soit k € [1, m]. Alors

sin < ) Unm <sin < )> =sin ((2m+ 1)
donc, comme sin( ) # 0, sin(

sin (22,

km
2m+1

2m—+1 2m

km
2m+1

km
2m+1

2m—+1

) est racine de U,,. De méme pour

o 1) =sin(km) =0,

13. (*) On admet que si deux polynémes P et Q ont méme degré n, mémes racines distinctes

.....

et son degré, justifier que, pour tout z dans C,
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Un(2) 2m+11m_[< sm(2)>

2m+1

Correction

Déja, on remarque que pour k € [1, m],

T .
est dans}O, — [ intervalle sur lequel le

kT
2m—+1 2

sinus est strictement croissant, donc toutes les valeurs sin ( ) sont distinctes.

s
2m—+1

k
2m7_r|_ 1), car, cette fois, les angles sont dans } —g, O[. On

a donc trouvé ’ 2m racines de Uy, ‘ qui sont aussi racines du polynéme

Z2
Vin(z) = 2m+ 1) H (1 = S”‘(”)) .

k=1

De méme pour les —sin (

Enfin,

il 2m+1 m—t
Un(0) = ZX;(—U‘(QH 1) (1-0%)" "0

_<2m+1

2><o+1> =2m+1=V,(0),

donc, d'apres le résultat admis, .

14. A I'aide de la factorisation précédente, montrer que, pour tout x € R,

m a2 X

k=1
Correction

Par la question [I1] on sait que

sin(x) = sin (2mx+ 1) U (S”‘< ))

_|_
:sin<2 )(2m—|—1)H< :: (sm51) )

2m+1)

sin(t)

t
sin(b)
sin(a) a'

15. Démontrer que la fonction t — est décroissante sur |0, [. En déduit que pour

0<a<s b<m, onalinégalité 0 <

On note f cette fonction. Alors f est dérivable et, pour tout t dans R,
cos(t)t —sin(t)
t2 ]

't

Page 11 sur



MPSI1 Pasteur 2025-2026 DS02

pour t >

N

, cos(t) <0 etsin(t) >0 donc f'(t) < 0. Pour t € }O, g [

cos(t)

f'(t) = "

(t —tan(t)) <O0.

Donc f’ est négative, d'ou la décroissance de f.

16. (*) Démontrer que, pour x € [0, [ et m € N*,

m 2

. X

sinx < x I | (1 — k27r2> < Pora(x),
k=1

ol la suite (Py)nen est la suite de polyndmes de la section précédente.
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Correction

D’apreés la question [14.]

m a2 X
nx=Em s <2mX+ 1) 11 <1_ W) |

k=1 2m+1

X

kT

Mais, par la question , on sait que, pour x € [0, w[ et k > 1

d'ou )
sin® (577 < T _ (kﬂ)z
sin (527)°  \ o7t x )

2m+1

/

d'ou, pour k > 1,

d'ou, finalement,

‘ X X2
sinx < (2m+1)2m+1 H (1_k27r2)'
k=1

Enfin, on sait que, pour k € [1,n—1],

d'ou

Finalement,

; < :
2m+1 2m+1

Correction

m——+o00

par théoréme d’encadrement, le résultat désiré.

Comme on a démontré en partie précédente que| Ppyr1(x) — sin(x) |, on en déduit,
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On a donc démontré le magnifique développement eulérien du sinus :

+o0 X2
Sin(X) :XH (1— /(27'['2> .
k=1
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