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DM 04+
Treillis et théoreme de Cantor-Bernstein

A. Notion de treillis

Soit (E, <) un ensemble muni d'une relation d'ordre. On dit que E est un treillis si pour tous x et
y de E, I'ensemble {x, y} posséde une borne supérieure et une borne inférieure. On notera alors
x Ay =inf{x,y} et xVy =sup{x, y}. On remarque qu'alors x Ay = yAxetque wVy = yV x.
Ainsi, N* muni de la relation de divisibilité | est un treillis : si a et b sont dans N*, a A b est le
pgcd de a et bet aV b leur ppcm.

1. Montrer que si la relation < sur E est totale, alors (E, <) est un treillis.

2. (P(E), C) est-il un treillis? Si oui, le justifier en précisant, pour A et B dans P(E), AN B
et AV B.

Un treillis est dit borné s'il admet un plus petit élément, noté 0, et un plus grand élément, noté
1.

Un treillis (E, <) est dit complémenté si pour tout x dans E, il existe un élément x’ dans E,
appelé un complémentaire de x dans E, tel que x Ax' =0et xV x' = 1.

Un treillis (E, <) est dit distributif si pour tous x, y et z de E,

xA(yVz)=KxAy)V(xAz)etxV(yAz)=(xVy)A(xV2z).

(autrement dit A est distributive sur V et V est distributive sur A)
3. Montrer que (P(E), C) est un treillis complémenté distributif borné.
4. Soit (E, <) un treillis borné, complémenté, distributif.
(a) Soit x dans E. Que vaut x A0, xVO0, xA1l, xV17?

(b) Montrer que A est associatif, i.e.
V(x,y,2) EE3 xA(yANZ)=(xXAy)Az.

De méme, on peut montrer que V est associatif.

(c) Si x est dans E, montrer qu'il y a unicité du complémentaire de x. (prendre x’ et x”
deux complémentaires de x dans E, considérer y = x’ A (x V x”)). On notera alors le
complémentaire de x dans E X.

(d) Montrer alors les lois de Morgan :

V(x,y) €EE? XAy =XVyetxVy=XAY.

5. Montrer par récurrence sur le nombre d'éléments que toute partie finie d'un treillis est bornée
(attention, ici « bornée » est a prendre au sens de « partie bornée » comme dans le cours).

Derniere définition, un treillis est dit complet (attention, rien a voir avec « complémenté » ) si
toute partie de ce treillis admet une borne supérieure.

6. Démontrer que si E est un treillis complet, alors il posséde un plus grand et un plus petit
élément.

7. Démontrer que si E est un treillis complet, alors toute partie de E admet une borne infé-
rieure.

8. Démontrer que (QN[0, 2], <) est un treillis borné mais qu'il n'est pas complet. Cela montre
que le caractére complet est + fort que le caractére borné!

9. Justifier que (P(E), C) est un treillis complet. (on précisera, si A est une partie de P(E),
la borne supérieure et la borne inférieure de A).
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B. Théoreme de Knaster-Tarski

Soit (T, <) un treillis complet, f une application croissante de T dans T. On veut montrer que f
admet un point fixe (théoréme de Knaster-Tarski).
Soit S={xeT, f(x)<x}

10. Justifier que S admet une borne inférieure m.
11. Démontrer que f(m) = m.

12. Démontrer qu'en fait, I'ensemble {x € T, f(x) = x} est un treillis complet.

C. Application au théoréme de Cantor-Bernstein

On applique dans cette partie le théoréeme de Knaster-Tarski a une preuve du théoréme de Cantor-
Bernstein. Soient E et F deux ensembles, tels qu'il existe une injection f de E dans F et une
injection g de F dans E. On veut montrer qu'il existe une bijection de E dans F.

On définit I'application W : P(E) — P(E) par
VA€ P(E), W(A)=E\g(F\f(A)).
13. Démontrer que W est croissante de (P(E), C) dans (P(E), Q).
14. En déduire qu'il existe M C E tel que V(M) = M.
15. Si N = F\ f(M), démontrer que g(N) = E\ M.

On définit alors

M — f(M)
xe f(x)

F\f(M)— E\M
X+ g(x)

16. Démontrer que a et 3 sont bijectives.

17. Démontrer alors qu'il existe une bijection h de E dans F.
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