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DM 07
a rendre le lundi 24 novembre

Plan d’étude. En début de DM, merci de préciser la formule que vous avez choisie.
1. Formule « bases ». Faire |'exercice d'arithmétique et le probléme 1, questions 1 a 6 (2h).

2. Formule « intermédiaire » Faire |'exercice d'arithmétique et le probléme 1, questions 1 a
10 (3h).
3. Formule « compléte » Tout faire (4h).

Exercice 1. Deux questions d’arithmétique.

1. Démontrer que pour tout n dans N, 6 divise 503 + n.

4‘ Correction

On propose 3 preuves : Preuve 1 : par récurrence. On montre, pour tout n, P, :
6/5n° + n.

Initialisation : 5 x 0° + 0 = 0, divisible par 6.

Hérédité : on suppose que 6 divise 5n° + n. Alors

5(n+134+n+1=50n+3n+3n+1)+n+1
=5n°+15n° +15n+ 5+ n+1
= (54 n) +15n(n+1) + 6.
Or, 6 divise 5n° + n par HR, 6 divise 6 et, parmi n et n+ 1, I'un des deux entiers est
pair, donc 2 divise n(n + 1) et 3 divise 15 donc 6 divise 15n(n + 1). Donc 6 divise

5(n+1)24+n+1, d'otl P,y1, d'otl I'hérédité et le résultat.
Preuve 2 : par disjonction. Soit n dans N. Alors

e si n est pair, n° est pair, donc 5n° + n = 0[2].

e si n est impair, n = 1[2] donc n® = 1[2] donc 5n® + n = 0[2]
De plus,

e si n=0[3], alors n® aussi donc 5n° + n = 0[3].

e si n=1[3], alors n® aussi donc 5n°* +n=5+1=0[3].

e si n=2[3], alors n® = 8 = 2[3] donc 5n° + n = 12 = 0[3].

Donc, quel que soit le cas considéré, 2 et 3 divisent 5n° + n donc 6 divise 5n° + n.
Preuve 3 : par calcul malin et disjonction directe. Ecrivons

5 +n=6n*+n—n*=6n—(n*-n)=6n*—n(n>—-1)=6n—n(n—1)(n+1).

Or, 6 divise 6n°. De plus parmi n, n—1 et n+1, I'un des trois est pair et I'un des trois
est multiple de 3. Donc 6 divise n(n — 1)(n+ 1). Donc 6 divise 5n° + n.

2. Démontrer que /5 est irrationnel.

Supposons que v/5 soit rationnel. Alors on dispose de (p, q) € Z x N* tels que v/5 = g

3
Comme v/5 > 0, on a de plus p > 0. Donc 5 = % i.e. 5p° = g¢>. Alors

vs(5p°) = vs(a°),
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1+ 3vs(p) = 3vs(q),

ce qui est absurde car I'entier de droite est divisible par 3 et pas celui de gauche!
Donc v/5 est irrationnel !

Probleme 1. Autour des contractions

Le but de ce probléme est d'étudier quelques exemples de suites définies par une relation de ré-
currence Upt1 = f(Up).

Soit k €]0,1[, f : R — R. On dit que f est k-contractante, ou que c'est une k-contraction si
V(x,y) € R?, |f(x) = F(¥)| < klx — yl.

Sig:C — C, on dit que g est une k-contraction si
V(x,y) € C?, |g(x) = g(¥)| < klx — .

A. Premiers résultats

Soit f une k-contraction de C dans C.

1. Démontrer que si (a,)nen € CY vérifie a, = £ € C, alors f(ap) -2 ().
n o0 n o0

Correction

Comme f est une k-contraction,

|f(an) — F(8)| < klan— ¢ — O,

n—+oo

donc f(ap) -2 ().

2. Démontrer que f a au plus un point fixe.

Correction

Soient £ et £ deux points fixes de f. Alors f(£) = £ et f(£') =4£'. Donc

60| =|f(e)— (&) < kle—1].

Si on avait |[£ — £'| # 0, on aurait 1 < k, absurde car k €]0, 1[. Donc |[£ —£¢'| = 0.

3. On suppose dans cette question que f admet un point fixe £. Soit (un)pen définie par
up € R et, pour tout n dans N, u,r1 = f(u,). Démontrer que pour tout n dans N,
|up — €] < k"|ug — £|. En déduire la limite de (uUp)pen.

On démontre par récurrence sur n que

lup — €] < k"|ug — £ (Pn)
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L'initialisation est évidente : |ty — £ < k°|up — £].
Ensuite, soit n € N tel que |u, — £] < k"|up — £|. Alors

lups1 — 2] = |F(up) — F(0)] < klup — €] < k.k"|ug — £ = k"™ Y ug — £,
d'ou I'hérédité et le résultat par le principe de récurrence.
Ainsi,
lup — € < k"ug — €] — 0, car |k| <1,
n—-+o00

donc, par encadrement, |u, — 4] — 0.
n—-+oo

B. Le théoréme du point fixe de Banach-Picard

Le but de cette section est de démontrer le joli résultat suivant :

Proposition 1

Soit k €]0, 1], soit f une k-contraction de C dans C. Alors f admet un unique point fixe.

Pour démontrer ce résultat, on prend f une contraction de C dans C, puis on définit (u,)en par
ug € C et pour tout ndans N, upr1 = f(up).

4. Démontrer que pour tout n dans N, |upr1 — up| < k"|u; — ug|. En déduire, a I'aide d'un
télescopage, que pour tout m < n dans N,
1 — kmm

ﬁh’l — Up|,

[up — um| < k

puis que (Uy)nen est bornée.
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Déja, on sait que pour tout n dans N, |tUpso — tUns1| = |F(Upr1) — F(un)| < k|1 — upl

donc, par récurrence immédiate, pour tout n dans N, |uyr1 — Un] < k" |up — ugl.

Ensuite, si (n, m) € N avec m < n,

n—1
g Ujit1 — Uj
i=m

| — um| =
n—1
<D luign — ul
i=m
n—1
<D Kur — uo
i=m
1_ knfm
<K ———|u; — g,
X 1_k | 1 O|
d'ou le résultat souhaité.
1 — k- 1
On remarque que comme k €]0, 1], k T % < Tk donc pour n quelconque et
m=20,
1
|tnl = [up — tio + to| < [up — o] + |uo| < 1_k|U1—Uo|+|Uo.

donc (up)nen est bornée.

5. Conclure qu'il existe une extraction ¢ et un complexe £ tels que vy, — 4.
n

—400
Correction

Par le théoréeme de Bolzano-Weierstrass dans C, (u,)neny admet une suite extraite qui
converge.

. Dé —nl Y
6. Démontrer que |Uy(n) — Un| w0

7. Démontrer enfin que u, —+> £, puis que f admet un point fixe. On pourra remarquer que
n——+oo

up—4=u, — Up(n) + Up(ny — £.
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4‘ Correction

Soit n € N. Alors

|u,, = Z| =u, — Ugp(n) + Up(n) — ﬁ‘

< |Utp(n) — up| + |Utp(n) — ¢

1 — ke(m—n

< nﬁwl*UO|+‘uw(n)*e|
n

< 1= k\Ul — Uo| + [tp(ny — £ el 0,

le premier terme étant géométrique et le second tendant vers O par convergence de

|"extraction !

On en déduit donc que u, — £, donc upr1 — £ et, par continuité de f, up41 =
n—-+oo n—-+oo

f(up) nﬁ+—oo>ﬁf (£), donc, par unicité de la limite, £ = f(£) : f admet donc un point

fixe.

C. Le cas des semi-contractions

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Soit f une semi-contraction, i.e. une application de R dans R telle que
V(x,y) €R? [F(x) = fF(y)| < [x = yl.

. . u
Soit (up)nen définie par ug = 0 et upy1 = (up). Alors (#) converge.
neN*

8. Trouver trois exemples trés simples (affines) de fonctions f tels que la suite (up)nen cOnver-

ge/tende vers +oo/n"ait pas de limite. Ceci permet de comprendre pourquoi on s'intéresse

.. u R
3 la limite de (—n) et pas a celle de (Un)nen.
n / nen+

4‘ Correction

Si f:xr— x+1, alors la suite (un)nen est égale a (n)pen donc diverge.
Si f:x — x, alors la suite (u,)nen est constante égale a 0.
Sifix— —x+1,alorsu; =1, b =0, uz3 =1, etc, donc la suite n'a pas de limite.

C-1. Le lemme de Fekete

Il s'agit ici d'établir un lemme préliminaire. Soit (a,)sen Une suite de réels positifs qui est sous-
additive, c'est-a-dire que
Y(m,n) € N?, apin < am+ an.

a . a
Notre but est de démontrer que ?” — inf(A), ou A= {7" ne N*}.
n

—+o00

9. Soit (n, N) € (N*)2. Soient g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de n par

N. Démontrer que
an _aw My

n >N n'

ol My = max{ag, a1,...,an—1}.
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4‘ Correction

On écrit simplement que

dn _ dgN+r
n n
agn + a e
< SN T g par sous-additivité.
ay+a , . L
< % par récurrence immeédiate : agy < an + Ag-1N S - -
q r
< +=
SgN+rN T g
q ar
< —gav+ —
S NN T
an dar
< L1
SN on
an | My
~ N n 1
car r € [0, N — 1], donc a, < max{ag, ..., an—1}.

o0
On aura intérét a utiliser les €, et notamment une bonne caractérisation de la borne infé-

rieure.

Correction

Déja, A est une partie non vide minorée de R donc admet une borne inférieure.
_ . _ a . €

Ensuite, soit € > 0. Alors on dispose de N € N tel que WN < inf(A) + 5

M/\/ &

< =
2

10. Démontrer alors que % - inf(A). (en justifiant que inf(A) existe bien)
n—

Soit ensuite N’ € N tel que Vn > N/,
Soit n > N'. Alors
an . € _
0< - < |nf(A)+§+f =inf(A) +¢,

. a .
d'ou la convergence de — vers inf(A) !
n

C-1l. Deux autres résultats préliminaires

11. Soit (vy)pen une suite tendant vers +oo. Démontrer que pour tout N € N, il existe n > N

tel que
Vk €[0,n], vn > .
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4‘ Correction

C’est un petit twist par rapport a ce que I'on connait de la limite infinie! Soit N € N.

Prenons M =1+ max v.
0<k<N

Alors on dispose de N’ € N tel que pour tout n > N’, u, > M. N’ > N car tous les uy
pour k < N sont strictement inférieurs a M.

Considérons alors M" = max{ux, k < N'}. On dispose de n tel que u, = M’. Comme
M’" > up, on sait que u, = M donc n > N.

Ainsi, n > N et u, > M > max{uk, k < n}.

. . i a
12. Soit (ap)nen Une suite sous-additive, telle que 7” —+> A > 0. Démontrer que pour tout
n——+oo
€ > 0, pour tout N dans N, il existe n > N tel que

Vk € [0,n], an = an—k + (A—€)k.

On pourra commencer en déterminant la limite, quand n tend vers +oo, de a, — n(A —

€).

Correction

Soit N € N et e > 0. On remarque que

—n(A—
2=MAZE) a4y e,
n n n—+o00
donc a, — n(A—¢€) — +oo. Par la question précédente, on dispose de n > N tel
que n—-+4o00
Yk € [0,n],an —n(A—¢) > ap—k — (n—k)(A—¢).

Ainsi, pour k dans [0, n],
an = an—x + k(A—¢).

C-11l. Démonstration de la proposition

On note, pour tout n dans N, d, = |u, — ug| = |u,| (on rappelle que I'on a supposé uy = 0).

. - : d
13. Démontrer que (d)nen est une suite sous-additive, puis que (n”) converge. On note

- neN
A sa limite.
4‘ Correction
Soit (m, n) € N2. Alors
dntm = |Untm — Uo|

= |Un+m — Up+ Uy — UO|

< |Un+m — Up| + |Un - UO‘
Or,

lun+m - Un| = |f(un+m—1) - f(un—1)| < |Un+m—1 - Un—l‘ << |Um — Uo]|,
par récurrence immédiate. Ainsi,
dn+m < ‘Um - UO| + |Un - UO| = dm + dn-
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. » .. [d
Donc la suite (d,)nen est sous-additive. Ainsi, <n"> converge, par le lemme de

neN
Fekete.

14. Justifier que si A =0, la proposition est démontrée.

4‘ Correction

. Up — Up Up T p L
Si A=0, alors — 0, donc — — 0, d'ou le résultat désiré.
n n—-+o00 n n—4oc

On suppose désormais que A > 0.

15. Démontrer, en utilisant la question , qu'il existe une suite (&;);en tendant vers 0 et une
suite d'entiers (n;);en, tendant vers +oo, telles que pour tout /,

Ve <N, dn = dn,—l + (A - 8,’)£,

i

et telle que la suite (up, )jen soit de signe constant.

Correction

Par la question on sait que pour tout N dans N, on dispose de n > N tel que
Vk €[0,n], dy > dok + (A—€)k.
On construit alors une extraction ¢ de la sorte :

1
e pour n = 0, posons gg = 50 Alors on dispose de ¢(0) > 0 tel que V£ <
©(0), dy) = dp(o)—¢ + (A —€0)t

e si ¢(n) est construit, on prend €,41 = et N = @(n) + 1, on dispose de

2n+1
m > N tel que

VLM, dp > dmog+ (A—gnia)t,

on pose alors p(n+ 1) = m.

On a donc construit une extraction ¢ qui satisfait presque toutes les propriétés
désirées. Mais (Uy(n))nen contient ou bien une infinité de termes strictement posi-
tifs, ou bien une infinité de termes strictement négatifs. Ceci permet de conclure
la preuve de la propriété.

Supposons que pour tout i dans N, u, > 0. On va démontrer, a I'aide de cette suite, que (Un)nen
est de signe constant.

16. Soit i € N. Démontrer que, pour tout £ < n;,

—Ug < ‘UZ - Un,| - ‘Un,l < dn,—é_ dn, < _(A_gi)‘e~
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4‘ Correction

Soit £ < n;. Alors

—Up = Up, — Ug — Up

i

< [, — g] — [up,|

< (up—1) = F(Ue-1)] — [un|
< |Un—1 — Ug—1| — [un,]

< ... (récurrence immédiate)
< |Un—e — Uo| — |up,|

< dp—g — dy,

< —(A—¢g).

D'ou le résultat a démontrer.

. u
17. Conclure alors que 1y > 0 pour tout £ puis que 7" —+> A. Comment adapter le cas ou
n——+o0o

(un,)ien est toujours strictement négative ?

4‘ Correction

On en déduit quesi£>0et n; = £, alors —uy < —(A—¢€;)¢, donc uy = (A—¢€;)¢ > 0.
Ainsi, uy, > 0 pour tout 4.

. u ) " u, d,
Mais alors, Zt est une suite positive, donc, pour tout £ dans N, .
Y Y L t—+oo—A

Si (up,)ien est toujours strictement négative, alors on écrit

Ug = Ug — Up, + Up, < ‘Un,- - Uz| - ‘Unf

et on est ramenés au probléme précédent.

Page 9 sur |§I



	Autour des contractions
	Premiers résultats
	Le théorème du point fixe de Banach-Picard
	Le cas des semi-contractions
	Le lemme de Fekete
	Deux autres résultats préliminaires
	Démonstration de la proposition



