MPSI Pasteur 2020-2021 DS06

MPSI

Mathématiques
Devolr survelllé 06 — partie commune

Samedi 16 janvier — 8h-10h30

e Durée : 2 heures 30.
e Toute calculatrice ou appareil électronique est interdit.
e e sujet est composé d'un seul probléme.

e La présentation et le soin apporté aux réponses seront pris en compte dans la notation.
Encadrez, soulignez vos résultats et numérotez vos pages.

e Prenez 5 minutes pour lire le sujet et décider de la stratégie que vous adopterez.

e A tout moment, vous pouvez admettre le résultat d’une question pour pouvoir continuer : il
suffit de le préciser clairement sur la copie.

e Si vous voyez ce qui semble étre une erreur d'énoncé, indiquez-le sur la copie.
e Laissez de la place dans une marge a gauche pour pouvoir noter plus facilement le devoir.

e Une réponse fausse, si elle ne laisse pas paraitre de calculs intermédiaires, compte 0 points;
avec calculs intermédiaires elle peut rapporter quelques points.

72 Bon courage! &3
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Probleme 1. Indice d’un lacet et théoréeme de D’ Alembert-Gauss

Définitions et notations

e On appelle chemin de C toute application «y : [0, 1] — C de classe €*, c'est-a-dire dérivable,
et de dérivée continue.

e Un lacet est un chemin dont les extrémités sont égales : y(0) = v(1).

(1) ( €]0,1])

(1) =5
Figure 1 — Un chemin Figure 2 — Un lacet

e On notera, pour tout a € C et r > 0, D,(a) le disque ouvert de rayon r centré en a:
Di(a)y={z€C, |z—a| <r}.

e Une partie U de C est dite ouverte quand elle contient un petit disque autour de chacun de
ses points, c'est-a-dire
Vx e U 3In>0, Dy(x) C U

En particulier, on pourra admettre qu'un disque ouvert est ouvert.

Disque ouvert Disque fermé : probleme avec x

Figure 3 — Un disque ouvert est ouvert. En revanche, si on considérait le disque fermé, c'est-a-dire
contenant aussi le cercle de rayon R, il ne serait pas ouvert : en tout point x du cercle, tout disque
Dyp(x) possede des points en-dehors du disque fermé, quel que soit n > 0.

e Soit U un ouvert de C et f : U — C une fonction. On dit que f est continue sur U quand

VaeC, Ve>0, In>0 Vze U la—z|<n=|f(a)—f(z)| <e.
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A. Questions préliminaires

1. On se donne un ouvert U et une fonction f : U — C continue; on se donne également un
chemin «y : [0, 1] — C, a valeurs dans U. Montrer alors que f oy : [0, 1] — C est continue.

Correction. Soit ty € [0, 1], € > 0. Notons a = y(ty). a€ U
f est continue en a, donc on dispose de 1 > 0 tel que

VzeU l[a—z|<n=|f(a)—f(2)| <e. (1)
7 est continue en ty donc on dispose de 3 > 0 tel que
Vs € [0,1], |s—tol <B = |v(s) — ()| < n. (2)
Soit alors s € [0, 1] tel que |s — to| < B. Par (2), |v(s) — ()| < m. Donc, par (1),
[F(v(s)) = F(v(t0))l < €,

donc f oy est continue en ty.
D’oll la continuité de f oy sur [0, 1].

2. Démontrer qu'une fonction f continue sur un intervalle I et a valeurs dans Z est nécessairement
constante.

Correction. Par |'absurde, supposons que f ne soit pas constante sur I. Alors on dispose
de (x,y) € I?, tels que x < y et f(x) # f(y). Sans perte de généralité, on peut supposer
f(x) < f(y). .

Comme f(x) et f(y) sont entiers, f(x) < f(y) — 1. Posons alors M = f(x) + 5 Alors
f(x)<M<f(y) | Comme f est continue sur I, par le théoréeme des valeurs intermédiaires

(TVI), il existe z € [x, y] tel que f(z) = M ¢ Z. Absurde!
\Donc f est constante.

3. Soit R > 0, b € C. On note Ur(b) I'ensemble Ugr = {z € C, |z — b| > R} = C\Dr(b).

(a) Démontrer que Ug est ouvert. On fera un dessin!

Correction. On dessine :
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Ix — bl — R

Soit x € Ur(b). Posons n = 5

par inégalité triangulaire,

> 0. Soit y € Dy(m). Alors |y — x| < n et,

[ly = x| = Ix = bl|

ly —b] >
> |x—b|— |y —x|

>\x—b|—g>\x—b|—n>R,

donc ‘y € Ug(b) ‘ ‘ Donc Ugr(b) est un ouvert. ‘

(b) On admet que deux points quelconques de Ug(b) peuvent toujours étre joints par un
chemin, c'est-a-dire pour tout (x1,x2) € U,%(b), il existe «y : [0, 1] — Ug, de classe €',
tel que v(0) = x1 et ¥(1) = xo. lllustrer ce résultat : on représentera un disque Dg(b),
deux points dans Ug(b) et un chemin reliant les deux points.

Correction. L'idée est que I'on peut toujours rejoindre deux points par un chemin
qui ne croisera pas le cercle. Attention a ne pas toujours penser a la ligne droite!

(c) Démontrer qu'une fonction f : Ug(b) — C continue et a valeurs dans Z est nécessaire-
ment constante.

Correction. Supposons, par I'absurde, que f ne soit pas constante. Alors il existe
(a,b) € C? tels que a # b et f(a) # f(b). De méme que précédemment, on peut
supposer f(a) < f(b)

Soit v : [0, 1] — U un chemin reliant a a b. Alors

e par la question[L] f oy est continue sur [0, 1],
. 1
e siM="f(a)+ 5 alors foy(0) < M < foy(1),

donc, d'aprés le TVI, on dispose de s € [0, 1] tel que f(s) = M ¢ Z , absurde!
Donc f est constante. \
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[0,1] = R
est
t=|y(t) — 2l
majorée et minorée. Démontrer que si, de plus, zy n'appartient pas a I'image de vy, alors § est
minorée par un réel strictement positif. On illustrera la situation.

4. Soit v : [0,1] — C un lacet, zy € C. Démontrer que I'application § :

Correction. Comme le module est continu, t +— |y(t) — zo| est continue par la question

[1] sur le segment [0, 1]. Par le théoreme des bornes atteintes, elle est bornée et atteint

ses bornes : elle est en particulier majorée et minorée.

De plus, on dispose de ty € [0, 1] tel que |y(tg) — 20| = rerf(i)nl]é(s). Si zg n'appartient pas
S ,

a I'image de 7y, alors |y(ty) — zo| > 0, donc d est minorée par un réel strictement positif.

B. Indice d’un lacet
B-1. Deéfinition de I'indice
Soit v : [0, 1] — C un lacet et Q le complémentaire de I'image de 7.

5. Montrer que Q est ouvert. On pourra utiliser la question[4]

Correction. Soit zy € 2. Par la question [£] la fonction § définie a cette question est
minorée par un réel strictement positif 7. Donc

vt € [0, 1], [v(t) — z0f >,

ce qui signifie que I'image de -y se situe ‘ en-dehors du disque Dp(zp) ‘ Ainsi D (z) C Q,

donc

Pour tout point a € Q on définit alors I'indice de -y par rapport a a, noté Ind,(vy), par

Ind,(y) = 1 /01 ﬂdt

2im y(t) —a
_ _ [0,1] = C
6. Dans cette question seulement, on étudie un exemple v : _,ou R >0et
0 — Re2n/7r9
n € Z. Calculer alors Indg (7).
Correction. Calculons l'intégrale :
1t )
ndo(7) 2im Jo y(t)—a
1 (! 2nimRe?"™®
% o Re2ni7r9 -0 do

2nim (1
LY
2im Jo
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7. L'indice est souvent présenté comme le « nombre de tours » qu’une courbe fait autour d'un
point. Cette interprétation est-elle cohérente avec le résultat de la question [6.|7?

Figure 4 — Ici, Inda(y) =0, Indg(y) = 1, Indc(y) =2

Correction. Cette interprétation est tout a fait cohérente, car quand t parcourt [0, 1],
le point d'affixe y(t) parcourt, dans le sens trigonométrique, le cercle de centre 0 et de
rayon R. De plus, quand 6 varie de 0 a 1, 2nm6 varie de 0 a 2n7 : au bout du compte,
on a fait n tours de cercle, qui sont ainsi comptés par Indg(7y).

B-1l. L’indice est une fonction continue.
On revient au cas général d'un chemin v : [0, 1] — C de classe C*.
8. On considére un point a € Q.

(a) Utiliser la question [5.| pour démontrer I'existence d'un réel r > 0 tel que le disque Do, (a)
de centre a et de rayon 2r soit inclus dans €2.

Correction. On sait, par la question que le complémentaire de -y, 2, est ouvert.
Or, a € §2, donc on dispose de 7 > 0 tel que Dy(a) C Q.

En posant r = g on obtient que Dy,(a) C Q.

(b) Montrer alors pour tout z € D,(a) I'inégalité

|Z_a| ! /
IInd(7) — Inda(y)] < e IV (t)|dt
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Correction. Soit z € D,(a). Alors

|Indz(7) - Inda(IY)‘ = %/O ,ygyi:)(t) z o rygytl)(t) adt‘
217r 1 y(fyt’(t) - rygyt’)() ; dt par inégalité triangulaire
v(t) — (’Y(f) )
—/\ (o[ =200 22 g,

\Zl

\%/o ‘”’l(”'wt) ECCED I

Or, |y(t) — al = 2r et

() —zl=y(t)—a+a—z| = (t)—al—la—z|>2r—r=r,

donc
la— 2| la— z|
(Iv(t) = 2)(v(t) —a)| = 2r?
d'ou
Ind(7) — Indy(y)] < o= '/ I (8)]dt,

ce qui est le résultat désiré!

9. En déduire que I'application a — Ind, (<) est continue.

Correction. Soit a € C, r comme défini a la question précédente. Notons C =

1
. £ .
E/ |v(t)|dt. Soit € > 0. Posons n = ok Soit z € C tel que |z — a] < n. Alors
0

Ind,(7) — Ind, ()| < Clz — a| < c% —¢,

‘d’ou la continuité de x — Ind, (7). ‘

B-11l. L’indice est toujours un nombre entier

On considére toujours un chemin vy : [0, 1] — C de classe C*, et on se donne a € Q. Pour tout t
dans [0, 1], on définit alors ¥(t) par

PY(t) = exp (/Ot ,ygysl)(s_)ads>

est constante.
a

10. Démontrer que
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P(t)
(t)—a
dérivables. Sa dérivée est alors, pour tout t dans [0, 1],

YOO () —a) — ()Y (1)

Correction. La fonction & : t — est dérivable comme composée de fonctions

=T 0w -y
o ()
o Yt
P'(t) = mw(t)v
donc
prey = YOO = V(Y@

(v(t) —a)?

‘5 est de dérivée nulle sur l'intervalle [0, 1], elle est donc constante. ‘

11. En déduire, en évaluant la fonction en 0 et en 1, que Ind,(7y) € Z.

Correction. Or,

. o Fds s
0 1 .
BT R ) S B T(O R

1 (s X
Donc elo 36295 = 1, donc on dispose de k dans Z tel que

s
/Omds—Qlkﬂ,

donc

1ot A
Ind,(v) = 2/7r/ 1) —a ————ds=keZ.

Donc Ind,(vy) est un entier.

B-1V. Indice en dehors d’un disque

On se donne un lacet v : [0,1] — C et un point b € C.

12. Montrer qu'il existe un réel R > 0 tel que le lacet «y soit a I'intérieur du disque ouvert de
centre b et de rayon R. On pourra utiliser la question [4]

Correction. On sait, par la question , que 6 : t — |y(t) — b| est majorée. Ainsi on
dispose de M > 0 tel que Vt € [0, 1], |v(t) — b| < M. Ainsi,

vVt e [0, 1], |v(t) — b] < 2M,

ce qui signifie que | le lacet <y est contenu dans Dg(b), en posant R = 2M. ‘
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13. Soit a un point a I'extérieur de Dgr(b). Montrer alors

1 M

I ST o5

1
ol /\/I:/O lv'(t)|dt.

Correction. Majorons |Ind, ()| :

()| = | | 1 st’

2im v(s)—a

1 [ +(s . L 4
= — L dspar inégalité triangulaire.

2m Jo |¥(s)—a

Or,
v(s) —al=|v(s)—b+b—al>]a—b|—|y(s) - b =|a— b - R,

car on a supposé que |y(s) — b| < R. Ainsi,

1 [ (sl 1 M
[nd, ()| 27r/0 la—b—-R” " 2nla_b-R (3)

14. En déduire que Ind,(y) = 0. On utilisera la continuité de I'indice sur Q.

Correction. Remarque importante : 1a, on peut vouloir « faire tendre quelque chose vers
400 » pour avoir . Probléeme : on a a qui est complexe.

La fonction z — Ind,(v) est continue sur Ug(b) (question [9), et a valeurs dans Z
(question donc, d’apreés la question [3.c, z — Ind,(7y) est constante sur Ur(b).

Soit t > 1. Alors si ar = b+ t(a—b), |ar — b| = |t|.|a— b| > R, donc a; € Urg.

Alors, ‘Inda(’y) = Ind,, (y) ‘ Ainsi, par la question précédente,

1 M L M — 0
2m|a; — b| — R 2mtl]a—b| — R t—+oo

Inda ()] = [Inda, (7)] <

Ainsi, par encadrement, et comme Ind,(y) ne dépend pas de t, | Ind,(y) = 0|

B-V. Deux lacets suffisamment « proches » ont méme indice

Soient v : [0,1] — C et n : [0,1] — C deux lacets ne passant pas par a. On fait |'hypothése
suivante, caractérisant en un sens que -y et 17 sont « assez proches » :
vt e [0, 1], [v(t) = n(t)] <[y(t) —al. (4)
n(t)—a
v(t) —a
15. Démontrer que ¢ est un lacet, et qu'il existe s €]0, 1] tel que I'image de ¢ soit contenue
dans Ds(1). On pourra utiliser la question [4]
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Correction. ¢ est bien défini sur [0, 1] (car t — ~(t) — a ne s'annule pas sur [0, 1]), il
est €' comme quotient de fonctions €*. Ensuite, si t € [0, 1],

o0 -11=|H0=2 -1
|a®) —a— () - a)
v(t) - a
) mm—wuw
v(t) —a
_ In(®) =~(1)]
[v(t) —al

< 1 par hypotheése.

Or, t — |¢(t) — 1] atteint son maximum sur [0, 1] par la question [4] donc on dispose
de to € [0, 1] tel que |¢(ty) — 1| = m[ax] |p(to) — 1|. Comme |p(to) — 1| < 1, en posant
te[0,1

L 1+18(t) 1

5 , on obtient que |p(tp) — 1| <s < 1let

[Vt € [0.1], ¢(t) — 1 <|¢(to) — 1 <5

ie. ’ I'image de ¢ est contenue dans Ds(1). ‘

16. Vérifier que Indp(¢p) = Ind,(n) — Ind,a (7).

Correction. Effectuons le calcul :
1t () v'(t)
Ind,(n) — Ind,(y) = ﬂ/o nh—a 700 - adt
1 )((t) —a) =¥ (t)(n(t) - a)

- d
2ir Jo (n(t) — (7 () — a) ‘
et
1 1 47
ndo($) = 5 /O ‘Z((f))dt
1 1 (O ®)—a)="(t)(n(t)—a)
_ 1 ((-a)? d
27 Jo o
1 P00 -2 -y mmn -a)
2ir o (0 — (/1) - 2)

S|

17. Conclure.
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Correction. On sait par la question que ¢ est inclus dans Ds(1). De plus, 0 ¢ Ds(1).
Donc, par la question , Ind;(¢) = 0. On conclut alors au résultat désiré, c'est-a-dire

que | Ind,(y) = Ind, (7). |

C. Le théoréme de D’Alembert-Gauss : partie non notée, a faire en DM

Soit P € C[X], de degré n > 1. On écrit P = a,X"+ -+ + a1 X + ag.
On va démontrer que P posséde une racine. Supposons, par |'absurde, que P ne s'annule pas.
Soit, pour R > 0, yg le lacet de C* :
[0,1] = C
TR - . .
6 — P(Re*™)

18. Soit A > 0. Montrer que pour tous R et R’ dans [0, A] et pour tout 6 dans [0, 1],

I7r(6) — Yr(0)| < MIR — R,

n
ol M= (n+1)A">  |al.
k=0

19. Justifier que pour tout R > 0, ] ir[1f , P(Re?™) existe et est strictement positif.
€[o,1
20. Utiliser les questions[I7] et [I9] pour démontrer I'existence, pour R > 0 donné, d'un € > O tel

que
YR’ >0, |/'_\> — R/| < E— Indo(’YR) = IIldo(’YR/).

21. Montrer que Indg(yg) ne dépend pas du choix de R > 0.

On pose, si R >0,
. [0,1] = C

MR - 0+ a Rnein.27r9
n

22. Déterminer lim M
R0 Inr(0)]

23. Démontrer alors que, pour R assez grand, [ng(0) —vr(0)| < Inr(8)|. En déduire la valeur de
Indg(yg) (pour R assez grand).

24. Déterminer Indg(yo) et conclure.
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