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Fonctions d’une variable réelle : limites et continuité

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R non vide et non réduit a un point et, sauf dans les paragraphes A-d) et B-e), sont
a valeurs réelles. On dit qu’'une propriété portant sur une fonction f définie sur I est vraie au voisinage de a si elle est vraie sur
l'intersection de I avec un intervalle ouvert centré en a si a est réel, avec un intervalle | A, +ool si a = +oo, avec un intervalle ] —oo, Al

sia=—oo.

A - Limites et continuité

Le paragraphe a) consiste largement en des adaptations au cas continu de notions déja étudiées pour les suites. Afin d’éviter des

répétitions, le professeur a la liberté d’admettre certains résultats.

Pour la pratique du calcul de limites, on se borne a ce stade a des calculs trés simples, en attendant de disposer d’outils efficaces

(développements limités).

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Limite d’une fonction en un point

Etant donné un point a de R appartenant & I ou extrémité de I,
limite finie ou infinie d’'une fonction en a.
Unicité de la limite.

Si f est définie en a et posséde une limite en a,
alors %LH},f(X) = f(a@).

Si f posséde une limite finie en a, alors f est bornée au voisi-
nage de a.

Limite a droite, limite a gauche.

Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou infinie).
Opérations sur les limites : combinaison linéaire, produit, quotient,
composition.

Passage a la limite d’'une inégalité large.

Existence d’une limite par encadrement (limite finie), par minora-
tion (limite +o0),par majoration (limite —oo).

Théoréme de la limite monotone.

Les définitions sont énoncées avec des inégalités larges.

Notations f(x) — ¢, lim f(x).

Notations lim f(x) ou lim f(x).
x—a X—a*
x>a

b) Continuité en un point

Continuité, prolongement par continuité en un point.

Continuité a gauche, a droite.

Caractérisation séquentielle de la continuité en un point.
Opérations sur les fonctions continues en un point : combinaison
linéaire, produit, quotient, composition.

La continuité de f au point a de I est définie par la relation

c) Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d’'un intervalle par une fonction continue.

Corollaire : cas d’une fonction continue strictement monotone.
Théoréme des bornes atteintes : toute fonction continue sur un
segment est bornée et atteint ses bornes.

Image d’'un segment par une fonction continue.

Une fonction continue sur un intervalle, a valeurs réelles et injec-
tive, est strictement monotone.

Toute fonction réelle strictement monotone, définie et continue
sur un intervalle, admet une fonction réciproque de méme mono-
tonie, définie et continue sur un intervalle.

Principe de démonstration par dichotomie.

La démonstration n’est pas exigible.

La démonstration n’est pas exigible.




CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Fonctions complexes

Breve extension des définitions et résultats généraux sur les
limites et la continuité.

Caractérisation de la limite et de la continuité a I'aide des parties
réelle et imaginaire.

e) Analyse asymptotique

Utilisation des équivalents usuels pour déterminer des limites.

Structures algébriques usuelles

Cette section a pour but l'introduction des notions les plus élémentaires relatives aux groupes, anneaux, corps, afin de traiter de

maniére unifiée un certain nombre de situations.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Loi de composition interne

Loi de composition interne.

Associativité, commutativité, élément neutre, inversibilité, distri-
butivité.

Partie stable.

On évite 'étude de lois artificielles.
Inversibilité et inverse du produit de deux éléments inversibles.

b) Structure de groupe

Groupe.

Groupe des permutations d’'un ensemble.

Groupe produit.

Sous-groupe : définition, caractérisation.

Morphisme de groupes. Image et image réciproque d’un sous-
groupe par un morphisme.

Image et noyau d’'un morphisme. Condition d’injectivité.
Isomorphisme.

Notation x” dans un groupe multiplicatif, nx dans un groupe
additif.

Exemples usuels : groupes additifs Z, Q, R, C, groupes multipli-
catifs Q*, Q}, R*, R}, C*, U, Uy.

Notation Sx.

Notations Im f, Ker f.

Au programme :

— cours sur les structures algébriques et (éventuellement) les limites de fonctions et la continuité.

— exercices de révisions d’analyse (suites, limites de fonctions et continuité) ou exercices de groupes (trés peu d’exos ont été faits

sur les groupes pour le moment!)
Exemples de questions de cours
1. Révisions sur la continuité (TLM, TVI, TBA,...)

2. Lintersection de deux sous-groupes est un sous-groupe ; la réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe ssiil y a une

inclusion de I'un dans l'autre.
Sous-groupes de (Z,+).
Composée de morphismes.

Si ¢ est un isomorphisme, alors (p‘l est un morphisme.

N oo o koo

Noyau : définition et CNS d'injectivité.

Limage directe/réciproque d’'un sous-groupe par un morphisme est un sous-groupe.
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