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Chapitre 08
Arithmétique

aut

1 Relations de divisibilité et de congruence dans Z.

1.1 Divisibilité

1 Définition 1 )
Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b et on écrit a|b s'il existe un entier
relatif k tel que b = ak. On dit alors que a est un diviseur de b et que b est un multiple de

a.
L'ensemble des multiples de a est noté aZ et est défini par

aZ = {ka, k € Z}.

Exemple 2

3 divise 9. Pour tout entier k, 1 divise k et k divise O.
Tout nombre est son propre diviseur.
27 est |'ensemble des entiers pairs.

Proposition 3

transitive sur Z.
Soit (a, b, ¢, d) € Z*.
2. Sialbet b#0, alors |a|] < |b].
3. Si dl|a et d|b, alors pour tous u et v entiers relatifs, d|(au+ bv).
4. Si a|c et b|d, alors ab|cd.

Démonstration

1. Déja vu dans le chapitre 5.

2. Si alb, on dispose de k € Z tel que b = ka. Or, b # 0 donc k # 0. Donc |k| > 1, donc
|a|.|k| > |a|, donc |b| > |a|.

3. d|a et d|b donc on dispose de k et k' dans Z tels que a = kd et b= k'd.
Soit (u, v) € Z°. Alors

au+ bv = dku+ dk'v = d(ku+ k'v)

donc d|au + bv.

4. Pour vous.
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Remarque 4

1. La divisibilité n'est pas antisymétrique sur Z : 3| — 3 et —3|3.

2. On utilise souvent la contraposée du (ii) : si alb et |a| > |b]|, alors b= 0.

1.2 Congruences

"_1 Définition 5 Y
Soient a, b et n trois entiers relatifs. On dit que a est congru a b modulo n et on utilise I'une
des notations suivantes

a=b[n], a=b(n), a=b[n], a=b(n), a=b mod n

n divise a — b, c'est-a-dire s'il existe un entier relatif k tel que a = kn+ b.

. J

La relation de congruence est une relation d'équivalence.

Démonstration
| Cf. Chapitre 5.

[Proposition 7 (Autres propriétés de la relation de congruence)}

Soient a, b, ¢, d, n cinq entiers tels que

a = b[n] et c =d[n].

Alors
(i) a+c=b+d[n].
(ii) ca= cbn].

(iii) ac = bd[n].

(iv) Vk € N, a* = p*[n].
(v) Vm € Z, am = bm[nm].

Démonstration

1. a = b[n] donc n|(b— a)

¢ = d[n] donc n|(d — ¢).

Donc n|(b—a)+ (d — ¢), donc n|(b+ d) — (c + a), donc a+ c = b+ d[n].
2. a= b[n], n|b — a donc n|c(b— a), donc ca = ch[n].
3. a= b[n], donc ac = bc[n].

¢ = d[n] donc bc = bd[n]

Donc, par transitivité, ac = bd[n].

4. Récurrence sur K.
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5. a = b[n] donc n|b — a donc nm|m(b — a) donc am = bm[mn].
|

Y(a, n) € Z°, nla< a=0[n].

f—[Remarque 9 (Et exemples)} )
@ 1. On ne peut pas « simplifier des congruences » : si ac = bc[n], alors rien ne nous dit
que a = b[n].

Par exemple, 2 X 7 = 2 x 4[6], mais 7 # 4[6].
2. Montrer que 3|1029%0 4 22021
Idées : trouver des congruences simples : 10 = 1[3], donc 10%°%° = 1[3].
De méme, 2 = —1[3] donc 202! = (—1)2°%1[3] donc 22°%* = —1[3].
Donc 102020 4 22921 = ([3] donc 3 divise 102920 22021
3. Les congruences nous permettent aussi de comprendre les différents critéres de divisi-
bilité.

|\ J

1.3 Division euclidienne

Proposition 10
Soit (a, b) € N x N*,
Il existe un unique couple (g, r) € N? tel que

a=bqg+r

0<r<b»b
On dit que I'on a effectué la division euclidienne de a par b. a est appelé dividende, b diviseur,
g le quotient et r le reste.

Démonstration

Diviser, c'est soustraire!!

Existence. Soit A= {a— bk, k e N}NN.

A est une partie de N, non vide (a € A) donc A admet un plus petit élément. Notons cet élément
r.

r € A donc on dispose de g € N tel que r = a— bq, i.e. a= bg+r.

r € Adonc r > 0. Montrons que r < b.

Sionavait r > b, alorsr — b >0, et

r—b=a—bg—b=a—b(qg+1).

Doncr—be A, et r— b < r, ce qui contredit la minimalité de r.
Donc r < b, I'existence est ainsi démontrée !
Unicité. Soient ((q,r), (¢, ")) € (N?)?, tels que

a=bg+r, 0<r<b
a=bgd +r,0<r<b
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En soustrayant les deux équations, 0 = b(g—q' ) +r—r', ie. ' —r=b(qg—q).
Donc b|r’ —r.
Or,
0<r<bet —b<r<o,
donc —b<r' —r<b,donc b|r' —ret|r —r|<b, doncr=r.
Donc b(qg—¢') =0 donc (b#0) g=¢.
D’ou I'unicité.

Proposition 11

Soit (a, b) € Z x Z*. |l existe un unique couple (g, r) € Z x N tel que

a=bqg+r
0<r<|b

Démonstration

L’unicité se démontre exactement comme précédemment. Pour |'existence :

e sib>0eta<0, on fait exactement comme avant, sauf qu'on regarde A = {a — bk, k €
Z}NN.

e sib<0,onécritb=—c, c >0, eton fait la division euclidienne de —a par c : —a = qc+r,
0<r<ec.

— sir=20, a= gb et c’est bon,

— sir#0,g=—-qc—r=qgb—r=(q+1)b+(=b—r), et

0<—b—r<|bl

,—‘ Remarque 12 2

1. Attention, la division euclidienne de 20 par 3 est 20 = 3 x 6 + 2, alors que la division
euclidienne de —20 par 3 est =20 =3 x (—7) + 1.

2. On utilise une division euclidienne pour montrer que U, = {ezﬁw, k € [0,n—1]}.

. o . a . .
3. Le quotient de la division euclidienne de a par b est bJ Exercice : le démontrer!

Exercice 13
Quel est le dernier chiffre de 1829207 ]

[Proposition 14 (Ecriture d’'un nombre dans une base)]

Soit b un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout entier n non nul, il existe un unique entier
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r et un unique (r + 1) — uplet (ap, a1,...,a,) € [0, b — 1]]’+1 tel que

.
n= E akbk.
k=0
On note alors n = a,. .. a".

Démonstration

Existence. On montre cette propriété par récurrence forte sur n € N*,
Initialisation. 1 = 1 x b°.

Hérédité. Soit n € N*, n> 1, tel que Py, ..., P,_1 soient vraies.
Effectuons la division euclidiennede nparb: n=bg+r, 0<r<b—1.

esig=0 n=rxb’ etcestgagné.
e sinon, g < n, donc, comme Py est vraie, on dispose de N € N, de (ao,...,ay) € [0,b—
1JV*E an # 0, tels que

N
qg= Z axbX.
k=0

N

Donc n = b. Z ah® + rb® = rb® + agh' + a;b® + - - - + aybNtL.
k=0
D’ou I'hérédité et le résultat !
Unicité. Soit n € N*. Supposons qu'il existe N et M dans N, (aq, ..., an), (co, ..., cy) tels que

any #0, e #0, et
N N
n= Z akb* = Z kb
k=0 k=0

Sans perte de généralité, on peut supposer N > N, et poser Cyr 1 = Cyrip = -+ - = Cy. Montrer
I'unicité revient alors & démontrer que (ag,...,an) = (¢, ..., cn) (si ay # 0, alors ¢y # 0
nécessairement).

Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors la partie

A= {k S [[O, Nﬂ, ax # Ck}
est une partie de N, non vide, donc admet un plus petit élément. Notons-le ky. Alors, en particulier,
dp = Co, a1 = C1, ..., dky—1 = Cky—1-
Donc I'égalité des deux décompositions se réécrit
N N
>k = Y o
k=ko k=ko
ou, plus précisément,
N N
akobko + Z akbk = CkobkO + Z Ckbk.
k=ko+1 k=ko+1

Mais ay, et cx, sont dans [0, b — 1] donc ay,b* et cx, b sont dans [0, b —1]... cela fait penser
a une division euclidienne ! Effectuons la division euclidienne des deux membres par b¥+1 :

N N
Ab™ + D abt = a, b bt N g bk Rt
k=ko+1 k=ko+1
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N N
Ckobko 4 Z Ckbk _ Ckobko 4 bko+1 Z Ckbk—ko—l
k=ko+1 k=ko+1

Par unicité du reste de la division euclidienne, ax, = ck,, absurde, car par définiton ax, # cx,.
Donc A est vide, donc (ao, ..., an) = (c, ..., cy). Dot 'unicité ! B

,—‘ Remarque 15 D

On a en fait r = [log,(n)] + 1.

(. J

,—‘ Remarque 16 D

En fait, la preuve de I'existence de la décomposition en base b donne un algorithme de
décomposition en base b : I'algorithme des divisions successives. lllustrons-le avec la base 2.

|\ J

2 PGCD et PPCM

Remarque 17

Quand on dit «soit (ag, ..., an) n nombres non tous nuls », c'est que I'on veut dire que

(ag, ..., an) #(0,..., 0).

[Proposition 18 (et defi)j

Soient a et b deux entiers non tous nuls.

(i) L'ensemble des diviseurs entiers naturels de a et b admet un plus grand élément (pour
le relation d’ordre usuel sur N). On le nomme plus grand commun diviseur de a et b
et on le note pcdg(a, b) ou aA b.

(ii) L'ensemble des multiples entiers naturels non nuls de a et b admet un plus petit élément
(pour la relation d’ordre usuel sur N). On le nomme plus petit commun multiple a a et
b et on le note ppcm(a, b) ou aV b.

Remarque 19

Par convention, on dira que 0 A0 = 0. ]

Démonstration

1. Soit A= {k € N, k|aet k|b}. Alors A C N et, comme 1 € A, A# . De plus, si a # 0,
alors pour tout k dans A, k < |a]. De méme pour b.
Comme a ou b est non nul, A est majoré, donc admet un plus grand élément.

2. B={keN, alketblk}. BCN, B+#0 (abe B), donc B admet un plus petit élément.
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Exemple 20
15A12 =3,

[Proposition 21 (Relation de Bézout)]

Soient a, b deux entiers non tous nuls. Alors il existe deux entiers u et v tels que

au-+bv=aAb.

Démonstration

e Considérons CL(a, b) = {au+ bv, (u,v) € Z*} et CL™(a, b) = CL(a, b) NN*,
CL*(a,b) CN, CL"(a,b) # 0 (car a®> + b*> € CL(a, b) et a°> + b*> > 0) donc CL™(a, b)
admet un plus petit élément §.
Démontrons que § = a A b.

e D¢ja, on démontre que § est un diviseur commun a a et b.
Effectuons la division euclidienne de a par ¢ :

a=0g+r, 0<r<o—1.

Alors r = a—6q. Mais 6 € CL™(a, b) donc on dispose de (u, v) € Z tels que § = au+ bv.
Donc

r=a—(au+bv)g=a(l—uq)+ b(—vqg) € CL(a,b).
Si on avait r > 0 on aurait r € CL*(a, b) et r < 4, absurde par minimalité de 9.

Donc r =0, donc dla.
De méme, 4|b.

e Montrons que § est le plus grand diviseur commun.
Soit d un diviseur commun (positif) a a et b. d|a et d|b donc d|au+ bv, donc d|6. Comme

0>0,d<6.
Donc § = aA b.
Donc aA b= au+ bv.

Corollaire 22

Soit ¢ un diviseur commun a a et b. Alors § divise a A b.

Démonstration

Donné par la preuve précédente. B

Remarque 23

En fait, la relation de Bézout nous permet de dire que I'ensemble des diviseurs > 0 communs
a a et b a un plus grand élément pour la relation |.
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Exercice 24

1. Déterminer,sin €N, nA(n+1), nA(n+2), n> A (n* = n).
2. Déterminer 12 A 15.

Proposition 25

. aNb=|a|A|b|.
2. (Commutativité) Soit (a, b) € Z?, avec (a, b) # (0,0). Alors aAb=bA a.

3. (Associativité du pgcd) Soit (a, b, c) € Z3, (a,b,c) # (0,0,0). Alors aA (bA¢) =
(anb)Ac.

4. (Multiplicativité du pgcd) Soit (a, b) € Z2, (a, b) # (0,0), n € Z*. Alors (na) A (nb) =
[nja A b.

5. (Elément absorbant) Pour tout a dans Z, aA 1= 1.
6. (Neutre) Soit a # 0. Alors aA 0 = a.

7. (Proposition de I'algorithme d'Euclide) Soit (a, b) € Z2, b # 0, k € Z. Alors aA b =
(a+ kb) A b.
En particulier, si r est le reste de |la division euclidienne de a par b, aAb=bAr.

—

Démonstration

Toutes ces preuves sont essentiellement triviales.
1.
2.
3.

Evident.

Evident.

Notons d = (aAb)Acetd=aA(bAc). Alors
e d divise a, b et ¢ donc d divise a et b A ¢ donc d divise 0.
e De méme, § divise d.

Donc, comme d et § sont strictement positifs, ils sont égaux.

. Soient u, v tels que aA b= au—+ bv.

Sid = (na) A (nb) et 6 = |n|(a A b), alors

e (a A b) divise a et b donc |n|(a A b) divise na et nb. Donc § divise na et nb, donc ¢
divise d.

e d divise na et nb donc d divise |n|ua + |n|vb = 4.

Donc, étant positifs, d = 6.

. Evident
6. Evident
7. Soit d =aAbetd = (a+ kb)Ab:on montre que d|§ et §|d a I'aide de combinaisons

linéaires.

[Proposition 26 (Algorithme d’EucIide)]

Soient (a, b) € (Z*)?. On définit la suite (r,),en cOmme suit :

® /o= |a|,
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e = 1b|,

e pour tout n dans N, si r,11 # 0, rpyo est le reste de la division euclidienne de r, par
rhe1. Sinon, rppo = 0.

Alors il existe N dans N tel que ry;1 =0et ry =aAb.

Démonstration

e Existence de N : pour tout n dans N tel que r,11 # 0, rp4o est le reste de la division
euclidienne de r, par rpy1 donc rhio < rpy1. Donc la suite (r,)qen est une suite d'entiers
strictement décroissante tant qu'elle n'est pas nulle : ryp > r; > --- > 0. On ne peut donc
pas avoir une infinité de termes non nuls, donc (r,)nen est nulle a partir d’'un certain rang.
Donc I'algorithme se termine.

e Soit alors N € N tel que ry11 = 0 et ry # 0. On montre alors que r, A rpp1 = aA b par
récurrence sur n € [0, N].
Initialisation. o A ;. = |a| A |b] = a A b.
Héreédité. Si r, A r,p 1 = a A b, alors comme r,15 est le reste de la division euclidienne de
I'n Par i1, M Ayl = g A o,
D’ou I'hérédité et le résultat.
En particulier, aAb=ry A rys1 =y A0 =ry.

,—‘ Remarque 27 )

1. C'est un bon programme informatique a écrire!
2. On peut une relation de Bézout a partir de I'algorithme d'Euclide : exemple de 103A72.

3. Plus précisément, si on définit (s,) et (t,) parso =1, s1 =0, to =0, t; =1,

thr2 = th — Gni2tnta

Sp+2 = Sp — Gn4+25n+1

ol gpio est le quotient de la division de r, par rp1, alors aA b = asy + bty (exercice)

Définition 28

Deux nombres a et b sont dits premiers entre eux si aA b= 1.

Théoreéme 29 (Bézout)]

Soient (a, b) € Z7. a et b sont premiers entre eux si, et seulement si

I(u,v) € Z?, au+ bv = 1.
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Démonstration

SiaAb=1, c'est évident par la relation de Bézout.

Supposons que I'on dispose de (u, v) € Z? tels que au+ bv = 1. Donc, comme a A b divise
aet b, aAn bdivise au+ bv =1 donc a A b divise 1 donc, étant positif, il est égal a 1.

[ |
Corollaire 30
) . a b .
Soient a et b deux entiers. Alors 8@ = —— et b' = sont premiers entre eux.
anb anb

Démonstration

Il suffit de diviser une relation de Bézout entre a et b paranb. B

Théoréme 31 (Gauss)]
Soient (a, b, ¢) € Z° tels que a divise bc et aA b= 1. Alors a divise c. ]

Démonstration

aA b =1 donc on dispose de (u, v) € Z tels que au + bv = 1.
Alors acu + bcv = c.
Or, a divise a et a divise bc, donc a divise acu + bvc =c. i

[Proposition 32 (Gauss bis)j
Soit (a, b, ¢) € Z®, (a, b) non tous nuls. Si a|c, b|c et aA b= 1, alors ab|c.

Démonstration

aA b =1 donc on dispose de (u, v) € Z? tels que au + bv = 1. Alors acu + bcv = c.
alc donc ab|bcv, b|c donc ablacu. Donc abjc. B

Exemple 33

1. Soient n € N*, k € Z. CNS sur k pour que k soit inversible modulo n, i.e. qu'il existe
LeZ, ki=1[n]?

2. Soient n € N*. On note wy = e CNS sur Wk pour que wy engendre U, i.e. que

Va €U, dpeN, a=uwf.

Proposition 34

Soient (a,b,c) € Z* n € Z. Si ab = ac[n] et si a et n sont premiers entre eux, alors
b= c[n].
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Remarque 35

On comprend l'idée d’« inversibilité modulo n» mentionnée dans I'exemple précédent. ]

Proposition 36

Soit r € Q. Il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que pAg=1etr= g

il est appelée écriture irréductible du rationnel r.
q

Démonstration

e Existence. Soit r € Q. ON dispose de a € Z, de b € N* tels que r = g. Alors

_a_
_ aA

_b
A

T

L

L
o

a
et on a déja vu que —— et

—— sont premiers entre eux. D'ou I'existence.
aNb anb

/

e Unicité. Soient (a,a’) € Z?, (b,b') € (N*)? telsque aAb=1,a Ab =1et % = %. Alors
ab’ = a'b. Donc
— b|a'bet b Ad =1 donc b|b,
— blab’ et bAa=1 donc b|b.

Comme b et b’ sont dans N*, b = b". Donc a = 4.
D’ou I'unicité.

Exercice 37

1. (Re)démontrer que v2 ¢ Q.

2. Montrer que I'équation x> — x? + x + 1 = 0 n’a pas de solutions rationnelle.

Soit (a, b) € Z?\ {(0,0)}.
ab

anb’
2. tout multiple commun a a et b est multiple de a Vv b.

1. avb=

Démonstration

Notons

ab
anb’
1. On montre que m est un multiple de a et de b.

abEZ,donc d

e a A bla donc ; bb = m est un multiple de b,
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b .
e de méme, a A b|b donc vy ba = m est un multiple de a.

Donc m est un multiple commun a a et a b.

2. Soit M un multiple commun a a et a b. Alors on dispose de k et de £ dans Z tels que
M = ka et M =£b. Donc ka = £b donc, comme a A b|a et a A b|b,

a b
aANb  Tanb’
Or,
2 et ont premiers entre e
e —— et —— sont premiers entre eux,
anb anb P
a a
divise £ , le théoréme de Gauss, divise v, i.e. v = .
o comme — divise £, par le théoreme de Gauss, ——— divise v, i.e. v = p—"
a -
DoncM:pbm:pm, donc m divise M, donc (M # 0) m < M.

3. Donc m= aV b, et le deuxiéme point est aussi prouvé.
[ |

On peut aussi définir le pgcd de n éléments (on ne va pas démontrer les propriétés suivantes)

” Définition 39 )

Soient n € N*, (ay, ..., an) € Z", non tous nuls.
1. L'ensemble des diviseurs positifs communs a (aq, ..., an) admet un plus grand élément,
noté pged(ay, ..., an).
2. L'ensemble des multiples strictement positifs communs a (ag, ..., an) admet un plus
petit élément. On le note ppcm(ay, .. ., an).
Si I'un des ax est nul, on dit que ce ppcm est nul.
Proposition 40
Soient n € N*, (ay, ..., an) € Z". Alors

pged(ay, . . ., an):al/\(ag/\(-~-/\an)):al/\--~/\an.

(par associativité)

[Proposition 41 (Relation de Bézout)]

Soient n € N*, (ay, ..., an) € Z". Alors on dispose de (uy, ..., Un) € Z" tels que

ajun + -+ apu, = pged(ay, . . ., )

Définition 42

Soient n € N*, (aq, ..., anp) € Z". On dit que (ay, . .., ap) sont premiers entre eux dans leur
ensemble si pged(ay, .a,) = 1.
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[Proposition 43 (Théoréme de Bézout)}

Soient n € N*, (a1,...,a,) € Z". Alors (a1,...,a,) sont premiers entre eux dans leur
ensemble si et seulement s'il existe (uy, ..., u,) € Z" tels que

ajuy + -+ apu, = 1.

,—‘ Remarque 44 N

@ 1. Ne pas confondre « premiers entre eux dans leur ensemble » et « premiers entre eux
deux a deux». Si a=06, b =15 et ¢ = 10, alors a, b, ¢ sont premiers entre eux dans
leur ensemble mais pas deux a deux!

@ 2. On ne peut pas obtenir le ppcm de n nombres en divisant leur produit par leur pgcd.
Par exemple, sia=6, b= 15 et ¢ = 10, pged(a, b, ¢) = 1 et ppem(a, b, ¢) = 30.

3 Nombres premiers

3.1 Définition — Théoreme fondamental de I'arithmétique

. Définition 45 )
Un entier p supérieur ou égal a 2 est dit premier si ses seuls diviseurs sont +1 et +p.
On note P I'ensemble des nombres premiers.

(. J

,—‘ Remarque 46 2

2 est le seul entier pair premier, 1 n'est pas premier.

|\ J

Proposition 47

Tout entier n > 2 est divisible par au moins un nombre premier.

Démonstration

On démontre par récurrence forte que V2 > 2,
P, : n est divisible par au moins un nombre premier.

Initialisation. 2 est premier et se divise lui-méme.

Hérédité. Soit n > 3 tel que Pg, ..., P,_1 soient vrais.

Si n est premier, n|n donc P, est vraie.

Si n n'est pas premier, on dispose de (a, b) € N?, différents de 1 et n, tels que n = ab. En
particulier, a € [2, n— 1] donc, par hypothése de récurrence, a admet un facteur premier, donc n
aussi.

D’ou I'hérédité et le résultat. B
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Proposition 48

L’ensemble P est infini.

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

Démonstration

On démontre ce résultat par I'absurde.
Supposons que P est fini, i.e. que P = {py, ..., PN}
Considérons K = p; X --- X py + 1.

Alors K a un diviseur premier. Mais comme K = 1[p;] pour tout /, ce diviseur premier ne peut
étre aucun des p;. ABSURDE B

Proposition 49

L V(pg)eP’ p£gepig=1.

2. VpePet aeN, oubien pAa=1, ou bien p|a.
3. Si(p,q) €P? siacN, plaet gla= pqla.

4. Sipc P, si(a b) €N alors plab= plaA pl|b.

” Définition 50 )

Soit n € N*, p € IP. Alors I'ensemble
{k €N, p“n}

est une partie non vide, majorée de N. Elle admet donc un plus grand élément. On appelle
cet élément valuation p-adique de n et on le note v,(n).

(.

Démonstration

On remarque que comme p > 2, p* k—> +00, donc on dispose de K dans N tel que p > n.
—+o00

D’ou le caractére borné de la partie. B

Proposition 51

Soit n€ N*, p e P, k € N. Alors

pX|n < k < v,y (n).

Démonstration

Notons A = {k € N, p*|n}.

Si p¥|n, alors k € A, donc, comme v,(n) est le plus grand élément de A, k < v,(n).
Si k < vp(n), comme p""(”)\n, et que pk|p"”(”), par transitivité, p* divise n. B
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Proposition 52

Soit n€e N*, pe P, me N. Alors les ASSE :

1. m=vy(n)
2. p"|net p™*t fn
3. ll existe g dans N* tel que n=pTget pAg=1.

Démonstration
Procédons par implications circulaires.

1. Supposons que m = v,(n). Alors par définition, si
A={keN, pXn},

p™|n mais, comme m est le plus grand élément de A, p™* fn.

2. Si p™|net p™? Jn, alors on sait que n = p™q avec g € N. Mais, si p divisait g, alors p” !
diviserait n, absurde. Donc p fq.

3. Sin=pTqavec p fq, alors, déja, p™|n donc m € A. Mais s'il existait k tel que k > m
et p* divise n, alors n = pkd = p™q, donc p*~™d = q, donc, comme kK — m > 0, plq,
absurde! Donc m = v,(n).

Proposition 53

Soit p € P, (n, m) € (N*)2. Alors
Vo(nm) = vp(n) + vp(m).

Par récurrence immédiate, pour tout k dans N, v,(n*) = kv,(n).

Démonstration

Notons a = v,(n), b = v,(m). Alors on dispose de g et r dans N* tels que n = p?q, m = pPr,
avec ¢ et r non divisibles par p. Donc nm = p?*Pqr et, comme p est premier, p ne divise pas qr.
D’ou le résultat. B

On arrive ensuite au théoréeme fondamental de I'arithmétique.

f_ﬂ Théoréme 54 )

Soit n un entier naturel non nul, n > 2. Alors

n—= H p‘/p(”)’

peP

le produit étant en fait sur un nombre fini de termes (les p tels que v,(n) # 0).
Plus précisément, il existe un entier m, m nombres premiers p1, ..., pm, M entiers naturels

non nuls ay, ..., o, tels que
m
n= H pRe.
k=1

De plus, cette décomposition est unique.

(.
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Pour démontrer I'unicité, on aura besoin d'un Lemme.

Soient r € N*, (p1,...,pr) r nombres premiers distincts, (o, ..., a,) r entiers naturels, et

,
n= pr’".
i=1

Alors pour tout i dans [1, r],
VPi(n) = Q.

Démonstration
Soit i € [1, r]. Alors

a
n=px ] o
1<i<n

J#I
Or, pour tout j dans [1, r] différent de 7, p; ne divise pas p; donc, comme p; est premier, p; ne
divise pas pj%, donc, toujours comme p; est premier, p; ne divise pas H pf”. Par caractérisation
1<y<n
J#I
de la valuation, on en déduit que v,,(n) = ;. B

Démonstration

e Existence. On démontre le résultat par récurrence forte.
Initialisation. 2 = 2, c’est gagné.
Hérédité. Soit n dans N tel que la proposition soit vraie jusqu'au rang n— 1. Alors n admet
un facteur premier pg. On sait alors que n = q.pg"o(n), oll g € [1, n— 1]. Par hypothese de

récurrence, on sait que g = H p"P(q). Mais alors,
peP

n— pgpo(n) v H pYe(@)
peP

Mais, si p € P, vp(n) = vp(p;”"(n)) + v,(q), donc,
— sip=po, vp(q) =0,
— si p# po, vp(n) = vp(q).

Donc n = H p*e(m

pEP
D’ou I'hérédité et le résultat.

e Unicité. C'est immédiat par le lemme précéden !
[ |
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Corollaire 56

Soient m et n des entiers naturels non nuls. Alors

m=n&<VpeP, v,(n)=v,(m).

Exemple 57

e On peut utiliser la notion de valuation pour démontrer le plus simplement possible que
V/2 est irrationnel. Supposons en effet que V2 € Q. Alors on dispose de p et g entiers

naturels non nuls tels que v2 = g Alors 2¢° = p?. Or, w(2¢?) = 1+ 2w»(q), donc

ce nombre est impair, alors que v»(p?) = 2v»(p), qui est pair. Absurde !

e |l est intéressant de remarquer que v,(n) < log,(n).

Proposition 58

Soient a et b deux entier naturels non nuls. Alors a divise b si, et seulement si

Vp e P, vp(a) < vp(b).

Démonstration

Si a|b, alors on dispose de ¢ € N* tel que b = ac. Soit p € P. ALors
vp(b) = vp(ac) = vp(a) + vp(c) = vy(a).

SiVp e P, vy(a) < vp(b), posons, pour tout p dans P, ap = v,,(b) — vp(a). La suite (ap)pep
n'a qu'un nombre fini de termes non nuls.

Posons alors ¢ = H P
pEP
Alors, pour tout p dans P,

vp(ac) = vp(a) + v,p(b) — vp(a) = v,(b),

donc ac = b. Donc a divise b.

Exemple 59

1. (TD10) Soient a et b dans N? tels que a° divise b>. Démontrer que a divise b.

2. Soit n=p{* ... pZ. Combien n a-t-il de diviseurs?

Proposition 60

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Alors

anb=T]pmr@0) et av b =[] preu®),
peP peP
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Démonstration

e Pour a A b, on démontre que pour tout p dans P, v,(a A b) = min(v,(a), v,(b)).
— Comme aA bla et aA b|b, alors, pour tout p dans P, v,(a A b) < vp(a) et vp(aAb) <
vp(b), donc
vp(a A b) < min(vy(a), vp(b)).

— Soit ¢ = H pmin(ve(a):vo(5) " Alors pour tout p dans P, v,(c) = min(v,(a), v,(b)) donc
peP
vp(€) < vp(a) et vp(c) < vp(b).
Donc cla et c|b donc, par propriété du pgcd, cla A b, donc v,(c) < vp(a A b), i.e.
min(vp(a), vp(b)) < vp(aAb).
D'ou le résultat par double inégalité!
e Pour aV b, on peut ruser! On remarque simplement que, comme (a A b) x (aV b) = ab,
alors, si p € P,
vp(a A b) 4+ vp(aV b) = vy(a) + vp(b),

donc
vp(aV b) = vp(a) + vp(b) — min(vp(a), vy (b)) = max(vp(a), vp(b)),

d’ou le résultat!

Exemple 61

Démontrer que deux nombres sont premiers entre eux si et seulement si leurs carrés sont
premiers entre eux.

3.2 Le petit théoréme de Fermat

f_ﬂ Théoréeme 62 )

Soient p un nombre premier, a un entier. Alors
a” = alp].
Si de plus p ne divise pas a,
a*t =1[p]
(. J

Pour démontrer ce résultat, on aura besoin de deux lemmes.

Pour tout entier k de [1, p — 1], p divise (i)
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Démonstration

, p\ pfp-—1 p—1\  (p - p
Soit k € [1,p — 1]. Alors <k> = k(k—l) Donc p(k_1> = k<k>. Donc p divise k(k)

Comme p est premier avec k (car k € [1, p— 1]), par le théoréme de Gauss, p divise (llz) [ |

Soient u et v deux entiers relatifs, alors

(u+v)P =u” +vP[p]

Démonstration

Par la formule du bindbme de Newton,

p p—1
(u+v)yP=>" (i) UV =P Py (Z) ukvE = uP 4 vP[p)

k=0 k=1

car pour tout k dans [[1, p — 1], p divise <Z) |

Démonstration (Preuve du petit théoréme de Fermat)

Faisons une récurrence sur a, en notant pour tout a dans N, P, : a” = a[p].
Initialisation. 0° = 0[p].
Heérédité. Soit a € N tel que a” = a[p]. Alors par le second lemme,

(a+1)P =2+ 1°[p],
donc, par hypothése de récurrence,
(a+1)°=a+1[p]

d’ou I'hérédité et le résultat.
De plus, si p fa, alors pAa=1donca”t=1[p]. A

Exercice 65

Déterminer le reste de la division euclidienne de 2343 par 11. ]
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