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Chapitre 11
Dérivabilité
1 Deérivabilite

1.1 Définition et premiéres propriétés

f Définition 1 )

Soit f:I—- R, acl

f(x)—f
(i) On dit que f est dérivable en a si la limite en a de % existe et est finie. On

dit que cette limite est le nombre dérivé de f en a et on la note '(a).

(ii) f est dite dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I. Cela permet de définir la
fonction dérivée de f, notée ' : x — f'(x).

Proposition 2

Soit f : I = R, a €1, f dérivable en a. L'équation de la tangente a la courbe de f en a est

y=f(a)+f'(a)(x - a)

Proposition 3
Soit f:I—-R, ael
(i) si f est dérivable en a, alors f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + o(x — a), c'est-a-dire que
I'on dispose de € : I — R telle queXHa

Vx €1, f(x)=f(a)+f(a)(x —a)+e(x)(x—a),
et telle que g(x) . 0.

(i) réciproquement, s'il existe k € Ret ¢ : I — R tels que
Vx el, f(x)="f(a)+ k.(x —a)+e(x)(x—a)

et e(x) — 0, alors f est dérivable en a et f'(a) = k.
X—ra

Une fonction dérivable est continue. La réciproque est fausse.

Définition 5

Soit f:1— R, a€l On dit que f est dérivable a gauche (respectivement a droite) en a si
- . , f(x)—f(a . _

la limite a gauche (respectivement a droite) en a de % existe et est finie. On note
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[alors cette limite f;(a) (respectivement f;(a)). ]

Proposition 6

Soit f:I—- R, acl

(i) si f est dérivable a gauche (resp. a droite) en a, alors f est continue a gauche (resp.
a droite) en a.

(ii) si f est dérivable a gauche et a droite en a et si f;(a) = fj(a), alors f est dérivable en
aet f'(a) = f,(a) = fy(a).

(iii) réciproquement, si f est dérivable en a, f est dérivable & gauche et a droite en a et
fi(a) = fy(a) = '(a).

1.2 Opérations sur les dérivées

[Proposition 7 (Théorémes généraux)}

Soient f, g: 1 — R, a € 1. On suppose f et g dérivables en a.
(i) pour tous X et 4 dans R?, A\f+pug est dérivable en a et (\f+pug)'(a) = Af'(a)+ug'(a).
(ii) f x g est dérivable en a et (f x g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a),
—9'(a)
g(a)? "
(iv) si g ne s'annule pas sur un voisinage de a, g est dérivable en a et <f>/(a) =

f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g9(a)? '

: . 1 : A
(iii) si g ne s'annule pas sur un voisinage de a, g est dérivable en a et (g) (a) =

Soit f:1— J,g:J—R, a€cl Sif estdérivable en a, si g est dérivable en f(a), alors
go g est dérivable en a et (go f)'(a) = ¢'(f(a)) x f'(a). (régle de la chaine)

Proposition 9
Soit f : I — J, continue sur I, bijective, a € I.

(i) si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f~1 est dérivable en f(a) et (f 1) (f(a)) =
1

f'(a)
(i) si f est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I, f~* est dérivable sur J et
Yy € 4 (FY () =z
' Fr(f=1(y))
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1.3 Dérivées d’ordres supérieurs

s Définition 10 Y

(i) Soit f une fonction de / dans R. On définit par récurrence sur n € N la proposition « f
est n fois dérivable sur I » et la fonction (" par :

(a) f est O fois dérivable sur / par définition. On note f(©) = f.

(b) Pour tout n entier, si f est n fois dérivable et si £(" est dérivable, alors f est
n+ 1 fois dérivable et on note fF("+1) = ().

(ii) Si n € N, on définit D"(I, R) comme I'ensemble des fonctions n fois dérivables de T
dans R. En particulier, D°(I, R) = RL.

(iii) Sin € N, on définit " (I, R) I'ensemble des fonctions n fois dérivables sur I, de dérivée
n-ieme continue. En particulier, €°(I, R) est I'ensemble des fonctions continues de I
dans R.

(iv) On définit I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables, noté €°>°(I, R), par

¢>(LR) =) ¢"LR) =[] D"LR).

neN neN

(v) Sife€¢"(I,R)/D"(I,R)/€>(I,R), on dit que f est « de classe €"/D" /€ ».

,—‘ Remarque 11 N

On a les inclusions (infinies)
Do’ oD oF D DF™.
TOUTES ces inclusions sont strictes. Etudier les
k1o (1) o ko (1Y
X sin{ — ] six#0 x“sin| — | six#0
fi o X X et gk 1 x> X
0 sinon 0 sinon

Alors fi est de classe € mais pas D¥*1, et g est de classe D¥ mais pas €*.

|\ J

Exemple 12

(i) exp € (R, R) et Vn e N, exp™ = exp,
(=1)"n!

1
(i) fixm =~ € COR R) et ¥neN, ¥x #£0, F(x) =45

. . . A s
(iiii) sin et cos sont dans € (R, R) et pour n entier et x réel, sin'(x) = sin (X + n§) et

cos(™ (x) = cos (X + n%)
(iv) SsmeN, P, :x— x" est dans €°(R,R) et Vk € N, Vx € R,
esik>m+1, PX(x)=0,

m!

(m— k1~

m—k

esi0O<k<m PP(x)=
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[Proposition 13 (Dérivée n-iéme d’une somme, d’un produit)j

Soient n € N*, f et g deux fonctions de 2"(1), X et i deux réels. Alors
(i) Mf + g est n fois dérivable sur I, de dérivée n-ieme (Af + ug)™ = AF(" 4+ g,
(i) (régle de Leibniz) fg est n fois dérivable sur I de dérivée n-ieme (fg)" =

n n B
) (k> £ (=),

k=0
(i) si f est a valeurs dans J et si h est n fois dérivable sur J, ho f est n fois dérivable sur
I.

(iv) si f est a valeurs dans J, bijective, si f est n fois dérivable sur I et si f' ne s'annule pas
sur I, alors f~! est n fois dérivable sur J.

2 Théorémes liés a la dérivation

2.1 Dérivabilité et extremum local

f Définition 14 Y

Soit f une fonction définie sur I, a un point de I.

(i) f atteint un maximum (resp un minimum) local en a s'il existe n > 0 tel que Vx €
[a—mn,a+n] Nl f(x)<f(a) (resp f(x) = f(a)).

(ii) a est un point critique de f si f est dérivable en a et f'(a) = 0.

Théoréme 15 (Condition nécessaire d’extremum Iocal)} Y

Soit f : I — R, a un point intérieur de I. Pour que f admette un extremum local en a, |l
faut que a soit un point critique, i.e. que f'(a) = 0.

2.2 Théoréme de Rolle

Théoréeme 16

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b], telle que f(a) = f(b).
Alors il existe un réel ¢ de ]a, b[ tel que f'(c) = 0.

2.3 Théoréme des accroissement finis

Théoréme 17 (Théoréme des accroissements finis)}

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors il existe ¢ dans ]a, bJ tel
que
f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
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2.4 Corollaires du TAF

2.4.1 Inégalité des accroissements finis

[Proposition 18 (Inégalités des accroissements finis)]
Soit I intervalle, f : I — R, dérivable.
Si |f'| est majorée par M > 0 sur I, alors ¥(x, yeI?, |f(y) — f(x)| < M.|ly — x|

f_| Définition 19 Y

Soit f : I — R.

(i) Soit k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne si ¥(x,y) € 12, |f(y) — f(x)| < kly — x|.
(i) On dit que f est lipschitzienne s'il existe k > 0 tel que f est k-lipschitzienne.
(iii) On dit que f est contractante s'il existe k €]0, 1] tel que f est k-lipschitzienne.

Proposition 20

(i) Toute fonction lipschitzienne est continue.
(ii) Toute fonction dérivable de dérivée majorée est lipschitzienne.

(iii) Toute fonction € sur un segment est lipschitzienne.

2.4.2 Dérivée et sens de variations

Proposition 21

Soit I intervalle, f : I — R, dérivable.
(i) Si f est croissante sur I, alors Vx € I, f/(x) > 0.
(ii) Si f est décroissante sur I, alors ¥x € I, f'(x) < 0.
(i) Si f est constante sur I, alors Vx € 1, f'(x) = 0.

Proposition 22

Soit I un intervalle, f : I — R dérivable.

vx el f'(x) =0 croissante
vx el f'(x) >0 strictement croissante

Si ¢Vxel f'(x) <0, alors f est { décroissante sur L.
vx el f'(x) <0 strictement décroissante
vxel, f'(x)=0 constante
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2.4.3 Théoréeme de la limite de la dérivée

Proposition 23

Soit f : I — R, Tintervalle, a €I, f continue sur I, dérivable sur T\ {a}.
f(x)—f(a)
—

Si f'(x) — £ € R, alors
X—a X —a x—a

[Proposition 24 (Théorémes de prolongement de la classe ‘51/%"/%0")}
Soit T intervalle, a€ I, f : 1 — R, continue.

(i) Si f est €' surI\ {a} et si f’ posséde une limite finie £ en a, alors f est ©* sur I et
f'(a) = L.
(i) Si f est de classe €% sur I\ {a}, si :Vi € [1, k] 3¢; € R, f(x) . £;, alors f est de
X—a
classe €¥ sur I et _
Vie[1, k], fO(a) =4
(iii) Si f est de classe € sur I\ {a}, si : Vi € N* 3¢; e R, f()(x) N £;, alors f est de
X—a
classe € sur I et .
Vie N*, f(a) =¢,.

3 Bréve extension au monde complexe

Définition 25

Soit £ : I — C. f est dérivable en a si fRe(f) et IJm(f) le sont, et sa dérivée est f'(a) =
Re(r)'(a) + iTm(f) (a).

Proposition 26

Soit f:I1—C, acl.

. Cf(x)—f o T
(i) f est dérivable en a ssi (xx)fa(a) admet une limite finie en a. Cette limite finie est
alors f(a).

(ii) f est dérivable en a ssi il existe k € C, € : T — C telle que g(x) — 0, et que
X—a

Vx €1, f(x) =f(a) + k(x — a) + e(x).(x — a).

Dans ce cas k = f'(a).

Proposition 27

Tous les résultats de la premiére section sont valables pour des fonctions a valeurs complexes.
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[Proposition 28 (Inégalité des acfroissements finis)]

Soit f : T — C, Lintervalle. Si f est € surTet qu'il existe M € Rtel que Vx € I, |[f'(x)| < M,
alors V(x, y) € 2, |f(x) — f(y)| < M.|x — y]|.
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