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Formules possibles

La partie I est obligatoire et, ensuite, choisissez quelles parties tenter : indiquez en début de devoir les parties
choisies (par exemple : «j'ai fait la partie I + II — A + III) » et le temps passé (en théorie, c'est un sujet de
concours, donc a faire en 4h). Pour la partie I, mettez un maximum de temps a 1h30.

Annexe : aide pour la derniére partie

Les indications qui suivent sont utiles simplement pour le début de la partie IV.C.

Tous les résultats de cette partie sont utilisables sans avoir a les justifier, simplement en disant « d'aprés
I'annexe » .

. b L .
SiM = <i d>’ on appelle polynéme caractéristique de M le polynéme défini par, pour tout x dans C,

Xm(x) = det(xI; — M) (NB : cette lettre x est un « chi»)

x—a —b
—c x—d

=x?—(a+d)x+ad— bc
= x? — Tr(M)x + det(M).

Les racines complexes A et u de xp(X) sont les valeurs propres de M.
On a donc, par les relations coefficients-racines, Tr(M) = A + u et det(M) = Apu.

Moins évident, mais vrai, Tr(M") = X" + u" et det(M") = X\"u" mais ¢a c'est facile a voir si on pense que
det(AB) = det(A)det(B) (a vérifier).

Enfin, on a le théoréme de Cayley-Hamilton : pour toute M dans .#5(C), xpm(M) =0, i.e.

M? — Tr(M)M + det(M) = 0.
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Polynomes de Tchebychev et de Dickson, applications

I Définitions et propriétés usuelles

Les polynémes de Tchebychev de premiére espece (T, ), sont définis par la relation
vneN, VOeR, T, (cosf) = cos(n0)
On ne demande pas de justifier I'existence et I'unicité de la famille de polynomes définie par cette relation.

I.A — Polynémes de premiére espéce
I1.A.1) Déterminer Ty, T}, Ty et Ty.

I.A.2) En remarquant que pour tout réel §, on a e™? = (ew)n, montrer que

n
v — 2 _ 1\k yn—2k
neN,  T,= ) <2k>(x LD
0<k<n/2

I.A.3) Montrer que la suite (T},),, vérifie la relation de récurrence

Vn e N, T

T

142 = 2XT7L+1 - Tn (Il)
En déduire, pour tout entier naturel n, le degré et le coefficient dominant de T,,. Retrouver ce résultat avec
I’expression de la question [.A.2.

I.A.4) Montrer que, pour tout entier naturel n, le polynéme T, est scindé sur R, a racines simples appartenant
a ]—1, 1[. Déterminer les racines de T,,.

I.B — Polynémes de deuxiéme espéce

On définit les polynémes (U,, ), de Tchebychev de deuxiéme espéce par

1
VTLED\I, Un:mTri+l

1.B.1) Montrer que

i 1)6
vneN, VOeR\nZ, Un(cosﬁ)zsm((r,li_‘_n
sin
1.B.2) En déduire les propriétés suivantes :
a) La suite (U,,), ey vérifie la méme relation de récurrence (I.1) que la suite (7},),,cp-
b) Pour tout entier naturel n, le polyndme U,, est scindé sur R & racines simples appartenant a |—1,1][.

Déterminer les racines de U,,.

ITI Arithmétique des polynémes de Tchebychev

II.A — Division euclidienne
II.A.1) Montrer que

1
T, -T,= 3 (T + L) pour tous entiers 0 < m < n

1
T, U, 1= 3 (Uyim—1 +U,_m_1) pour tous entiers 0 < m <n

I1.A.2) Pour m et n entiers naturels tels que m < n, on se propose de déterminer le quotient Qmm et le reste
R,, ., de la division euclidienne de T,, par T},,.
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a) On suppose m < n < 3m. Montrer que

Qn,7n = 2T, et R = _Tin—2m\

n—m n,m

b) Déterminer Q

¢) On suppose que m > 0 et que n n’est pas le produit de m par un entier impair. Montrer qu’il existe un
unique entier p > 1 tel que |n — 2pm| < m et que

Qn,m =2 (Tnfm - Tn73m +oe (71)p_1Tn7(2p71)m) et Rn,m = (71)p1—‘|n72pm\

et R, ,, lorsque n est de la forme (2p 4 1)m avec p € N*.

n,m

II.B — Plus grand commun diviseur
Dans toute cette sous-partie I1.B, on fixe deux entiers naturels m et n.

II.B.1) Soit h le pged dans N de m + 1 et n 4+ 1. En examinant les racines communes a U, et U,,, montrer
que U,,_; est un pged dans R[X] de U,, et U,,,.

II.B.2) Soit g > 0 le pged de m et n. On pose m; = m/g et n; =n/g.
a) Montrer que si m; et n; sont impairs, alors 7, est un pged de T,, et T},,.
b) Montrer que si I'un des deux entiers m, ou n, est pair, alors T, et T, sont premiers entre eux.

¢) Que peut-on dire des pged de T, et T,, lorsque m et n sont impairs ? Lorsque n et m sont deux puissances
de 2 distinctes ?

IIT Un théoréme

Daus cette partie, on munit 'ensemble C[X] des polynémes complexes de la loi de composition interne associative
donnée par la composition, notée o. Plus précisément, étant donné P, @ € C[X], si P = ZZ:) pp X", la suite
(P)gen €tant nulle a partir d’un certain rang, on a

400
PoQ =Y pQ*
k=0

On dit que les polynomes P et ) commutent si Po@Q = QoP. On note C(P) ’ensemble des polynémes complexes
qui commutent avec le polynéome P

C(P)={QeC[X], P-Q=Q-P}
On cherche dans cette partie les familles (F),),,cy de polynémes complexes vérifiant
vneN, degkF, =n et V(m,n) € N2, F,oF, =F, oF, (II1.1)

I1 est clair que la famille (X™), ) convient.

On note G I'ensemble des polynomes complexes de degré 1, et pour a € C, on pose P, = X2 + a.

III.A — Préliminaires
ITI.A.1) Montrer que la famille (T,),,o vérifie la propriété (II1.1). On pourra comparer T, o T, et T, ..
IIT. A.2) Vérifier que G est un groupe pour la loi o.

L’inverse pour la loi o d’un élément U de G sera noté U~!.

III.B — Commutant de X2 et T,

IT1.B.1) Soit o € C et soit Q un polynéme complexe non constant qui commute avec P, . Montrer que @ est
unitaire.

II1.B.2) En déduire que, pour tout entier n > 1, il existe au plus un polynoéme de degré n qui commute avec
P,. Déterminer C(X?).

IT1.B.3) Soit P un polynoéme complexe de degré 2. Justifier existence et I'unicité de U € G et « € C tels que
UoPoU™! = P,. Déterminer ces deux éléments lorsque P = T,.

II1.B.4) Justifier que C(T5) = {—1/2} U{T,,,n € N}.

II1.C —
IIT.C.1) Montrer que les seuls complexes « tels que C(P,

«

IT1.C.2) En déduire le théoreme de Block et Thielmann : si (F},),,o vérifie (II1.1), alors il existe U € G tel que

) contienne un polynéme de degré trois sont 0 et —2.

VneN', F,=U1oX"oU ou VYneN, F,=U"'eT,oU
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IV Puissances dans GL,(Z)

Dans toute cette partie, on note GL,(Z) l'ensemble des éléments inversibles de 'anneau M5(Z), muni de son
addition et de sa multiplication usuelle.

IV.A - Justifier qu'un élément M de M,(Z) appartient & GLy(Z) si et seulement si |det M| = 1.

IV.B — On introduit les polynémes de Dickson de premiére et deuxiéme espéce, (D,,),cn €t (E,,)pen, définis
sous la forme de fonctions polynomiales de deux variables par

Dy(z,a) =2 Di(z,a) == Ey(z,a)=1 E(z,a)==x
puis, pour tout entier n € N,
D, . s(x,a)=xzD,, (x,a) —aD,(z,a) et E, o(x,a)=xFE, (z,a)—aE,(z,a)
Justifier la relation suivante avec les polynémes de Tchebychev
V(z,a) € C?, D, (2za,a?) =2a"T,(z) et E,(2za,a’®)=a"U,(z)
ainsi que les deux relations suivantes, valables pour tout entier naturel n et tout (z,a) € C* x C

n+1
D, (x—i—g,a) et (m—g) E, (x—i—g,a) = (m”“—a +1> (IV.1)
x T T "

xn

IV.C — Dans cette sous-partie, on cherche une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément A de
GL4(Z) soit une puissance n-iéme dans GL,(Z), c’est-a-dire pour qu'’il existe une matrice B € GLy(Z) telle que
A = B"™. Dans toute la suite, on notera

A:(Z Z) F=TrA  S—detA

IV.C.1) Soit B € GL4(Z). On note, dans cette question uniquement, o = Tr B et v = det B. Montrer pour
tout n > 2, ’égalité

B"=E,  (o,v)-B—vE, 5(o,v) I,

ol I, est la matrice identité d’ordre 2.

Etablir que Tr(B") = D, (o,v).

IV.C.2) En déduire que si A est une puissance n-iéme (n > 2) dans GL,(Z), alors il existe 0 € Z et v € {—1,1}
tels que

i. E, i(o,v) divise b, ¢ et a —d. On justifiera brievement que E,_;(o,v) est bien un entier.

ii. 7=D,(0,v)etd=rv".

IV.C.3) On va maintenant établir la réciproque.

Soit A un élément de GLy(Z) pour lequel il existe o € Z et v € {—1, 1} vérifiant les deux conditions précédentes

i et ii. Pour simplifier, on note p = E,_;(o,v). On définit alors une matrice B = (: Z) avec

1 a—d b c 1 a—d
T:7<O'+ > § = — t=— u:7<gf )
2 p p

a) En introduisant une racine complexe du polynome X2 — o X + v et a l'aide de (IV.1), montrer que
72 —45=p*(0c? —4v) puis ru—st=v

En déduire que B appartient & GLy(Z).
b) Montrer que A = B™.
7

IV.C.4) Montrer que la matrice A = (5

telle que B3 = A.

170 ) est un cube dans GLy(Z) et déterminer une matrice B € GLy(Z)

oo o[ [Ne oo
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