
Problème

Q1. Soit Q(X) = 1 = a0 et les autres coe�cients sont nuls.

Alors s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k = a0 ·X2n car seul le terme pour k = 2n est non

nul. Ainsi :

s(1) = X2n

Soit Q(X) = Xn i.e. an = 1 et les autres coe�cients sont nuls.

Alors s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k = an.X

n car seul le terme pour k = n est non
nul. Ainsi :

s (Xn) = Xn

Soit Q(X) = X2n i.e. a2n = 1 et les autres coe�cients sont nuls.

Alors s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k = a2n.X

0 car seul le terme pour k = 0 est non
nul. Ainsi :

s
(
X2n

)
= 1

Q2. D'une part, comme s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k, s(Q) est de degré inférieur

ou égal à 2n, donc S(Q) ∈ E.

D'autre part, soient Q =
∑2n

k=0 akX
k ∈ E,P =

∑2n
k=0 bkX

k ∈ E et λ ∈ R,
alors λP +Q =

∑2n
k=0 ckX

k avec ∀k ∈ J0, 2nK, ck = λbk + ak,

et
s(λP +Q) =

2n∑
k=0

c2n−kX
k =

2n∑
k=0

(λb2n−k + a2n−k)X
k = λ

2n∑
k=0

b2n−kX
k +

2n∑
k=0

a2n−kX
k

= λ.s(P ) + s(Q), donc s est linéaire.

s est un endomorphisme de E

Q3. Soit n = 1, i.e. 2n = 2.
a) Calcul en coordonnées : s(Q) = Q ⇐⇒ ∃α, β Q = α(X2+1)+βX, d'où

une base de Ker(s− IdE) : (X,X2 + 1).
b) Calcul en coordonnées : s(Q) = −Q ⇐⇒ ∃α Q = α(X2 − 1), d'où une

base de Ker(s− IdE) : (X
2 − 1).

b) Calcul en coordonnées : si λ /∈ {1,−1} alors Ker(s− λIdE) = {0}.
Q4. a) Soit Q =

∑2n
k=0 akX

k un polynôme quelconque de E,

alors s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k =

∑2n
k=0 bkX

k avec bk = a2n−k.

d'où s ◦ s(Q) = s
(∑2n

k=0 bkX
k
)

=
∑2n

k=0 b2n−kX
k =

∑2n
k=0 a2n−(2n−k)X

k =∑2n
k=0 akX

k = Q. Ainsi :

s ◦ s = id donc s est une symétrie.

Comme s n'est ni id, ni -id, on en déduit :
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� Ker(s− IdE) et Ker(s− IdE) ne sont pas triviaux ;
� si s(Q) = λQ alors en rappliquant s il vient Q = λ2Q d'où λ = 1 ou

λ = −1 ou bien Q = 0, bref, si λ n'est ni 1 ni -1 alors Ker(s− λIdE) est
trivial.

b) Pour 0 ≤ k ≤ n− 1, les coe�cients de Ak sont nuls sauf ak = a2n−k = 1
d'où s (Ak) = s

(
X2n−k +Xk

)
= a2n−kX

k + akX
2n−k = Ak.

s (Xn) = Xn d'après Q1, d'où s (An) = An

Pour n+1 ≤ k ≤ 2n, les coe�cients de Ak sont nuls sauf ak = 1 et a2n−k = −1
d'où s (Ak) = s

(
Xk −X2n−k

)
= a2n−kX

k+akX
2n−k = −Xk+X2n−k = −Ak.

c) Soit (α0, α1, . . . , α2n) ∈ R2n+1 tels que
∑2n

k=0 αkAk = 0, alors

n∑
k=0

αkAk +
2n∑

k=n+1

αkAk = 0

En appliquant s à (1) , on obtient alors

s

(
n∑

k=0

αkAk

)
+ s

(
2n∑

k=n+1

αkAk

)
= 0

soit encore

n∑
k=0

αkAk −
2n∑

k=n+1

αkAk = 0 (2)

Et en combinant (1) et (2), on a

{ ∑n
k=0 αkAk = 0∑2n
k=n+1 αkAk = 0

Or pour 0 ≤ k ≤ n,Ak est de degré 2n − k, donc (A0, A1, . . . , An) est
constituée de polynômes non nuls échelonnés en degré : cette famille est libre.
Et (3) ⇒ ∀k ∈ J0, nKαk = 0.
De même, pour n+1 ≤ k ≤ 2n,Ak est de degré k > 2n−k, donc ( An+1, . . . , A2n

) est constituée de polynômes non nuls échelonnés en degré : cette famille est
libre.
Et (4) ⇒ ∀k ∈ Jn+ 1, 2nKαk = 0.
Finalement, ∀k ∈ J0, 2nKαk = 0 :

(A0, A1, . . . , A2n) est une famille libre de E.

Q5. a) D'après l'énoncé, R3(X) = XR2(X) − R1(X) = X
(
X2 − 2

)
−X =

X3 − 2X − X = X3 − 3X, et R4(X) = XR3(X) − R2(X) = X
(
X3 − 3X

)
−(

X2 − 2
)
= X4 − 3X2 −X2 + 2 = X4 − 4X2 + 2.

conclusion : R3(X) = X3 − 3X et R4(X) = X4 − 4X2 + 2

b) Démontrons le résultat demandé à l'aide d'une récurrence double.
Soit Pk : " Rk est de degré k et ∀x ∈ C∗Rk

(
x+ 1

x

)
= xk + 1

xk "
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� Initialisation :
Soit k = 1 : R1(X) = X donc R1 est de degré 1 et ∀x ∈ C∗R1

(
x+ 1

x

)
=

x+ 1
x = x1 + 1

x1 donc P1 est vraie.
Soit k = 2 : R2(X) = X2 − 2X donc R2 est de degré 2 et

∀x ∈ C∗R2

(
x+ 1

x

)
=
(
x+ 1

x

)2 − 2 = x2 + 1
x2 + 2x · 1

x − 2 = x2 + 1
x2 donc P2

est vraie.
� Hérédité : Soit k ∈ N∗ �xé. Supposons Pk et Pk+1 vraie, et montrons que

Pk+2 est vraie.
Rk+2 = XRk+1−Rk ·deg (Rk) = k et deg (Rk+1) = k+1 par hypothèse de
récurrence, donc deg (XRk+1) = k + 2, et par somme, comme k ̸= k + 2
il vient deg (Rk+2) = k + 2.

∀x ∈ C∗Rk+2

(
x+

1

x

)
=

(
x+

1

x

)
·Rk+1

(
x+

1

x

)
−Rk

(
x+

1

x

)
=

(
x+

1

x

)
·
(
xk+1 +

1

xk+1

)
−
(
xk +

1

xk

)
d'après Pk et Pk+1

= xk+2 + xk +
1

xk
+

1

xk+2
− xk − 1

xk
= xk+2 +

1

xk+2

� Conclusion : on a montré par récurrence double que

∀k ∈ N∗, Rk est de degré k et ∀x ∈ C∗Rk

(
x+

1

x

)
= xk +

1

xk

c) Comme x ̸= 0, x+ 1
x = a ⇔ x2 − ax+ 1 = 0(E).

Le discriminant de ce trinôme est ∆ = a2 − 4.
1 er cas : si a = ±2,∆ = 0 et (E) a une racine double x = a

2 .
2ème cas : si a > 2 ou a < −2, (E) a deux racines réelles distinctes

x1, x2 =
a±

√
a2 − 4

2

3ème cas : si −2 < a < 2, (E) a deux racines complexes conjuguées

x1, x2 =
a± i

√
4− a2

2

Q6. a) ∀k ∈ J0, nK, ak = a2n−k. Alors pour k ∈ Jn+1, 2nK, comme 2n− k ≤ 2n− (n+ 1) ≤ n− 1,
on a a2n−k = a2n−(2n−k) = ak.
Ainsi ∀k ∈ J0, 2nK, ak = a2n−k.

Par conséquence, s(Q) =
∑2n

k=0 a2n−kX
k =

∑2n
k=0 akX

k = Q(X). De plusQ ̸= 0
car a2n ̸= 0.

Q est un vecteur propre de s associé à la valeur propre 1.
b) Q(0) = a0 = a2n−0 = a2n ̸= 0 par hypothèse :

0 n'est pas racine de Q
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c) xn·Q̃(y) = xn·
(
an +

∑n
k=1 an−kRk

(
x+ 1

x

)
= xn ·

(
an +

∑n
k=1 an−k

(
xk + 1

xk

))
d'après Q5)b)

= anx
n + xn ·

(
n∑

k=1

an−kx
k +

n∑
k=1

an−k
1

xk

)

= anx
n +

n∑
k=1

an−kx
k+n +

n∑
k=1

an−kx
n−k

= anx
n +

2n∑
i=n+1

a2n−ix
i +

n−1∑
j=0

ajx
j en posant i = k + n et j = n− k

= anx
n +

2n∑
i=n+1

aix
i +

n−1∑
j=0

ajx
j car a2n−i = ai

=

2n∑
i=0

aix
i = Q(x)

Si Q̃(y) = 0 alors Q(x) = xn.0 = 0

Si Q(x) = 0, alors x ̸= 0 d'après Q6.b) et xn · Q̃(y) = 0 donc Q̃(y) = 0.

Conclusion : Q(x) = 0 ⇐⇒ Q̃(y) = 0

Intérêt : Chercher les racines de Q de degré 2n revient à chercher celles de
Q̃ de degré n. Ainsi, pour chercher les racines de Q, on cherche les racines de Q̃
puis on utilise la question Q5.c).
d) i. Dans cet exemple : a0 = 1, a1 = 1, a2 = −9, a3 = 2, a4 = −9 et a5 = a6 = 1.

Q̃(X) = a3 +

3∑
k=1

a3−kRk = a3 + a2R1 + a1R2 + a0R3 = 2− 9X + 1 ·
(
X2 − 2

)
+ 1 ·

(
X3 − 3X

)
= 2− 9X +X2 − 2 +X3 − 3X = X3 +X2 − 12X.

On a bien Q̃(X) = X3 +X2 − 12X

ii. Q̃(X) = X
(
X2 +X − 12

)
. Le discriminant de X2 + X − 12 est ∆ =

1 + 48 = 49 = 72, d'où x1 = 1+7
2 = 4 et x2 = 1−7

2 = −3.

Les racines de Q̃ sont 0,−3 et 4.

D'après Q5.c) :

y = 0 ⇔ x+
1

x
= 0 ⇔ x1, x2 =

0± i
√
4

2
= ±i(cas 3 avec a = 0)

y = −3 ⇔ x1, x2 =
−3±

√
5

2
(cas 2 avec a = −3)

y = 4 ⇔ x1, x2 =
4±

√
12

2
= 2±

√
3(cas 2 avec a = 4)
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Les racines de Q sont i,−i,
−3−

√
5

2
,
−3 +

√
5

2
, 2−

√
3 et 2 +

√
3.
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