Probléme

Q1. Soit Q(X) =1 = ay et les autres coefficients sont nuls.
Alors s(Q) = Ziio aon—k X5 = ag - X2" car seul le terme pour k = 2n est non
nul. Ainsi :

s(1) = X"

Soit Q(X) = X™ i.e. ap, =1 et les autres coefficients sont nuls.
Alors s(Q) = Ziio aon—1 X" = a,.X™ car seul le terme pour k = n est non
nul. Ainsi :

s(X") =X"

Soit Q(X) = X?" i.e. ag, = 1 et les autres coefficients sont nuls.
Alors 5(Q) = Ziio a2n—1uX"* = a2,.X° car seul le terme pour k = 0 est non
nul. Ainsi :

5 (XQ") =1
Q2. D’une part, comme s(Q) = ZIQLO azn_ kX", 5(Q) est de degré inférieur
ou égal & 2n, donc S(Q) € E.

D’autre part, soient Q = Zilo axXF € E,P = Zi’;a b Xk € E et A €R,
alors AP +Q = S0" e, X* avec Vk € [0,2n], ¢x = by + ay,

2n

)\P + Q Z Con— kX Z (Ab2n—k + aop— k =A Z b2n k:X + Z aA2n— ka

k=0
= )\.s(P) + 5(Q), donc s est linéaire.

et

s est un endomorphisme de F

Q3. Soit n =1, i.e. 2n = 2.

a) Calcul en coordonnées : s(Q) = Q < Jo, B Q = a(X?+1)+ X, dou
une base de Ker(s — Idg) : (X, X2 +1).

b) Calcul en coordonnées : s(Q) = —Q < Ja Q = a(X? — 1), d’ott une
base de Ker(s — Idg) : (X2 —1).

b) Calcul en coordonnées : si A ¢ {1, —1} alors Ker(s — A\ldg) = {0}.

Q4. a) Soit Q Zk " o ax X" un polynome quelconque de E,

alors s(Q) = Zk:o Aop_k X5 = i"o b XF avec by, = asn_g.

d'ott s 05(Q) = 5( ZZO kak) = Zk:o bon—k X" = Zk:o a2n—(2n—k)Xk =
oo apX® = Q. Ainsi :

so s =1id donc s est une symétrie.

Comme s n’est ni id, ni -id, on en déduit :



— Ker(s — Idg) et Ker(s — Idg) ne sont pas triviaux;

— si s(Q) = AQ alors en rappliquant s il vient Q = A\2Q d’oit A = 1 ou
A= —1 ou bien @ = 0, bref, si A n’est ni 1 ni -1 alors Ker(s — A dg) est
trivial.

b) Pour 0 < k <n — 1, les coefficients de Ay sont nuls sauf ap = ag,— =1

d'ott s (Ag) = s (X277 + X¥) = agpp X¥ + ap X270 = A

s(X™) = X" d’apres Q1, d’ou s (A4,) = A,

Pour n+1 < k < 2n, les coefficients de Ay sont nuls sauf ap = 1 et asy_p = —1
dott s (Ag) = s (XF — X27F) = g, XF 4 ap X2 7F = — Xk X2k = 4,

¢) Soit (g, aq, ..., ao,) € RZHL tels que Ziio apAy = 0, alors
n 2n
ZakAk + Z apAr =0
k=0 k=n+1

En appliquant s & (1) , on obtient alors

(za,q) +s< 5 akAk> —0

k=n-+1

soit encore

n 2n
D arAr— Y A =0 (2)
k=0 k=n+1
Y=ok Ak =0

Et en combinant (1) et (2), on a
(et @) { Ziinﬂ apAr =0

Or pour 0 < k < n, A; est de degré 2n — k, donc (Ao, A1,...,A,) est
constituée de polynomes non nuls échelonnés en degré : cette famille est libre.
Et (3) = Vk € [0,n]ax = 0.

De méme, pour n+1 < k < 2n, Ay, est de degré k > 2n—k, donc ( Ap41, ..., Aan
) est constituée de polyndmes non nuls échelonnés en degré : cette famille est
libre.

Et (4) = Vk € [n+1,2n]oy = 0.

Finalement, Vk € [0,2n]a; =0 :

(Ao, A1, ..., Asy,) est une famille libre de E.

Q5. a) D’aprés Iénoncé, Rg(X) = XRy(X) — Ri(X) = X (X?—-2) - X =
X3 —2X — X = X® - 3X, et Ry(X) = XR3(X) — Ry(X) = X (X® - 3X) —
(X2 -2)=X*-3X? - X?+2=X*—-4X?+2.

conclusion : R3(X) = X3 —3X et Ry(X) = X* —4X? 42

b) Démontrons le résultat demandé a ’aide d’une récurrence double.
Soit Py : " Ry, est de degré k et Vo € C*Ry, (33 + %) =k + %k "



— Initialisation :
Soit k = 1: R1(X) = X donc Ry est de degré 1 et Vx € C*R; (x—i— %) =
z+ 1 =2+ L donc Py est vraie.
Soit k =2: Re(X) = X? — 2X donc R; est de degré 2 et
Vo € C*Ry (z+ 1) = (x+%)2—2:x2+$+2x-%—2:902—1—1% donc P
est vraie.
— Héreédité : Soit k € N* fixé. Supposons Py, et Pr41 vraie, et montrons que
P2 est vraie.
Rk+2 = XRk+1—Rk~deg (Rk) =ket deg (Rk+1) =k+1 par hypothése de
récurrence, donc deg (X Ry+1) = k + 2, et par somme, comme k # k + 2
il vient deg (Ri42) =k + 2.

1 1 1 1
V(EGC*R]H_Q <£C+> = <$+) 'Rk+1 <£L’+> — Ry, <$+)
X X X X

1 1 1
= <x + ) . <:ck+1 + k+1> - <a:k + k) d’aprés Pi et Pri1
x x x

1 1 1 1
_ k42 k k _ k42
T +2"+ =+ "=z +
xk o pht? Tk xh+2

— Conclusion : on a montré par récurrence double que

1 1
Vk € N*, Ry est de degré k et Vax € C* Ry, <:E + > =2k 4+ =
x x
¢) Comme z # 0,24+ L =a < 2? —azx + 1 =0(E).
Le discriminant de ce trinome est A = a? — 4.
lercas:sia=22A=0et (£) aune racine double z = 3.
2¢me cas : si a > 2 ou a < —2,(€) a deux racines réelles distinctes

a++va?—4

T1, T2 = 9

3éme cas : si —2 < a < 2, (€) a deux racines complexes conjuguées

a+iv4d —a?
2

T1,T2 =

Q6. a) Vk € [0,n], ar = asp—- Alors pour k € [n+1,2n], comme 2n — k <2n—(n+1) <n-—1,
on a azn—k = A2n—(2n—k) = Ak-
Ainsi Vk € [0,2n], ar, = agn—k-
Par conséquence, 5(Q) = S "o azn_ 1 X* = 32" ap X* = Q(X). De plus Q # 0
car ag, # 0.
Q est un vecteur propre de s associé & la valeur propre 1.
b) Q(0) = ag = agp—o = aay, # 0 par hypothése :

0 n’est pas racine de @)



¢) 2Q(y) = 2" (an + Yoy an—wBi (z+ 1) = 2" - (an + Xj_y ank (2% + X))
d’aprés Q5)b)

n n 1
RTINS Sy
k=1 k=1 r
n n
=a,z" + Z Ay T 4 Z Up_pz™F
k=1 k=1

2n n—1
=apx" + Z azn,imi—i—Zaja:j enposant i =k+net j=n—k
i=n+1 j=0
2n n—1
=a,z" + Z a;xt + Z ajacj car aon—; = a;
i=n+1 j=0
2n
= Z a;iz’ = Q(x)
=0

Si Q(y) = 0 alors Q(z) = 2™.0 =0
Si Q(x) =0, alors « # 0 d’aprés Q6.b) et z™ - @(y) = 0 donc @(y) =

Conclusion : Q(z) =0 < Q(y) =0
Intérét : Chercher les racines de @ de degré 2n revient a chercher celles de
Q de degré n. Ainsi, pour chercher les racines de @, on cherche les racines de Q
puis on utilise la question Q5.c).
d) i. Dans cet exemple : ag = 1,a; = 1,a2 = —9,a3 = 2,a4 = —9 et a5 = ag = 1.

3
QX)=a3+ > as_rRi = a3+ aR + 1Ry + apR3 =2 —9X +1- (X? - 2) +1- (X* - 3X)

k=1
=2-9X+X?-2+X%-3X =X+ X*-12X.
On a bien Q(X) = X° + X% — 12X
i. Q( ) = X (X?+ X —12). Le discriminant de X% + X — 12 est A =

1+48=49="72 dottzy = 2T =4 et 2o = 57 = -3.

Les racines de @ sont 0, —3 et 4.
D’apres Q5.c) :

0+iv4
2

1
y=02r+—-=0& 21,72 = = +i(cas 3 avec a = 0)
x

-3++5
2

44+ /12

T:Qi\f

y=-3& 11,12 = (cas2 avec a = —3)

y=4e 1,10 = 3(cas?2 avec a = 4)



Les racines de @ sont i, —1, =3 ; \/37 73;\/5,2 —V3et 24 V3.



