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TD 18
Intégration

1 Exercices corrigés en classe
Exercice 1. ®©O Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R, n dans N* tels que

Yk € [0, n], /1 thf(t)dt = 0.
0

1
1. Montrer que pour tout P € R,[X], / P(t)f(t)dt =0.
0

Correction

n
Soit P un polynéme de R,[X]. Alors P s'écrit sous la forme P(X) = Z XX, avec (ao, ..., an)
k=0

n+ 1 réels. Alors

1 1n P n 1 P
/O P(t)f(t)dt:/o ;akt f(t)dt;/o akt“f(t)dt =0,

par |I'hypothése de début d'exercice.

2. Montrer que f s'annule au moins n + 1 fois sur [0, 1].

Correction

Supposons que f s'annule au plus n fois sur [0, 1]. Soient x1, ..., Xm les points en lesquels f change
de signe. Comme f est continue, si elle change de signe, elle s'annule. Donc m < n. Posons

m
P(X) = H(X — xx). Alors P change de signe en xq, ..., Xm. Donc Pf est de signe constant sur

k=1
1
[0, 1]. Or, deg(P) < m < n. Donc / P(t)f(t)dt = 0, donc, comme Pf est continue et de signe
0
constant, Pf = 0. Donc f est nulle en tout point différent de (xq, ..., Xm), donc f s'annule une

infinité de fois, absurde!
Donc f s'annule au moins n + 1 fois.

Exercice 2. Autour de la valeur moyenne d'une fonction. @@0O Si f € €([a, b],R), on définit sa valeur
moyenne comme

1 b

1. (premier théoréme de la moyenne) Soit f € € ([a, b], R). Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =
VM, f-

Soient m et M le minimum et le maximum de f sur [a, b]. Alors

b b b
/mdtg/ f(t)dtg/ Mdt,
a a a
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ie. m< VM[avb](f) < M. Soient o un antécédent de m et B un antécédent de M. Alors f est
continue, VM, 5 () est entre f(a) et f(B) donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe un réel c entre a et B tel que f(c) = VM, 5(f).

1
. . . 1 _
2. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que / f(t)dt = 5 Montrer que f admet un point fixe sur
0
[0,1].

Correction

Posons g : t — f(t) — t. Calculons

1 1 1 1 1 21 1 1
gtdt:/ f(t —tdt:/ ftdt—/ tdt[] —-—--=0
JRECEEN O g [Crar=5- 15| =33

1
Si g ne s'annulait pas sur [0, 1], alors g serait de signe constant, continue, et / g(t)dt = 0,

donc g serait nulle sur [0, 1], absurde. Donc g s’annule sur [0, 1]. Donc on dispose de xg € [0, 1]
tel que g(xp) =0, i.e. de xp € [0, 1] tel que f(xp) = Xo.

3. (second théoréme de la moyenne) Soient f et g deux fonctions de €([a, b],R), avec g positive sur
[a, b]. Montrer qu'il existe ¢ dans [a, b] tel que

b b
[ rwswat=r [ swa

Retrouver a I'aide de ce résultat le premier théoréme de la moyenne.

Correction

Soient m et M le minimum et le maximum de f sur [a, b], & un antécédent de m et B un antécédent
de M. Alors, par positivité de g, pour tout t dans [a, b], f(a)g(t) < f(t)g(t) < f(B)g(t), donc,
en intégrant,

b b b
o) [ gdr< [ fg(de< ) [ r(oyar,
a a a
b
donc, comme on peut supposer g non nulle (sinon la question est évidente), / g(t)dt > 0, donc
a

[P E()g(t)dt _

fla) < f(B),
() o) (B)
b
donc ‘W est entre f(a) et f(B) donc on dispose de ¢ entre a et B tel que
29
[2F(t)g(t)dt
flc)=42a /2277~
ST

b b
/ F(t)g(t)dt = F(c) / o(t).

En prenant pour g la fonction constante égale a 1, on retrouve la premiére question.
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Exercice 3. Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. On note, pour n € N,

1 1
un:/ t"f(t)dt et vn:/ f(t")dt.
0 0

1. Déterminer les limites de (up) et (v,) quand n tend vers +oo.

Correction

Pour la premiére limite, comme f est continue elle est bornée sur [0, 1], par M > 0, et on écrit
juste que

— 0.

1
< t"Mdt =
ol < s

Pour la deuxieme, I'idée est que quand n tend vers +oo, f(t") — f(0), donc on veut dire que

1
8 n
B /0 e 2, 1O

On étudie alors

vy — £(0) = /01 F(t") — £(0)dt.

La, une majoration n'est pas simple, car f(t") = f(0) mais pas a la méme vitesse pour tous
n——+0o00

les t. On fixe un € > 0. On écrit alors que

1

Vo — £(0) = /01_5 F(en) — f(0)dt+/1 F(£") — £(0)dt.

—€

On a alors, en notant M = max_|f(x)]
x€[0,1]

1 1
/ f(t")—f(O)dt‘ </ IF(t7)] + |F(0)|dt < 2Me.

—& —&

Ensuite, I'idée est que pour tous les t < 1 — ¢, t" tend + vite vers 0 que (1 — ¢€)". On prend
alors § > 0 tel que pour tout x € [0, 4], |f(x) — f(0)] < €. On prend N tel que pour tout n > N,
(1—¢€)" < 4. Alors pour tout t € [0,1 —¢], pour tout n > N, 0 < t" < (1 —¢)" < 4. Ainsi,

’/la F(") — f(O)dt’ < /16 IF(£) — £(0)|dt
0 0
1—¢
</0 edt<(1—¢e)e<e.

Ainsi, pour tout n > N, |v, — f(0)| < (2M + 1)e, donc v, " f(0).
n—-+0o00

2. Lorsque f est €* et f(1) # 0, déterminer un équivalent de (v,).

La, on fait une IPP :
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tn+1 1 1 tn+1
= f(t)y| — f'(t)dt
o= oz 0] = [ a7
f(1 1 !
_ @ / t"Lf(t)dt.
n+1 n+1 )/
1
Par la question précédente,/ t" ' (t)dt — 0, donc
0 n—-+oo
I 1
/ " (Hdt = o ,
n+1J, n——+o0 n+1
f(1
donc u, ~ Q
n—+oo N
Exercice 4. Soit f € (R, R), telle que |f| est bornée par un réel My et |f”| est bornée par un réel M.

1. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange entre x et x+ h a I'ordre 2, montrer que pour tout x dans

2M,
R, pour tout h > 0, |f'(x)| < TO + h72.
2. En déduire que pour tout x dans R, |f'(x)| < 2/ MoMs,.

Exercice 5. @ OO Déterminer les limites, quand n tend vers +oo, des suites définies par
n 1
K2\ 7
2. vn—H(lenQ) .

n
1
k=1 k=1
—‘ Correction
Pour u,, on écrit
I 1
Uy = — k
biqa+pB;
somme de Riemann associée a la fonction f : t — s entre 0 et 11. On sait alors qu'elle converge
vers ) .
1 1 1 [6]
f(t dt:/ ——dt=—=(In(la+Bt) —In(a)) = = In (1+t>.
| rde= [ omdt = Glnta+Be) ~inte) = gin (1+5
Pour v, on pose w, = In(v,). Alors
n
1 k2
Wn:Z;lﬂ (1+n2),

k=1

somme de Riemann associée a la fonction t ~ In(1 + t?) entre 0 et 1. Alors w, converge vers

1
/ In(1+ t?)dt,
0
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2t
qui se calcule en posant /(t) = 1, v(t) = In(1 + t2), donc u(t) = t et V/(t) = T2 donc

282

/OIn(l+t2)dt:[tln(l—l—t2)](1)—/0 5

L 1
=In(2)—2 | 1———dt
n(2) /0 1+ t2

= In(2) — 2 + 2Arctan(1) — 2Arctan(0)
T
=In(2)—2+ =.
n(2) =2+ 3

dt

™
Donc v, converge vers 2ez 2,

2 Calculs d’intégrales

Exercice 6. ® OO Calculer les intégrales suivantes :

5 dx > cos? (%)
1 Lodx
3. /3:/0 tan(4x)dx 4. /4:/O o
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_‘ Correction

Pour Iy, il suffit de faire une intégration directe :

D dx 2 3
I = / S a—— X_Ed)(:
' 1 XVX 1

2
7

x—%] = —2[1/vX} =2 -
1

1
Pour I, on remarque que cos>(x/2) = 5(1 + cos(x)), donc

z 2 (x 1 (21 1
12:/2COS_(2)C/X:/2—’_C(_)S(X)dxzz[lnx+sin(x)]
x

X =+ sin(x) 2 /s X =+ sin(x)
_;(m(Hg)_m <“j+g>).

sin o
Pour I3, on remarque que, comme tan = —, une primitive de tan est —In|cos|. Donc
cos

3
INSEINIEY

AL

Iy = /012 tan(4x)dx = [_41 In| cos(4x)] " ,l(m % _0)= In(2).

0 4 4
1 14+ e eX eX )
Pour I4, on remarque que = — =1- , donc on trouve facilement une
e +1 e+1 e+1 14 ex

primitive en x — x — In(1 + €*). Donc

1—/1 x_ —/11—eXdx—[x—ln(l—&—ex)]l—1—In(1+e)+|n(2)
4= 0 ex+1_4_ 0 1+eX o U '

Exercice 7. @@O Calculer les intégrales suivantes :

3 3 3 cos?
1. = ——=dt (a>0 =
A /2a t2 — a2 (a>0) /Z S|n6(x)
2
3. J3:/ xv/x In(x)dx :/
1

1

5. k= / V2x — x2dx / Aresin(x) g x
0

—‘ Correction

(i) Pour J;, on effectue une décomposition en éléments simples, en pensant bien & commencer par
une division euclidienne (attention, on a tendance a I'oublier) :

x (poser x = sin?(t)).

3_ (42 2 2 t* _ at
t> = (t°—a%).t + a°t, donc P =t+ o
Ensuite, on remarque que t> — a> = (t — a)(t + a) donc que I'on dispose de a et B tels que
Ea a + P E [tipliant par t et en évaluant en a, on obtient o d et, de
= . En multipliant par t — a n évaluant en a, = — et,
t2—a2 t—a t+a > > 2

Page 6 sur



MPSI 1 Pasteur 2025-2026
Intégration

N. Laillet

nlaillet.math@gmail.com

2
R a _
méme, B = - Donc, finalement,

3a t3
e
2a t2 —a?

3a a2 a2
= [ t+ - dt
/2a 2(t —a) 2(t+a)

Pour J,, on remarque que

ISE

On reconnaft u"u’ avec u = tan! D’ou

t2 32 3a
[ +—|n\t—a|+—|n|t+a|
2 2a
922  42%2 &
= —— — + —(In(2a) — |
> 5 + 2(n( a)—In(a)) +
52 a2 a2
—+ —1In(2 —In(4/3).
=+ 2@+ S in4/3)
. 532 28
Finalement, le%—f—%lng.

_ [Fcos(x) 1 (3 _
J2_/I 7sin6(x) 0 dX—[ tan(x)

2

a
?(In(4a) —1n(3a))

—F——aXx
cos?(x)

1 1
dot|h==-—-——F=.
275 45,3
L . : ; 3 2 s
Pour calculer J;, on effectue une intégration par parties, en posant uv'(x) = x2, donc u(x) = =0 et
1
v(x) = In(x) donc v/(x) = < Donc
2
ng/ xv/xIn(x)dx
1
2 s g 2 51
= |:5x2 |n(X):|1—/1‘ gX2;dX
8v/2 4 5)°
= T |n(2) — |:25X2:| .
8 16
i| (2) - \f
25
. 3
On pose, comme indiqué, t = Arcsin(v/x). Quand x = 7 t = Arcsin(1/2) = % Quand x = 7
2 .
t t
t = Arcsin(v/32) = =. Ensuite, sin ( ) = sin(t) , car t est entre Tet T
1 —sin® ) 6 3

Page 7 sur



MPSI 1 Pasteur 2025-2026 N. Laillet
Intégration nlaillet.math@gmail.com

d
Enfin, d—: = 2sin(t) cos(t), donc

3
“ /X
J4A l—XdX

:/f SIN(E) 5 cin(t) cos(£)dt

cos(t)

5
:2/ sin?(t)dt

6

:2/3 17c;s(2t)dt

w3

Il
—

donc | J; =

il
=

1
Pour calculer Js = / v/ 2x — x2dx, on pense encore & un changement de variable en sin, mais on n'a
0

pas exactement ce que I'on voudrait... Si on avait 1 — u?, cela serait plus pratique : mais, en posant
u=x—1alorsx=u+1let2x—x>=2u+2—-u>—-2u—1=1-u?!1 Donc

0
J5:/ \/17u2du:%
-1

(c'est I'aire du quart de cercle : cf. cours pour le calcul détaillé!)

1
nfin, pour uler X, C' iremen rcsin qui nous embéte, donc on mm
Enf our calcule eAresin() ¢x c'est clairement le Arcs ous embéte, donc on le pose comme
) 0
nouvelle variable :

Posons u = Arcsin(x). Alors quand x = 0, v = 0. Quand x = 1, v = Arcsin(1) = g

Ensuite, eAresin(x) — gt/

Enfin, x = sin(u) donc dx = cos(u)du. Donc

1 ) 2 o ] gutiu 3
Jo= [ eAreingx = e cos(u)du = Re e'"du | = Re .
1
0 0 0 +i]o

Finalement, | Jg =

Exercice 8. @@®0 Soit f : [a, b] — [a, B] une bijection de classe €' strictement croissante. Montrer que

b )
/f(f)dt-i-/ f~1(t)dt = bB — aa.

a
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_‘ Correction

Dans la seconde intégrale, posons s = f~1(t).
Alors quand t = o, s=aetquand t =83, s = b, f 1(t) = s et t = f(s) donc dt = f'(s)ds, donc

e b
/fﬁl(t)dt:/ sf’(s)ds, donc

b 3 b
/ f(t)dt+/ f‘l(t)dt:/ F(£) + tF/(£)dt = [tF(D)]2 = bF(b) — af(a) = ac — bB.

3 Intégrales fonctions des bornes

1 X
Exercice 9. @ 0O Soit f : Ry — R, continue. Déterminer IimO ;/ f(t)dt.
X—

0
_‘ Correction

Soit F une primitive de F sur Ry. Alors

1 _ o FO = F(O)
lim /Of(t)dtqmi

x—0 X

— F'(0) = £(0).

2x et
Exercice 10. @ OO Soit ¢ : x — / ?dt.
X

1. Montrer que ¢ est définie, continue et dérivable sur R*.

4‘ Correction
t

_ e _ . L
La fonction t - est continue en tout point de R* donc admet une primitive F sur R, et une

primitive G sur R* . Si x > 0, p(x) = F(2x) — F(x), fonction dérivable quel que soit x > 0. De
méme si x < 0, p(x) = G(2x) — G(x), dérivable en tout x < 0.

2. Caleuler lim @(x) et lim ©(x).
x—0+t x—0~

Correction

On va encadrer I'intégrale : reste & savoir s'il s'agit de e! ou de = que I'on va encadrer. Si x > 0,

. t 2
si x <t <2x, alors e < et < e, donc

2x 2x
dt dt
ex/ i < (p(X) < e2x/ g
X t X t

eX(In(2x) — In(x)) < u(x) < e*(In(2x) — In(x)).

Comme In(2x) — In(x) = In(2), en faisant tendre x vers 0< on obtient ©(x) — In(2).

x—0t
X et e2x et eX
Si x < 0, alors ¢(x) = / —tdt, et pour tout t dans [2x, x], = < = < — et les inégalités
2x - - -

précédentes s'adaptent, donc (x) — In(2).
x—0~
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3. Montrer que I'on peut prolonger ¢ par continuité en 0 et étudier la dérivabilité de ce prolongement.

Correction

La dérivée de @ est, pour tout x de R*,

e2x

eX
/

X)=-———.
e =—F -7
Orf e 1+2x-1-x+o(x)

—>O 1, donc, par le théoréme de limite de la dérivée, ¢
X—>

X X
est aussi dérivable en 0.

p(x)

4. Démontrer que

Correction
1 eX X

2x
X e
On remarque, quand x tend vers 4+o00, que Q = 7/ —dt=—
X

—r +00.
X—r+00

— o0, donc ¢ admet

X 2X 2X x—+oo

une « branche parabolique d'axe (Oy) » en +oo0.

5. Déterminer la limite de ¢ en —co.

4‘ Correction

Soit x < 0. Alors 2x < x et pour tout t dans [2x, x],

donc, par croissance de |'exponentielle,

e2><

X

et e
7

< 1
= 2x

donc, en intégrant entre 2x et x.

xe2x xet X @X
[Care [Lare [ Zar
ox X 2x t 2x 2x

donc

d'ol, par encadrement, p(x) — 0.
X——00

6. Tracer la courbe C, de .
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Exercice 11. @@0O Soit k €]0, 1[. On définit

X
F: xe/ \/1— ksin?(t)dt.
0

1. Déterminer le domaine D de définition de F et montrer que F est impaire.

Correction

La fonction t +— 1/1 — ksin?(t) est continue sur tout R car k €]0, 1[. Donc F est définie sur tout

R. Ensuite, si x € R,
—X
F(—x) :/ \/1— ksin?(t)dt.
0

On fait le changement de variables s = —t. Alors \/1—ksin2(t) = \/l—ksinQ(—s) =

\/1— ksin?(s) et dt = —ds , d'oil

Fex) = [ VL= ksin(9)(-d5) = ~F(x)

Donc F est impaire.

On pose a=F (g)

2. Calculer F(m) en fonction de a.

s e
On remarque que F(m) = F(w/2) +/ 1 — ksin?(t)dt = a+/ \/1 — ksin?(t)dt. Pour
3 3

.y ™ s
calculer la seconde intégrale, posons s = t — 7. Alors quand t vaut 5 s vaut —3 et quand t vaut
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7, s vaut 0. Ensuite, sin?(t) = sin?(s — m) = sin?(s). Enfin, dt = ds. D'ou

/; \/1— ksin?(t)dt = /_OW \/1— ksin?(t)dt

—/O_g \/1— ksin?(t)dt
()
- (3)=

Donc F(m) = 2a.

3. Montrer que F est dérivable et strictement monotone sur D.

4‘ Correction

F est une primitive de t — /1 — ksin?(t), continue sur R, donc F est dérivable sur R, et pour

tout x réel, F'(x) = /1 — ksin?(x). En particulier F’ est strictement positive sur R donc F est
strictement croissante sur R.

4. (i) Montrer que Vx >0, Vn €N, F(x+ nm) = F(x) + 2na.

—‘ Correction

Soit x dans R. Alors

X+nT
F(X+n7r):/ \/1— ksin?(t)dt
nm X+nm
:/ \/1—ksin2(t)dt+/ \/1— ksin?(t)dt
n—1 (p+1)m xX+nm
:Z/ \/l—ksinz(t)dt—i-/ \/1 — ksin?(t)dt.
p=0 " PT nm

y+pm %
Montrons que pour tout p, pour tout y, / \/1— ksin?(t)dt = / 1 — ksin?(t)dt.
0

p
Effectuons le changement de variables s = t — pm. Alors quand t = pm, s = 0 et quand
t =y 4 pm, s =y. Ensuite sin’(t) = sin’(s — pw) = sin®(s) et ds = dt. Donc

y+pm y
/ \/1—ksin2(t)dt:/ \/1— ksin?(s)ds,
pT 0

(p+1)m g
le résultat est donc démontré, donc / \/1— ksin?(t)dt = / \/1— ksin?(t)dt et
X+nm X P 0
/ \/1—ksin2(t)dt:/ \/1— ksin?(t)dt, donc
nm 0

F(x+ nm) = nF(m) + F(x) = F(x) 4 2na.

o

o

(ii) Déterminer xiToo F(x) et Xﬂ@m F(x).
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—‘ Correction

F est strictement croissante, non bornée par la question précédente, donc elle tend vers +oo
en +oo. Impaire, elle tend vers —oco en —oo.

4 Intégrales et inégalités

In?2 ™/3 ¢
Exercice 12. @ OO Montrer ne < / anx <V3In2.
\/§ /6 X

Exercice 13. @@®0 Soit n € N. Mont e ! </1 L+t ndt< 2
xerci . it n . Montrer qu < < )
LTS, U2 nt1

Exercice 14. @@0O

1. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe %?t. A I'aide d'une intégration par parties, montrer que

b b
/ f(x)sin(nx)dx et / f(x) cos(nx)dx tendent vers 0 quand n tend +oo.
a a

Correction

Il s'agit, encore et toujours, du lemme de Riemann-Lebesgue. Regardons la premiére intégrale, en

prenant u(x) = f(x) et v/(x) = sin(nx), donc v'(x) = f/(x) et v(x) = —% cos(nx), donc

b
/b f(x)sin(nx)dx = [—rl]f(x) cos(nx)} + % /b f'(x) cos(nx)dx.

Or,
1 1 21|
[—f(x) cos(nx)] < = (|f(a) cos(na)| + |f(b) cos(nb)|) < < — 0.
n g n n +oo
De méme,
1P 1P b—a)|f
E/ f'(x) cos(nx)dx| < ;/ |f'(x) cos(nx)|dx < % = 0.

D’ou le résultat.

™
1
2. Déterminer deux réels o et B tels que Vn > 1, / (at + Bt?) cos(nt)dt = =z
0

Soient a et B deux réels, calculons par double intégration par parties, en prenant u(t) = at+pt?
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et V/(t) = cos(nt).

/ (at + Bt?) cos(nt)dt = [(at + Bt?)

(posons u(t) = a + 206t, V/(t) =sin(nt) )
sin(nt)
=71

sin nt)}

= [(at + Bt?)

B (a+267r)( " —«
= >

/ (a+ 2,87.‘)7 sin(nt)dt

+ % [(a + 28t) cos(nt)]g / — cos(nt)dt

[(at +Bt?)sin(nt)]] + [(a + 2Bt) cos(nt)]g —

_ 1 .
Enprenanta=—1et26m=1,ie. B = o on a le résultat désiré.

- RBsin(m)]g

+o00
3. Retrouver ainsi la valeur de la somme E —

n=1
Correction

SiNeN,
1 4 5
;”2/0 at+6t)2cos nt)dt.
Or,
N N
Z cos(nt) = Re Z e’”t>
n=1 =

Or, cos(a)sin(b) = % (sin(b+ a) +sin(b — a)), d'ou

1sin (2% t) —sin (5¢) ~sin (2tly 1
Zcos(m) ) sin (£) = osin() 2
d'ou
Nopooqgm sin (2Lt )
;ﬁ = 5/0 (at + Bt?) ( S () ) dt
1T oy sin (52 1T >
= 2/0 (at+pr2) 2 n (5) 2/0 (at +pBt%)dt
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or 2N+1
1 [ o sin (25 1)
= at+pBt)———=—~—=dt — 0
2./0 ( pt) sin () too
donc
w3 g2 12 2 2 2
t 4+ Bt> dt_——— el S b L R
(a ) 5 4 21 6 4 12 6

Exercice 15. @@0O Soit f: [0, 7] — R continue.
U
1. Montrer que si / f(t)sintdt =0, alors il existe a €]0, [ tel que f s'annule en a
0

4‘ Correction
Supposons que f ne s'annule pas sur [0, 7]. Alors f est de signe constant sur [0, 7], tout comme

sin. Donc f(t)sin(t) est de signe constant sur [0, 7], d'intégrale nulle, donc est nulle, absurde

s us
2. Montrer que si / f(t)sintdt = / f(t)costdt =0, alors f s'annule 2 fois sur ]0, 7|
0 0

(indice : on pourra regarder f(t)sin(t — a)dt).

Correction
Soit a un réel en lequel f s’annule (par la question précédente). Le probléme est que cos change

de signe! Mais

/7r f(t)sin(t — a)dt = /7r f(t)sin(t)cos(a)dt + /w f(t)(—sin(a)) cos(t)dt

0 0 0

= cos(a)/ f(t)sin(t)dt — sin(a)/ cos(t)f(t)dt =0,
0 0

™

donc/ f(t)sin(t — a)dt = 0. Or si on suppose que f ne s'annule qu'une fois en a., alors f change
0

nécessairement de signe (sinon elle serait nulle). Donc f(t)sin(t — a) est de signe constant, donc

f est nulle, absurde.

Exercice 16. @@0© Soit f : [0, 1] — R une fonction %pm. Montrer que

\/1+VM[01] /01] \/1+f2§\/1+VM[0,1](f2)

—‘ Correction
Pour I'inégalité de droite, on écrit par Cauchy-Schwarz
1 1

/ V¥ FO2dt < /(1+f(t))2dt: VI VM(P).
0 0

Pour I'inégalité de gauche, on remarque que

/01 1dt = /01 VVIF @R — F(1)\/ VI T F(0R + F(t)dt

Page 15 sur




MPSI 1 Pasteur 2025-2026 N. Laillet
Intégration nlaillet.math@gmail.com

Donc, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ve ([ viFReE - e ([ ViTree + rner)
< (/01 mdt—/ol f(t)dt) (/02 mdt—i—/ol f(t)dt)
1 2 1 2
< (/0 mdt> - (/O f(t)dt) :

donc
14+ VM(Ff (/ \/mdt>

d'ou le résultat désiré!

Exercice 17. @@0 Soit f : [a, b] — R, €, concave.

(b_a)w < /bf(t)dt< (b—a)f<a;b)

1. Montrer que

2. Montrer que les inégalités persistent en supposant f seulement continue (on utilisera des sommes de
Riemann).

Exercice 18. Soit f € ([0, 27]) une fonction convexe. Montrer que
2m
Yn>0, a,= / f(t)cos(nt)dt > 0.
0

Exercice 19. /négalité de Poincaré. @@© Soit f € C*([0,1],R) avec £(0) = 0. Montrer que

Correction

On écrit I'expression de f en fonction de f’ :

x) = f(0)+/ox f’(t)dtz/ox F(t)dt

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient alors

f(x)? < (/OX dt) </OX f’(t)2dt) < x (/01 f’(t)th> :
/Olf(x)degfolx(/o f(t)? > ;( )

Exercice 20. @0® Si f € ¥ ([0, 1], R), si p € N*, on définit la norme LP de f comme

1
T, /0 (1)t
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1. Démontrer que ||f||,» est une norme sur €([0, 1], R).

2. Démontrer que ||f||,» IH—> ||fHOOI[0’1].

—+o0
4‘ Correction

On peut supposer f positive sur [0, 1], quitte a remplacer f par |f|. De méme on peut supposer f

non identiqguement nulle (sinon le résultat est évident). De plus, si on pose g = , alors

1 lloo
® ||gll,, =1 par homogénéité

Il
* lolls = 17
oo

[ r1
Il suffit donc de démontrer que {’ / g(t)pPdt — 1.
0 p—+o00
1
e déja, par hypothese, Vt € [0,1], g(t) < 1 donc { / g(t)rdt < 1.
0

e ensuite, soit € > 0. Soit xp dans [0, 1] tel que g(xg) = 1, soit n > 0 tel qu'il existe un
intervalle de taille 1, contenant xg, tel que f(t) > 1 —e€ sur cet intervalle (un tel n existe par
continuité de g). Alors si p € N*,

(la norme L” est clairement homogeéne)

/0 Cg(tPdt = (1),

[ 1
”/O g(t)rdt = ¥/n(1 — eps).

Comme ¢/n — 1, on doit pouvoir conclure... Mais pour avoir vraiment une minoration en
p—r—+oo

donc

1 — g, on va réécrire notre preuve, en changeant le 1 — e en v1 —¢ : Soit n > 0 tel qu'il
existe un intervalle de taille 7, contenant xp, tel que f(t) > v/1 — € sur cet intervalle (un tel
7) existe par continuité de g). Alors si p € N*,

1
/ g(£)°dt > n(1 - £)%,
0

{/ /1 g(t)Pdt = ¥/n\/1 — eps.
0

Comme v/n —+> 1, on dispose de py € N tel que pour tout p = pg, ¥/n = V1 —¢€. Si
p—+00
p = po, alors

donc

1
"/ g(t)Pdt > 1 —¢,
0

d'ou le résultat désiré!

5 Suites et intégrales (sommes de Riemann & Cie)

Exercice 21. @ ©O Soit, pour n > 0, u, = /4 tan(x)"dx.
0
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1. Etudier la monotonie de (up).

Correction

. . m
Soit n dans N. On sait que pour tout x dans [O, ﬂ, < tan(x) < 1. Donc pour tout x dans

0
T _
{O, Z}, tan(x)™! < tan(x)". D'ou, en intégrant, v, <

un. Donc (up) est décroissante.

2. En calculant uyyo + u,, déterminer la limite £ de uj,.

Correction

Déja, décroissante et positive, u, converge. Ensuite, si n est dans N,

H B
Upyo + Uy = / tan(x)" + 2dx + / tan(x)"dx
0 0

s

:/K tan(x)"(1 + tan(x)?)dx

0

_ [tan™(x) i

N { n+1 }
1

Con+ 1

0

Or, (ups+2) et (up) convergent vers la méme limite £, donc un4o + Uy T> 2¢. Donc, comme
oo

—»0,£=0.
n+1 +oo

3. Donner un équivalent simple de u, — £.

Correction

Par décroissance, on a pour tout n, 2up+o < Upyo + Uy < 2u,, donc

1
VneN, S 57— S Un,
" U2 S 5y S
donc, pour tout n > 2 L <u, < (pour la deuxiéme inégalité, on a pris 2a
nc, pour tout n > 2, — < u, < —— (pour la deuxiéme inégalité, on a pris n — 2 au
. 2n+1) S So—) P 2 .

1

1 1
lieu de n). Or, m ~5n et m ~5n donc, par encadrement, u, ~ oS

Exercice 22. @@0 Soit f : [a, b+ 1] — R une fonction continue. Etudier la limite éventuelle de la suite (u,)

définie pour tout n > 1 par
b
1
Up = n/ (f (X+ ) - f(x)) dx.
R n
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_‘ Correction

. . 1 - 1
Soit F une primitive de f. Alors x — F (x + n) est une primitive de x — f (x + n). Donc

n/ab (f(x+r17> —f(x)) dx:n{F<x+/17> —F(X)I

F(b+1)—F®) F(a+i)-F(a)

1

= F'(b) — F'(a) = f(b) — f(a) car F est dérivable.

Exercice 23. @00

1. Déterminer les limites suivantes (quand n tend vers +o0)

k2 [km 4 1
(@) 2 s (%), Oyt
n 2n
@ w4 L+, @Y ¢
k=1 k=n
1 — 1 — k
(e) ﬁkd (In kX —1nn*), (f) E;cos2 (:)

(a) lci, on a presque directement une somme de Riemann :

n n n
Z k% [ km 1 Z k? _ [(km 1 Z k
ﬁ Sin (n) = E ? Sin (n) = E ) f <n) ’

k=1 k=1

ol f : t = t?sin(mt). Donc, par le théoréme de convergence des sommes de Riemann,

1 1
/f(t)dt:/ t?sin(mt)dt
0 0
t2

1 2 1
= [ cos(wt)} P = / tcos(mt)dt
T o T Jo

u(t):tQ,iu’(t):2t
V/(t)=sin(mt), v(t):—% cos(mt)

t 2 1
y 2—5sin(mt)| — — in(mt)dt
u(t)=t, u'(t)=1 T { 2 sin(m )} 772/0 sin(mt)
V/(t)=cos(7t), v(t):% sin(rt)

1 4

T w3

(b) La, il faut un peu plus forcer le destin pour faire apparaitre la somme de Riemann :

n n
Zézlzé
o VAt —k* ne— 4—()2

Six
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qui converge vers

dt

/ldf_l/1
0 \/4*t2_2 0 1,£2
(3)

1 (t\]!
=3 {QArcsm (2)]0

1
= Arcsini — Arcsin(0) =

ol

(c) lci, c'est a priori un peu plus dur de faire apparaitre une somme de Riemann, mais on a déja
vu ce genre de méthode dans |'exercice corrigé en cours! Déja, on écrit que

. ”1”kﬁl(n+k): o ]ﬂ[(1+ﬁ>

k=1

n

| T+ k)

k=1

1 & k
fE In{14+ —
n n
k=1

1
— / In(1+ t)dt
n—-+o00o 0

=[(1+t)In(1+1t)—(1+1)]s=2In(2)—1.

n

2. Soit p > 0. Déterminer un équivalent, quand n tend vers +oo, de Z kP,

Correction

k=1

La, la somme de Riemann n'est pas évidente a trouver. Mais on peut s’en sortir en la faisant
apparaitre artificiellement ! On écrit que

n n Kk P
kP — nP Z
Swe =y (%)
k=1 k=1
1 o k
= np+17 fl= ’
=37 (5)
k=1
ou f : t~ t”. Par le théoréme de convergence des sommes de Riemann,

1l & k ! ! 1
=>f(=) — / f(t)dtz/ tPdt = ——.
ne— nj) n—+oo Jq 0 p+1

Donc, finalement,

n +1
Se o 2
o ot ptl
e »/(2n)!
Exercice 24. @ 0O Montrer que — (2n) G
4” nl n——4oo
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6 Formules de Taylor

Exercice 25. @00
3

s X .
1. Montrer que pour tout x dans {O, E] Xx——<sin(x) < x— —+ —.

6

Soit f : x + sin(x). Par la formule de Taylor avec reste intégrale,

. x3 X FO()(x —t)2 x3 Xsin(t)(x — t)3
Sln(X):X_E'i—/O fdt:X—g‘F/o f
Le reste intégral est positif car sin est positif sur [0, w/2]. D'ou I'inégalité de gauche. De méme,
. x3 x5 X FO(t)(x — t)° x3 x5 X —sin(t)(x — t)°
SIH(X)—X*€+@+/O *dt—X*E‘i’ﬁo‘i’/o #dt

d'ou I'inégalité de droite.

1
2. Démontrer que V¥x € [0,1], x? — §X4 < sin x < X2

n
1
3. En déduire la limite de la suite sin®? ——— )

Exercice 26. @@0 Soit f € (R, R), telle que |f| est bornée par un réel My et |f”| est bornée par un réel
M. Démontrer que |f’| est bornée par \/2MyM, (attention! ca n'est pas tout a fait I'exercice corrigé en
cours )

—‘ Correction

Soit x € R. Soit h > 0. Par les inégalités de Taylor-Lagrange entre x et x + h,

Mo h?
|f(x 4 h) — F(x) — hf'(x)| < ;
e Moh? Mo h?
— 2 < (x4 h) — F(x) — hf'(x) < %
et, par les inégalités de Taylor-Lagrange entre x et x — h,
Mo h? Mo h?
> SFxcHh) = F() + () < —
On réécrit la premiére inégalité
Mo h? Mo h?
— ; < —Ff(x+ h) + f(x) + hf'(x) < ;

donc, en sommant les deux inégalités,

—Moh? < F(x + h) — F(x — h) + 2hf'(x) < Mah?,

I.e.
—Myh? — 2My < 2hf'(x) < Moh? + 2My,
donc Voh M
/ < M2i Mo
I ()] < > T
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. . . , M M . . [2M, .
On étudie la fonction de droite, de dérivée 72 — h—QO, dérivée qui s'annule en h = vo, négative
2
avant, positive aprés. Donc la fonction de droite admet un minimum égal a

My [2Mgy M

— ) — = \/2MoM>,

5 My + o olVi2
V M

d’ou le résultat.

Exercice 27. @@0© Soit f € €°°(R) et P € R[X] un polyndme de degré impair tel que

Vn € N.Vx € R, ‘f(")(x)’ <P

1. Montrer que f est la fonction nulle.

2. Le résultat reste-t-il vrai si deg(P) est pair?

Indications
@ 1. Utiliser la linéarité.
2. Raisonner par I'absurde et construire un bon polynéme.
& 1. Utiliser le TVI avec f et VM|, 5 (f)
2. Poser g : t — f(t) — t et calculer I'intégrale de g sur [0, 1].
[P F()g(t)dt
[ OR

1 1-¢ 1
B 1. Pour (v,), prendre un € > 0, écrire que / =/ +/ .
0 0 1—¢

Faire une IPP |

Utiliser convenablement I'inégalité triangulaire.

3. Utiliser le TVI avec f pour la valeur

1S
N =N

Prendre h qui minimise le majorant trouvé.
Dans cet exercice, sortir un % et faire apparaitre une somme de Riemann. S'il y a un prodit, en prendre
le In.
B 1. Intégration directe.
2. Linéariser le cosinus.
3. Utiliser que tan = sin / cos et reconnaitre (presque) u’/u.
4

. Ou bien faire un changement de variables u = €*, ou reconnaitre une intégration directe (coup du
e* en haut).

[ (i) Effectuer une décomposition en éléments simples.
(ii) Faire apparaitre u"u’ avec u = tan!
(iii) Faire une IPP, en posant u/(x) = X3, et v(x) = In(x).
(iv) Poser, comme indiqué, t = Arcsin(y/x).
(v) Poser u=x—1.
(vi) Poser u = Arcsin(x).
[B Utiliser un bon changement de variables.
Utiliser la définition d'une dérivée avec le taux d'accroissement.
[[Q 1. Utiliser des primitives.
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2. Encadrer I'intégrale : encadrer I'un des deux termes parmi e* ou e et intégrer ce qui reste.
3. Utiliser le théoreme de la limite de la dérivée.
4. Minorer et par .
5.
[II 1. Faire un changement de variables.
2. Séparer l'intégrale en deux et poser s =t — .
3. Utiliser la définition d'une primitive.
B X+nm nm X+nm
4. (i) Ecrire / = / +/
0 0 nm
(ii) Utiliser le théoréme de la limite monotone.
Utiliser juste la formule de Taylor...
2
[13] Tracer le graphe de la fonction x +> et chercher a I'encadrer entre deux bonnes fonctions affines.
[04] 1. Faire une intégration par parties, et majorer proprement chaque terme.
. 1
2. On doit trouver a = —-1let B = —.
2T
N x N
3. Utiliser que Z — = / (at +6t?) Z cos(nt)dt, recalculer la somme des cos(nt). Penser aussi
n=1 n 0 1 n=1
au fait que cos(a)sin(b) = 5 (sin(b+ a) + sin(b — a)).
1. Supposer que f ne s'annule pas et aboutir a une contradiction.
T
2. Utiliser que f s'annule en un réel a et considérer/ f(t)sin(t — a)dt.
0
L'inégalité de droite est évidente. Pour I'inégalité de gauche, penser a considérer les quantités v/1 + f2—
fetV14+f2+f.
[I7 Pour la premiére question, utiliser le fait que la courbe de f est au-dessus d'une certaine corde et sous
une certaine tangente.
[I8 Faire des IPP, puis un changement de variables u = nt, puis découper I'intégrale.
Ecrire I'expression de f(x) en fonction de f’ et appliquer directement I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
20] e déja commencer par montrer que I'on peut se ramener a f positive, non identiquement nulle, de
maximum égal a 1.
1 1
e ensuite, montrer que dans le cas ci-dessus, {’ / f(t)Pdt < 1 et que pour tout g, { / g(t)rdt >
0 0
1 — € apcr.
DI 1. Utiliser le fait que |tan(t)| < 1.
2. Penser a d’abord démontrer que (u,) converge.
3. Utiliser la décroissance de u, et le calcul de u, + upia.
22 Utiliser une primitive de f et faire apparaitre un taux de variation.
23] 1. Utiliser les techniques vues en cours : sortir un o prendre le In pour la troisieme limite.
2. Mutliplier et diviser par nP x n, et faire apparaitre une somme de Riemann.
20 Utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale !
20l Ici, ne pas utiliser une mais deux inégalités de Taylor-Lagrange : entre x et x + h, puis entre x — h et x.
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