MPSI1 Pasteur 2025-2026 DM15

DM 15
pour le lundi 22 mars

e Formule « bases » : le probléme (durée : 2h)

e Formule « avancée » : le probléme + les deux exercices (le second a besoin d'initiative et de travail en
groupe — c'est bien un exercice d'intégration!)

Probleme 1. Dérivation sous le signe intégrale et application

A. Le théoréeme

Soient a < b deux réels, o : [a, b] = R et B : [a, b] — R deux fonctions continues telles que pour tout t dans
[a, b], a(t) = 0, et F la fonction définie sur R, par

b
Vx € Ry, F(X):/ B(t)e O dt.
a

Le but de cette partie est de démontrer que F est dérivable et de déterminer une expression de sa dérivée.

1. Démontrer qu'il existe une constante positive K telle que pour tout t dans [a, b], pour tous x et xg
dans Ry, on a

—_

’B(f)e_m(t) —B(t)e W + (x — x0)B(t)ax(t)e V)| < K= x0)?.

Correction

Déja, t — |a(t)| et t — |B(t)| sont continues sur le segment [a, b], donc atteignent leurs
maximums respectifs My et Mo.

Notons f : x — B(t)e ™D Alors comme pour tout x positif, f/(x) = —a(t)B(t)e " et
f(x) = o2 (t)B(t)e " on en déduit, comme Re(a(t)) > 0 et x >0,

(Ol < () PIB(E)] < MyM3.

D'ou, par I'inégalité de Taylor-Lagrange,

1
< §M1M22(X — x0)2.

‘ﬁ(t)e_xa(t) _ ﬁ(t)e_x‘)a(t) + (x — Xo)ﬁ(t)oc(t)e_xoa(t)

2. En déduire que pour tout x et xg dans Ry, on a

b b b _
/[B(t)e_xo‘(t)dt—/ B(t)e‘an(t)dt+(x—xo)/ [B(t)oc(t)e_x‘)o‘(f)dt‘ g%K(x—xo)?
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Correction

Attention a ne pas intégrer trop brutalement !On écrit que

b b b
/ ﬁ(t)e_xo‘(t)df—/ 6(t)e_xoa(t)dt+(X—Xo)/ B(t)a(t)e_xoa(t)dt‘

b
/a (ﬁ(t)e*m(t) — B(t)e 4D 1 (x — Xo)ﬁ(t)a(t)efxoo‘(t)) dt‘

b
g/
a

b
b—a .
< / T/\/lll\/l%(x — X0)?dt par la question précédente.
a

5(t)e*xa(t) — ﬁ(t)efxw(t) + (x — Xo)ﬁ(t)a(t)efxoa(t) dt

b— a)?
< %MlMg(X—X0)2 .

3. Déduire de la question précédente que F est dérivable sur R} et que

b
Vo € RY, F'(x0) = — / B(t)a(t)e O gt
a

Justifier que I'on a aussi la dérivabilité de F a droite en 0.

Correction

dente peut se réécrire sous la forme

(b—a)

IF(x) = Flx) = (x = %0)G(x0)| < — MiM3(x = x0)?,

soit, en divisant par |x — xp| # O,

b
Soient x et Xy dans R, distincts. Notons G : x —/ B(t)a(t)e > dt. La question précé-
a

F(x)—F b — a)?
‘(X)(XO) = G(Xo) < QM:[M%X*XM — 0,
X — Xp 2 X—X0
F(x)—F
donc M — G(x0)|, ce qui signifie que ‘F est dérivable en xg| et que
X — Xo X—Xo
‘ F'(x0) = G(x0)- ‘
B. Une application
Pour tout x dans R, on pose
1 efx(1+t2)
F(x) = ———dt
* Fx) /0 1+t2
5 1 o—x?(1+t2)
L] G(X):F(X ):/0 Wdt,

. H(x):/ e tdt.
0

4. Justifier que G et H sont définies, dérivables sur R, et démontrer que pour tout x dans R, G'(x) =

—2H'(x)H(x).
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Correction

Soit x dans R. Alors

1
G'(x) = —2x/ e Gl
0

0
2 L 2
= —De ¥ / e~ xdt.
0

On effectue le changement de variables v = xt. Quand t = 0, v = 0, quand t = 1, u = x.
2 2
e~ = e et du = xdt. Donc

5. En déduire que pour tout x dans R, G(x) = —H(x)? + %

Correction

Comme x +— 2H'(x)H(x) est la dérivée de x — H(x)?, on en déduit qu'il existe une constante K
telle que pour tout x dans R,

G(x) = —H(x)? + K.

En évaluant en 0, il vient G(0) = —H(0)?> + K, i.e., comme G(0) = F(0) = % et H(0) = 0,

T
K=—-.D
y Donc

G(x) = —H(x)? + %

6. Démontrer que pour tout x dans R, |G(x)| < e, et en déduire la limite de G en +o0, puis la valeur

de N
/e*tht — ﬁ.
0

x—+oo 2

C'est ce qu'on appelle I'intégrale de Gauss!

Soit x dans R;.. Alors, comme l'intégrande de G est positif,

1 o—x2(1+12)
G = ——dt.
60l = | S

Or, pour tout t € [0, 1], 5 <1 et X214 t2) = x2, ie. e X0+ <o donc

1+t

1
|G(x)|</ e dt=e%.
0

, _ m
On en déduit, par encadrement, que G(x) " 0. |On en déduit alors que —H(X)2+Z " 0
X—>—+00 X——+00

. T - - ™ .
ie. H(x)2 — =, i.e., comme H est positive pour tout x positif, H(x) — £ C'est-a-dire
x—+oo 4 x—+oo 2
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Probleme 2. Divers exercices

Exercice 1. 1. Montrer que pour tout x € R, il existe un unique y € R tel que

Y 2
/ el'dt=1.
X

2. On note p(x) le réel obtenu a la question précédente. Montrer que ¢ est une fonction de classe €°.

Exercice 2. On note, pour n dans N,

Ar={(x.y) €[0,n]? x*+y*<n?}.

. o A
Déterminer la limite, quand n tend vers 400, de —2" Commenter.
n
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