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TD 20
Espaces vectoriels de dimension finie

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soient F, G les sous-espaces vectoriels de R* suivants :
F={(xy,z,t) ER* [ x+y+z=0et2x+y+z—t =0},
G = vect{(1,-2,1,1),(1,2,-3,1), (5, -3, —2,5)} C R*.

1. Calculer la dimension de F.

2. Montrer que G C F et conclure que G = F.

3. Déterminer un supplémentaire de F dans R*.

Exercice 2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E de dimension n — 1. A-t-on F UG = E 7 Démontrer
que F et G ont un supplémentaire commun.
2. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de £ de méme dimension p < n. Montrer que F et G ont un
supplementaire commun, c'est-a-dire qu'il existe un sous-espace H de E telque F® H=G® H=E.

Exercice 3. Soit n € N*. Dans cet exercice, on illustre la notion de dimension dans K,[X].
1. Soit P un polyndme de degré d. Montrer que (P, P, P", ..., P(d)) est une base de Kq[X].

n
2. Démontrer que pour tout P dans K,[X], il existe un unique Q dans K,[X] tel que P = ZQ(k).
k=0
3. Soit E un K-evdf, (eq, ..., en) une base de E, (1, ..., ©n) les formes linéaires coordonnées associées.
Démontrer que (@1, .. ., ©,) est une base de Z(E,K).
Application. Démontrer qu'il existe (Ao, ..., Xn) € R™1 tels que pour tout P dans R,[X],
n—1

/01 P(t)dt:AoP(O)HlP(D +...+Anlp< >+AHP(1)_

Exercice 4. Endomorphismes nilpotents. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, u € Z(E). u est
dit nilpotent s'il existe k dans N tel que v =0, ot t¥ =uo---ou.
——
k fois
1. Soit u un endomorphisme nilpotent. En utilisant la formule du binéme de Newton ou de Bernoulli
montrer que Id — u est inversible.
2. Justifier qu’il existe un plus petit entier p tel que u” = 0. Cet entier est appelé indice de nilpotence de
u.
3. On veut montrer que p < n (ol p est I'indice de nilpotence de u). Pour ce faire, on définit, pour tout
k dans N, N, = ker(u¥). Montrer que pour tout entier k, Ny C Niy1 et que s'il existe ko tel que
Ny, = Ni,+1, alors pour tout £ > ko, Ng = Ny41. Conclure.
4. Retrouver le méme résultat en démontrant que si x est un vecteur de £ qui n'est pas dans ker(uP1),
alors (x, u(x),..., uP~1(x)) est libre.

Stratégie. Pour ce TD encore davantage que pour les autres, ciblez vos besoins. Je vous conseille de
Jjauger votre niveau de compréhension de |'algébre linéaire en dimension finie.

e sivous avez des difficultés en algébre linéaire, lancez-vous sur des exercices pratiques, qui font appliquer
petit a petit les théorémes de cours : [5] [} [12 et [13]

e ensuite, familiarisez-vous avec d'autres exemples : des polynémes (7] [} [14] [15] ou des matrices
(27).

e enfin, n’'hésitez pas a faire des exercices théoriques, c'est-a-dire les exercices [I0} [LT] puis des exercices
théoriques sur les applications linéaires : [I7] [19] 21} P2} 23]

e les exercices sur les formes linéaires sont un peu plus rares, mais faites quand méme |'exercice [24]
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Mon best of. Ce sont les exercices que je considére parmi les plus importants. Mais ne grillez pas d’'étape
et familiarisez-vous bien avec les notions ! Ce sont les exercices[g] ??, [11] [16} [I7] 21} B3] Dans ce best-of,
je n'ai pas mis les exercices de base. Encore une fois, je me répéte, mais maitrisez les bases avant de
vous lancer dans ces exercices !

2 Espaces vectoriels de dimension finie

2.1 Aspects pratiques

Exercice 5. ©OO Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R® définis par :
F = {(x,y,z) eR® x—2y+2z=0}
G = {(x.y.2) €R® 2x —y +2z=0}.

1. Donner une base de F, une base de G, en déduire leurs dimensions respectives.

Correction

Ici F et G sont définis par une seule équation, donc pour en trouver une base, deux méthodes sont
possibles : on va en utiliser une pour F et I'autre pour G.

¢ Premiére méthode (on I'applique a F). Compléter I'équation : soit (x, y, z) € R3. Alors

z=a, aeR ~ -1
(xy.z)eFe{x—2y+2z=0 o y=0 BeR & |y]|eVect(uv)ouu=|0 ], v=
x=206—-a z 1

Donc F est de dimension 2.

e Deuxiéme méthode (on I'applique a G). G est défini par une équation non nulle en dimen-
sion 3, donc (cf. partie sur les formes linéaires) dim(G) = 2. Donc si on trouve deux vecteurs

-1 1
non colinéaires de G, on aura gagné. Par exemple, | 0 | =uetw = (2]. Donc (u, w)
1 0

est une base de G.

2. Donner une base de F N G, et donner sa dimension.

Correction

La aussi, deux méthodes : la « standard » et une un peu plus astucieuse (mais qui montre que I'on
a bien compris la notion de dimension).

e La méthode standard consiste a, pour une intersection, réunir les deux équations qui défi-
nissent les sous-espaces vectoriels correspondants. Ainsi, un systéme d'équations de FN G
est

z=oa, a€R

{x~2y+z—0 {x~2y+z—0
— —ey=0

2X — Yy + 2z =0 LaL2-2L4 y=0
X=—a
Donc F NG = Vect(u), ol u a déja été défini plus tot !

e | a méthode astucieuse consiste a dire que I'on voit clairement que v € FNG donc FNG est
de dimension > 1 et que, comme F # G (on voit que v ¢ G), alors F N G est de dimension
< 1, donc FN G est de dimension = 1, donc F NG = Vect(u).
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3. Déterminer F + G.

Correction

La encore, on a de nombreuses possibilités :

e La méthode standard consiste a concaténer les vecteurs de base de F et G, i.e. (u, v, w) :
puis on échelonne ce systéme pour en déterminer son rang.

1

-1 2 1 1 0 O
(u v w=|0 12] — |0 12
1 0 0/ "\ 2 1

0

2

1

=&/

donc le systéme est échelonné avec trois pivots, donc il est libre, donc la famille de ces
trois vecteurs en dimension 3 est libre, donc elle forme une base de R3. Donc F + G = R3.
Attention ! La famille obtenue aprés échelonnement des lignes n’a aucune raison d’étre
génératrice de F+G. J’ai juste fait cet échelonnement sur les lignes pour montrer qu’on
pouvait aussi déterminer le rang de cette maniére.

e On aurait pu aussi écrire beaucoup plus simplement que dim(F +G) = dim(F)+dim(G) —
dim(FNG)=2+4+2—-1=3,donc F+G =R>.

4. Les espaces F et G sont-ils supplémentaires ?

4‘ Correction

Non, car leur intersection n'est pas réduite a 0!

Exercice 6. ©OO On considére la partie F de R* définie par
F={(xy,z,t) €R* x+y=0cet x+z=0}.
1. Donner une base de F.

Correction

Déterminons une base de F en échelonnant le systéme linéaire et en posant les parameétres néces-

saires.
X+y=0 xX+y=0
— -
X+Z:0 Lo<—Lo—Lq —y+z:0
Posons z =a, t =3, (a,8) € R?. Alors y = a, x = —a, donc I'ensemble des solutions est

{(-a,a,a,B), (o, B) € R?} = Vect(u, v),

ol u=(—1,1,1,0) et v =(0,0,0,1).

2. Compléter la base trouvée en une base de R*.

Page 3 sur



MPSI Pasteur 2025-2026
TD 20 — Espaces vectoriels de dimension finie

N. Laillet
nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

de R*.

On remarque que (u, v) forme un début de base échelonnée. Si I'on prend w = (0,1,0,0) et
s=(0,0,1,0), alors la famille (u, w, s, v) est échelonnée dans R*, donc libre, donc c’est une base

3. On pose u;
libre ?

(1,1,1,1), v, = (1,2,3,4) et us

(-1,0,-1,0). La famille (u1, tn, u3) est-elle

4‘ Correction

1 1 —1|x 1
1 2 0ly 0
1 3 —1lz] o
1 4 0t 0
1

HO

0

0

1

HO

0

0

Donc la famille est de rang 3, donc libre.

OO, FHE OO FEF WNRE -

On remarque que I'on va devoir déterminer une base d'une intersection dans les questions suivantes.
Pour gagner du temps, échelonnons déja le systéme en lignes avec des conditions de compatibilité

X
y—X Lo+ L[>— L1
zZ—x | L3+ L3— 1L
t—x/) Ly Lg— L4

X
y—X
X—=2y+z | L3+ Ls—2L,
2x — 3y +t Ly Lg—3L5
X
Yy =X
X—2y+z
X—y—2z+t)] LagLs— L3

4. On pose G |'espace vectoriel engendré par les

Donner une équation de G.

vecteurs u1, Ur et uz. Quelle est la dimension de G7?

4‘ Correction

Par le calcul précédent, la dimension de G est 3 et une équationenest x —y —z+t =0.

5. Donner une base de F N G.

systéme obtenu

x+y=0
—y+z=0 — -1,
X—y—z+t=0

Pour déterminer une base de F N G, on rassemble les équations trouvées, et on échelonne le

—>L3(—L372L2

Etant donnée la derniére équation, on peut poser indifféremment z ou t comme paramétre. Soyons
malins et posons z = a, avec a € R. Alors I'ensemble des solutions est

{(—a,a,a,3a),a € R} = Vect(—1,1,1, 3).

x+y=0

-y+z=0

—2y—z+t=0
x+y=0
-y+z=0
—3z+t=0
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Donc F N G est de dimension 1.

6. En déduire que F + G = R*.

4‘ Correction

Par la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =2+3 -1 =4,
donc (F + G) est de dimension 4 dans R*, donc F + G = R*.

7. Est-ce qu'un vecteur de R* s'écrit de facon unique comme somme d’un vecteur de F et d'un vecteur
de G7?

4‘ Correction

On a existence, en revanche, on n'a pas unicité, car on n'a pas liberté de la famille.

2.2 Bases et dimension finie

Exercice 7. ® 0O Montrer que la famille (X —2X +1, X3 +2X, X? —1) est libre dans R3[X], et la compléter
en une base de R3[X].

Correction

Notons P = X3 —2X +1, Q = X3 +2X et R = X% — 1. Soient \, i, v tels que

AP+ uQ+vR=0.

Alors
X34 w) + X0 +2X(u—N) +X—v =0,

donc v = 0 (terme en X?) et donc A = O (terme constant) et donc u = 0 (terme en X?), donc
A=u=v =0, donc la famille est libre.

On sait que (P, @, R, 1, X, X2, X3) est génératrice de R3[X] (car la famille contient la base canonique
de R3[X]. On peut donc la compléter en une base de R3[X] en prenant un vecteur de la base canonique.
Si on prend X par exemple, on remarque que AP+ uQ +vR + (X = 0 implique de la méme maniére que
A= =v=0, puis, en regardant le terme en X, ( = 0. Donc (P, Q, R, X) est une base de R3[X].

Exercice 8. @@0O Soient A et B deux polynémes premiers entre eux. Démontrer que (AkB"*k)ogkgn est une
base de K,[X].

Exercice 9. @@0© Soit T € N*. On définit I'espace des suites T-périodiques Pr = { () ey € K" | V0 € N, tps1 = up}
et on note P = U Pr.

TeN-
1. Montrer que Pt est un sous-espace vectoriel de dimension finie de KN et déterminer dim Pr.

2. Montrer que ((w")ye)yep, €st une base de Pr.

3. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de K et en déterminer une base.

2.3 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Exercice 10. @ OO Soit £ un evdf, soient (xi, ..., xn) et (y1, ..., ¥n) 2n vecteurs de E tels que la famille
(x1+y1,..., Xn + yn) est libre. Montrer que rg(xy ..., Xp, Y1, ..., Yn) = n.
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_‘ Correction

On utilise le fait que I'on peut faire des opérations sur les vecteurs lorsque I'on détermine un Vect :

Vect(x1 ..., Xn Y1, - ., Vo) = Vect(xy +y1 ..., Xo + Vi V1. - - -, Vn) D Vect(xy +y1 ..., X0 + Vn),
donc

rg(X1. . X Y1, Vn) = dim(Vect(x1 ..., Xn, Y1, ..., yn)) = dim(Vect(xy +y1 ..., X0+ ¥a)) = n,

car la famille est libre.

Exercice 11. @ OO Soit E un K-ev de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On
suppose que dim(F) + dim(G) > dim(E). Montrer que F et G admettent au moins un vecteur non nul en
commun.

_‘ Correction

On sait que F+G C E, donc dim(F+G) < dim(E). Or, dim(F+G) = dim(F)+dim(G) —dim(FNG),
donc dim(F) + dim(G) — dim(F N G) < dim(E), donc dim(F N G) > dim(F) + dim(G) — dim(E) > 0,
donc FN G # {0}, donc F NG contient un vecteur, i.e. F et G ont un vecteur en commun.

3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Aspects pratiques

Exercice 12. @ 0O Soit £ =R On note B = {e}, &, e3} la base canonique de E et u I'endomorphisme de
R3 défini par la donnée des images des vecteurs de la base :

u(er) = —2e; +2e3 , u(ex) =36, u(es) = —4er + 4es.

1. Determiner une base de ker(u).

Correction

Soit x = x1e1 + xpes + xze3 dans R3. Alors

—2X1 - 4X3 =0
x € ker(u) & 3% =0
2x1 +4x3 =0
X1 + 2X3 =0
&
Xp = 0
x3=0a, a€R
S X =—2a
Xo = 0
-2
Donc ker(u) = Vect | 0
1

u est-il injectif 7 peut-il étre surjectif 7 Pourquoi ?

Page 6 sur



MPSI Pasteur 2025-2026 N. Laillet
TD 20 — Espaces vectoriels de dimension finie nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

u n'est pas injectif car son noyau n'est pas réduit a 0. Il ne peut étre surjectif car c'est un
endomorphisme, et qu'un endomorphisme est injectif ssi il est surjectif ssi il est bijectif.

2. Determiner une base de Im(u). Quel est le rang de u?

4‘ Correction

On sait que Im(u) = Vect(—2e; + 2e3, 3ep, —4e; + 4e3).

3. Montrer que E = ker(v) & Im(u).
Exercice 13. @ 0O On considére I'application lineaire f de R® dans R* définie par
fx,v.2)=(x+z,y—x,z+y,x+y+22).

1. Determiner une base de Im(f).

4‘ Correction

On sait que
1 0 1
Im(f) = Vect (f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect —1],(1].]0
1 1 2

On remarque que f(e3) = f(e1) + f(er) donc Im(f) = Vect (f(e1), f(e2)), de dimension 2 car e
et e> ne sont pas colinéaires.

2. Determiner une base de ker(f).

4‘ Correction

x+z=0
On résout f(x,y,z) = 0 d'inconnues x, y et z, i.e. —x 4y =0 On pourrait résoudre ce
X+y+2z=0
systéme mais on remarque que, d'aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) = 3 — 1 = 2, donc |l
1
suffit de trouver un vecteur non nul du noyau pour en avoir une base. Or, 1 | est solution du
—1
1
systéme. Donc ker(f) = Vect 1
-1

3. L'application f est-elle injective 7 surjective ?

Correction

On en déduit que I'application n'est ni injective, ni surjective !

3.2 Exemples avec des polyndmes
Exercice 14. @ ©O On définit sur E = R3[X],I"application
u(P) =P+ (1-X)P"
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1. Montrer que u est un endomorphisme de E.

Correction

Soit P dans Rs[X]. Alors deg(u(P)) < max(deg(P),deg((1 — X)P")) = 3. Donc u(P) € Rs[X].
Ensuite, soient P et @ dans R3[X], A et u dans R. Alors

UP 4+ uQ) = AP+ uQ) + (1 — X)(AP + uQ)’
= AP+ uQ + (1 — X)(AP' +uQ")
=AP+(1-X)P)+u(@+(1-X)Q) = u(P)+ pu(Q)

2. Déterminer une base de ker(u).

ST
Correction
Soit P dans R3[X], P(X) = aX3 4+ bX? + cX + d. Alors
u(P) = aX®+ bX? + cX +d+ (1 — X)(3aX? + 2bX + c)

= aX3+ bX? + cX +d+3aX?+2bX + c — 3aX> — 2bX? — cX

= —2aX3+ (3a—b)X2+2bX +d+c.
Donc

uP) =0 a=b=0etd=—c.

Donc ker(u) = {c(X — 1), x € R} = Vect(X — 1).

3. Déterminer une base de Im(u).

Correction

Im(u) = Vect(u(1), u(X), u(X?), u(x?))
= Vect(1,1, —X? + X, —2X3 4+ 3X?)
= Vect(1, —X? + X, —2X3 + 3X?).

Comme, par le théoréme du rang, dim(Im(v)) = 4 — 1 = 3 et que (1, —X? 4+ X, —2X3 + 3X?)
est une famille génératrice de Im(wv) de cardinal 3, c’en est une base.

4. Montrer que ker(u) et Im(u) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Correction

On concaténe les bases trouvées de Im(u) et ker(u) : (1, X — 1, =X2 + X, —2X3 4+ 3X?) est une
famille de polynémes a degrés échelonnés, donc libre, de cardinal 4 dans R3[X], donc la famille
est une base de R3[X].

Exercice 15. @@0 Soit £ = R,[X] et soient A, B deux polynémes de degré n+ 1. On définit I'application
¢ : E — E qui a un polynéme P associe le reste de AP dans la division euclidienne par B.

1. Démontrer que ¢ est linéaire.
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4‘ Correction

Soient P et Q deux polyndmes, X et u deux réels. Soient (U, R) le quotient et le reste de la division
euclidienne de AP par B et (V,S) le quotient et le reste de la division euclidienne de AQ par B.
Alors AP =UB+ R et AQ =VB + S avec deg(R) < deg(B) et deg(S) < deg(B). Donc

AP +uQ) = (AU + uV)B + AR + uS,

et deg(AR + uS) < max(deg(R), deg(S)) < deg(B). Donc, par unicité du reste dans la division
euclidienne, A¢(P) + up(Q) = AR + uS = ¢(AP + Q). D'ou la linéarité de ¢.

2. Démontrer que ¢ est bijective si et seulement si A et B sont premiers entre eux.

Correction

Supposons A et B premiers entre eux.

Comme ¢ est un endomorphisme, il suffit donc d'étudier son injectivité. Soit P un élément de
ker(¢). Alors ¢(P) = 0, i.e. B divise AP. Donc, par le théoréme de Gauss, B divise P. Or
deg(P) < n < deg(B). Donc nécessairement P est nul. Donc ¢ est injective, donc bijective.
Supposons que A et B ne sont pas premiers entre eux. Soit U un diviseur commun non constant
de A et B, posons A = UA; et B = UB;. Alors deg(B1) < deg(B) donc By € E et AB; =
A1UB; = A1 B donc ¢(B1) = 0, avec By # 0. Donc ¢ n’est pas injective, donc pas bijective.

Exercice 16. Interpolation d’"Hermite. @ @0 Soit f € €*(R), Xo, ... x, n+ 1 points de R. Montrer qu'il existe
un unique polynéme P de Ro,.1[X] tel que

Vk € [[O, I’]]], f(Xk) = P(Xk) et f/(Xk) = P/(Xk).

On considérera pour cela une application linéaire judicieusement choisie.

Correction

Montrons que |'application

W R2n+1[X] - RQ"
' P — (P(a0). P'(a0). P(a1). P'(a1), ..., P(an), P'(an))

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
e Déja W est linéaire par linéarité de la dérivation.
e Ensuite, dim(Ray11[X]) = dim(R?™2).
e Enfin, montrons que W est injective. Soit P dans R,,.1[X] tel que P(ag) = P'(ap) = P(a1) =
P'(a;) = -+ = P(a,) = P'(ay) = 0. Alors ag, a1, .. ., ap sont n+ 1 racines de multiplicité au

moins 2. Donc P a au moins 2(n+1) = 2n+ 2 racines comptées avec multiplicité, et est de degré
2n+ 1. Donc P =0. D'ou le résultat.

3.3 Généralités

Exercice 17. ® 0O Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E) tel que rg(f?) = rg(f).
1. Etablir Imf? = Imf et kerf? = kerf.
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4‘ Correction
e Image.

— Montrons que Im(f?) C Im(f). Soit y dans Im(f?). Alors on dispose de x dans E tel
que y = f2(x) = f(f(x)) donc y € Im(f).

— Ensuite, rg(f?) = rg(f) donc dim(Im(f?)) = dim(Im(f)). Par inclusion et égalité des
dimensions, on en déduit que Im(f?) = Im(f).

e Image.

— Montrons que ker(f) C ker(f?). Soit x dans ker(f). Alors f2(x) = f(f(x)) = f(0) =0
donc x € ker(f2.

— Ensuite, rg(f?) = rg(f) donc, par le théoréeme du rang,
dim(ker(f)) = dim(E) — rg(f) = dim(E) — rg(f?) = dim(ker(f?)),

Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que ker(f?) = ker(f).

2. Montrer que Imf et kerf sont supplémentaires dans E.

Correction

Par le théoréme du rang, on sait que dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E). Il suffit alors de
démontrer que Im(f) Nker(f) = {0}.

Soit x dans Im(f) Nker(f). Alors on dispose de a dans E tel que x = f(a). Or, f(x) = 0 donc
f2(a) = 0, donc a € ker(f?) donc a € ker(f). Donc f(a) =0, i.e. x = 0. Donc Im(f) Nker(f) =
{0}, donc Im(f) et ker(f) sont supplémentaires dans E.

Exercice 18. @ ©O Soient u et v deux endomorphismes d'un K-evdf E. Démontrer que

Irg(u) —rg(v)| < rg(u+ v) <rg(u) +rg(v).
Exercice 19. Imposer les noyaux. @©O

1. Soit E = R* et F = R? On considére H = {(x,y,z,t) € R*; x = y = z = t}. Existe-t-il des
applications linéaires de E dans F dont le noyau est H?

4‘ Correction

Le noyrau que l'on veut imposer est Vect(1,1,1,1). Il est donc de dimension 1. Si on avait
ue Z(E, F) telle que ker(u) = Vect(1, 1, 1, 1), alors on aurait rg(v) = dim(E) — dim(ker(v)) =
4 —1 =3, ce qui est impossible puisque u est a valeurs dans R?. Donc il n'existe pas d'application
u telle que ker(u) = Vect(1,1,1,1).

2. Soit E le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs u = (1,0,0) et v = (1,1,1). Trouver
un endomorphisme f de R* dont le noyau est E.

Correction

La, en revanche, pas de probleme de dimension. On veut imposer ker(u) de dimension 2, donc il
suffit de trouver une application u de rang 1. On remarque que u et v sont tous deux dans le plan
d'équation y — z = 0. Si I'on définit alors

u(x,y,z) =(y—2)(1,1,1),

alors on a bien une application linéaire dont le noyau est le plan souhaité.
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Exercice 20. @@ Soit £ et F deux espaces vectoriels de dimension finie et v € Z(E, F).
1. Soit A C E un sous-espace vectoriel. Montrer que dim(u(A)) = dim(A) — dim(A Nker(v)).
2. Soit B C F un sous-espace vectoriel. Montrer que dim(u~*(B)) = dim(B N Im(v)) + dim(ker(v)).

Exercice 21. Raisonnements sur la dimension. @ @©
1. Soientt f € L(E,F) et g € Z(F,G), ol E est un evdf. Montrer que

dim(Im(f) Nker(g)) = dim(Im(f)) — dim(Im(g o 1)).

4‘ Correction

, Im(f) — G _
Soit u : Alors Im(u) = u(Im(f)) = g(Im(f)) = Im(g o ). De méme, si x € E
x = g(x)
x € ker(u) si et seulement si x € Im(f) et x € ker(g) donc ker(u) = Im(f) Nker(g). Donc, en

appliquant le théoréme du rang a u, rg(u) + dim(ker(v)) = dim(Im(f)), donc

dim(Im(f o g)) + dim(Im(f) Nker(u)) = dim(Im(f))

2. Soient f et g deux endomorphismes d'un evdf E. On suppose que £ = Im(f)+Im(g) = ker(f)+ker(g).
Montrer que ces deux sommes sont directes.

Correction

On sait, par le théoréme du rang, que

dim(Im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E), dim(Im(g)) + dim(ker(g)) = dim(E),

Comme E = Im(f) + Im(g), dim(Im(f)) + dim(Im(g)) > dim(E) et, de méme, dim(ker(f)) +
dim(ker(g)) > dim(E), donc

2dim(E) < dim(Im(f)) + dim(Im(g)) + dim(ker(f)) + dim(ker(g)) = 2dim(E).

Donc on a égalité dans toutes les inégalités, donc dim(Im(f)) + dim(Im(g)) = dim(E) et
dim(ker(f)) + dim(ker(g)) = dim(E). D'ou, par égalité des dimensions, les espaces sont supplé-
mentaires, donc les sommes sont directes.

Exercice 22. Autour des suites exactes. @ @O Soient Eq, ..., E, des espaces vectoriels de dimensions finies
respectivement egales a ag, . . ., a,. On suppose qu'’il existe n applications lineaires fy, . . ., f,—1 telles que, pour
chaque k€ {0, ..., n—1}, fy est une application lineaire de E, dans Exy 1 et

1. fy est injective;
2. ker(fy) =Im(fx_1) pour tout k=1, ..., n—1:
3. f,_1 est surjective.

n
Prouver que Z(—l)kak =0.
k=0

Correction

On applique le théoréme du rang :

e fy est injective donc rg(fy) = ao.
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e Ensuite, pour tout k,
ax = dim(ker(fy)) + rg(fx) = rg(fk—1) + rg(fx)

e Enfin, rg(f,—1) = a,.
Donc
n n—1
D (—D*fa =rg(fo) + Y (rg(fiet) +1g(fi)) + rg(fr-1) =0,
k=0 k=1

par télescopage.

Exercice 23. @@®0O Un endomorphisme f de .Z(E) est dit ponctuellement nilpotent si
Vx € E, 3keN, fK(x)=0.

(i) Montrer que si E est de dimension finie, un endomorphisme ponctuellement nilpotent de E est nil-

potent.
Correction
Soit f un endomorphisme ponctuellement nilpotent. Soit (ey, ..., en) une base de E, soient
ki, ..., k. n entiers tels que pour tout i dans [1,n], f¥(e;) = 0. Posons k = max k;. Soit
<ign
n
x€E, (x,..., Xn) n réels tels que x = Zx,e,. Alors

i=1

fk(X) — fk <zn:X,'e,’> = Zn:xifk(e,') = 0.

Donc ¥ = 0, donc f est nilpotente.

(ii) Montrer que le résultat est faux si I'on ne suppose plus E de dimension finie (on exhibera un contre-
exemple dans K[X]).

4‘ Correction

Soit D I'endomorphisme de dérivation sur K[X]. Alors si P € K[X] est de degré d, DY (P) = 0.
Mais D n'est pas nilpotent. Si c'était le cas, on aurait k € N tel que D¥ = 0. Mais Dk(Xk) =
k! # 0.

3.4 Formes linéaires et hyperplans

Exercice 24. Extrait E3A PSI 2015. @©O Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1.

1. Justifier que I'ensemble des endomorphismes inversibles de E n'est pas un sous-espace vectoriel de

Z(E).

Correction

L'endomorphisme nul n’est pas inversible, donc il n'appartient pas a GL(E).

2. Rappeler la définition d'un hyperplan de E.
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4‘ Correction

Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle.

Soit H un hyperplan de E et G son complémentaire dans E.
Répondre en le démontrant si les assertions suivantes sont vraies ou fausses

(1) G est un sous-espace supplémentaire de H.

Correction

FAUX. G ne contient pas 0 donc G n’est pas un sous-espac vectoriel de E, donc il ne peut
pas étre un supplémentaire de H.

(2) Pour tout vecteur a de G, Vect(a) est supplémentaire de H dans E.

—‘ Correction

VRAI. (question de cours)

(3) Le noyau de I'application Tr est un hyperplan de .#,(R).

Correction

VRAL. La trace est une forme linéaire non nulle de .#,(R), donc son noyau est un hyperplan.

(4) Un endomorphisme de E est de rang 1 si et seulement si son noyau est un hyperplan de E.

Correction

VRAL.

rg(u) = 1< dim(E) —rg(u) = dim(E) — 1
< dim(ker(v)) g dim(E) — 1 < ker(u) est un hyperplan de E,
. du

rang

car, en dimension finie, les hyperplans sont exactement les sous-espaces vectoriels de dimen-
sion dim(E) — 1.

Exercice 25. @00 Si M € .#,(K), on note Tr(M) la trace de la matrice M.

1. Veérifier que M — Tr(M) est une forme linéaire sur .#,(K) telle que Y(A, B) € .#,(K)? Tr(AB) =
Tr(BA).

Correction

Vérifier qu'il s'agit d'une forme linéaire a été fait dans le cours sur les matrices, pareil pour
Tr(AB) = Tr(BA).

2. Soit ¢ une forme linéaire sur .#,(K) telle que : Y(A, B) € .#,(K)?, o(AB) = @(BA).
(i) Soit (i,j) € [1, n]?, avec i # j. Calculer o(E;;).
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—‘ Correction

Remarquons que si k € [1,n], Ej; = EjxEx;. Donc

0(Eij) = 0(EikE;) = @(ExiEix) = 0(0jiExk) = ©(0) = 0.

(i) Comparer (E;;) et @(E;,) pout (i,j) € [1, n]°.

Correction

Remarquons que pour tous i et j, ¢(Eji) = @(EijEji) = @(EjiEj;) = w(Ejj).

(iii) En déduire que IX € R, YM € #,(K), o(M) = ATr(M).

Correction

Posons A la valeur commune des Ej;. Alors ¢ coincide avec ATr sur tous les (Ejj)1<ij<n donc
sur les vecteurs d'une base, donc ¢ = A\Tr

3. Soit T le sous-espace vectoriel de .#,(K) engendré par les matrices de la forme AB — BA avec
A, B dans .#,(K). Soit H = {\,, X € K}. Démontrer que dim(7) = n?> — 1, en déduire que
My(K)=T & H.

Correction

(question pas forcément facile) Déterminons une famille libre de 7. Remarquons que si i # J,
alors Ej; = E;Ejj — EjjEj;, donc si i # j, E;; € T. Ensuite, remarquons que pour tous i # 1,
E1iEihn — EjnEqj € T, donc F; = Eq; — E;j € T. De plus, la famille (E’j)lg.’.vj.gn U (Ell = E,‘,‘)Qg,‘gn

i#]
est libre, donc T est de dimension au moins n® — 1. Il est différent de .#,(KK) car toute matrice de

T est de trace nulle, ce qui n'est pas le cas de toute matrice de .Z,(K). Ensuite, H = Vect(/,)
et I, ¢ T, donc T & H = #,(K).

4. Pour (i,j) € [[l,n]]Q, on pose Fij = I, + E;j. Calculer pour (i,j, h, k) € [[1,n]]4, h # k, le produit
matriciel Fy +FijFhk.
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4‘ Correction

Déja remarquons que l'inverse de Fpx = I, + Epx est, si h# k, I, — Epx : en effet,

(In+ Epk)Un — Enk) = In+ Enk — Enk — EpkEpk = In.
De méme pour I'autre produit. On a donc

FrlFiiFok = (In — Enk)(In + Eij)(In + Enk)
= (In — Enk)(In + Eij + Enx + EijEnk)
= I+ Ejj + Enx + EjjEpx — Enx — EnkEij — Epg — EnkEijEnk
= In+ Eyj + EiiEnk — EncEsj — EnEijEni
= Fij+ Eij + EijEnkc — EncEij — EncEijjEnx.

sii#ketj#h EjEn — EnEyj+ EnkEijEpx =0

Sii=ketj#h EjEn — EnEij+ EnkEijEnk = 0 — Epj

sii#ketj=h EjEn — EmE;— EnkEjEnc = Eix

sii=ketj=h E;jEn — EnE;j — EnkEijEnx = Eix — Enj — Enk = Ejj — Ejj — Eji.

5. Soit ¢ une forme linéaire sur #,(K) telle que VA € #,(K),VB € GL,(K), ¢¥(AB) = ¢¥(BA).
Démontrer que : IX € R, VM € 4,(K), (M) = ATr(M).

Correction

Soit ¢ une telle application linéaire. Alors si (/, j, h) sont trois entiers, avec j # h, on a F,;{l FiiFnk =
Fij — Epj. De plus, comme F;,* est inversible,

O(Fol FiiFik) = ©(FijFriFr) = @(Fip),
donc

w(Fij) = @(Fij — Enj) = 0(Fij) — @(Enj),
donc @(Eyj) =0.
Si maintenant / # J,

i = P - By 4 By = By — i
Donc
@(F;;  FijFii) = o(Fij + Ejj + Eij — Ejj — Eji) = @(Fyj) + @(Ei) + @(Eir) — 9(Ej;) — ¢(Eji)
= p(Fj) + @(Eii) — (Ejj).

Or, F;; ! est inversible donc o(F; LEiFi) = o(FijFi Fi 1Y = @(F;;), donc o(Fj)+o(Ei))—p(Ej;) =

<P(Fu) donc @(Eii) = p(Ej).
Doncsi i # j @(Ejj) = 0 et @(Ei;) = ¢(Ej;), donc ¢ est un multiple de la trace.

Indications.

[[ 1. Déterminer une base de F en résolvant un systéme.
2. Vérifier que chaque vecteur qui engendre G satisfait les équations de F.
3. Utiliser des vecteurs de la base canonique de R*.
1

. Utiliser un résultat sur le fait que la réunion de deux sous-espaces vectoriels n'est presque jamais un
sous-espace vectoriel.

2. Faire une récurrence descendante sur la dimension : partir de n — 1, aller a n— 2, etc...

B 1. Pour la liberté, penser a un DM déja fait... et en déduire directement que I'on a une base!!
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2. Utiliser qu'entre deux espaces de méme dimension, étre injective équivaut a étre surjective qui équivaut a
étre bijective.

3. Démontrer la liberté de (o, . . ., ©n), puis rappeler la dimension de Z(E, K). Pour I'application, reconnaitre
les formes linéaires !

[@ 1. Dégja fait avec les matrices nilpotentes !
2. Utiliser une partie de N non vide.
3. (a)
(b) Prendre un élément de Nk, montrer qu’il est dans Nyi1.
(c) Utiliser le fait que si x € Ngyq, alors u* *(x) € Niy1. (justifier)
(d) Démontrer que u" = 0.
?? Utiliser le fait que ker(f) Uker(g) n'est pas un sous-espace vectoriel de E.
1. Résoudre les sytémes d'équations associés.
Combiner les deux équations de F et G.
Concaténer les bases de F et de G trouvées.
Que vaut F NG 7 Conclure.
Résoudre le systeme d’équations associé.
Prendre des vecteurs de la base canonique de R*.

Résoudre un systéeme linéaire.

o
PO RE RO

Si la famille est libre, on connait la dimension de Vect(u1, U2, uz). Sinon, on a une inégalité stricte sur la
dimension. On vérifiera qu'une équation de Gest x —y —z+t =0.

5. Rassembler les équations trouvées.
6. Comme G est un hyperplan, trouver un vecteur de F qui n'est pas dans G !
7. La somme F + G est-elle directe ?
[[1 Résoudre un systéme linéaire pour la liberté et prendre un vecteur de la base canonique.

[8 Démontrer que la famille est libre et utiliser un argument de dimension. Pour la liberté, s'intéresser a la multiplicité
des racines.

@ 1. Trouver une base en pensant a des suites nulles en plein de points.
2. Montrer seulement la liberté.
3. Un peu délicat, il faut utiliser les bases précédentes.
[IQ Penser que I'on peut faire des opérations élémentaires sur les éléments engendrant un sev.
[1] Utiliser la formule de Grassmann.
1. Résoudre un systéme linéaire, puis utiliser le théoréme du rang.
2. Résoudre aussi un systéme linéaire.
3. La réponse bient directement des deux réponses précédentes.

[13] Idem que I'exercice précédent.

M4 1. Question déja faite.
2. Résoudre en écrivant P € ker(u) sous la forme aX® 4+ bX? +cX +d .
3. Utiliser le théoréme du rang et vérifier qu'il suffit de trouver un vecteur de I'image.
4. Concaténer les bases trouvées.
1. Programme du chapitre précédent : utiliser I'unicité du reste de la division euclidienne.

2. Utiliser Iinjectivité, et des théoréemes d'arithmétique (Gauss notamment!)

Considérer
) R2n+l[x] — RZn

W : / / /
P~ (P(a0), P'(a0), P(a1), P'(a1), ..., P(an), P'(an))
, et démontrer qu’elle est injective, donc bijective.
[[7Z 1. Faire une inclusion et utiliser I'égalité des dimensions.

2. Faire de méme.
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3. Démontrer que Im(f) Nker(f) = {0} puis utiliser le théoréme du rang.

[[8 — Commencer par la deuxiéme inégalité, en montrant que Im(u+ v) C Im(v) +Im(v), et utiliser la formule
de Grassmann.

— Penser a la méthode que I'on a vue pour démontrer que ||z| — |Z/|| < |z + Z/].
9 1. Démontrer que ce n'est pas possible par un argument de dimension.
2. C'est possible : construire une telle application.
20 1. Poser u: tm(f) = G , et appliquer a cette application le théoréeme du rang!
x = g(x)
2. Utiliser deux théorémes du rang.
Appliquer plusieurs théorémes du rang a la suite.
23] 1. Utiliser une base de I'espace vectoriel.
2. Penser a la dérivation chez les polynémes.
Révisions de cours.
1. Fait en cours.

Déterminer une famille libre de 7 de cardinal n® — 1.

. Calcul brut, bien connaitre ses produits de matrices élémentaires.

@AW
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