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DM 16
Pour le lundi 30 mars

Formules
1. Formule 1. Bases. Parties A.l, A.ll et B.I. Temps conseillé 3h.
2. Formule 2. Parties A et B. Temps conseillé 4h.
3. Formule 3. La totale!

Probleme 1. Sous-espaces stables par un endomorphisme

Ce probléme s’intéresse a la notion de sous-espace stable par un endomorphisme.
Soit E un K-espace vectoriel, u € Z(E). Si F est un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est stable par u si u(F) C F, c'est-a-dire que pour tout x dans F, u(x) est dans F.
On rappelle que I'on note u* = yo--- o u, avec comme convention t°® = Idg.
N——

k fois
A. Généralités
A-1. Un exemple
2 -1 2
On considére I'endomorphisme u de R® canoniquement associé a la matrice | 2 2 -1
-1 2 2
1 X
Onnote D=Vect | |1 etP={|y| €R® x+y+2z=0
1 z

1. Veérifier que D et P sont des sous-espaces vectoriels de R3, et qu'ils sont stables par .

Ici, les vérifications se doivent d’'étre rapides!
1
e D est un sous-espace vectoriel car c'est le sous-espace vectoriel engendré par | 1
1
X
e P est un sous-espace vectoriel, car c'est le noyaude ¢ : |y | — x4+ y + z, qui est une
z
forme linéaire.
1
Ensuite, siae D, a=X|1]. Alors
1
2 -1 2 1 3
u(a)=X| 2 2 -1 11 =X|3)€D
-1 2 2 1 3
donc D est stable par u.
X
Enfin,sib= |y | € P, alors
z
2 -1 2 X 2x —y +2z
uby=2 2 =1|ly]|l=1[2x+2y-=2
-1 2 2 z —z+ 2y +2z
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et (2x—y+22)+ (2x+2y —z)+(—z+2y+2z)=3(x+y+z) =0, donc u(b) € P.
Donc P et D sont stables par u.

2. Démontrer que P & D = RS,

4‘ Correction

On remarque, par la question précédente, que P = ker(¢), ol @ est une forme linéaire non nulle.
1

P est donc un hyperplan. Comme | 1| ¢ P, on en déduit que P @ D = R3.
1

3. En considérant un sous-espace vectoriel de P, répondre a la question suivante : «si F est un sous-espace
vectoriel stable par u, tout sous-espace vectoriel de F est-il aussi stable par u7? »

Correction
1
La réponse est NON ! La droite Vect =il est un sous-espace vectoriel de P, mais
0
2 -1 2 1 3 1
2 2 -1 —1] =1 0 | ¢ Vect -1
-1 2 2 0 -3 0
Ce sous-espace vectoriel n'est donc pas stable par u.

A-1l. Geénéralités théoriques

4. Démontrer que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par v € £(E), alors F + G et
F N G sont stables par u.

Correction

. Soit x € F 4+ G. Alors on dispose de f dans F et de g dans G tels que x = f 4+ g. On en déduit
que u(x) = u(f) 4+ u(g). Comme F est stable par u, u(f) € F et, de méme, u(g) € G. Donc
x € F+ G. Donc F 4 G est stable par wv.

. Soit x € FNG. Alors u(x) € F car x € F et u(x) € G car x € G, donc u(x) € FNG. Donc
F N G est stable par u.

5. Démontrer que si (u,v) € Z(E)? et uov = vou, alors ker(u) et Im(u) sont stables par v. Dans le
cas ol u est un projecteur, démontrer qu'il s'agit d'une équivalence.

Supposons v o v = vou. Soit x € ker(u). Alors u(v(x)) = v(u(x)) = v(0g) = 0g, donc
v(x) € ker(u), ’donc ker(u) est stable par v. ‘

Soit y € Im(u). Alors on dispose de x € E tel que y = u(x). Alors v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) €
Im(u). ’ Donc Im(u) est stable par v. ‘

Maintenant, si u est un projecteur, supposons que v stabilise Im(v) et ker(u). Soit x € E. On
sait que I'on dispose de y € Im(u) et z € ker(u) tels que x = y + z. Alors

u(v(x)) = u(v(y)) + u(v(z)) =0+ v(z) car v(y) € ker(u) et v(z) € Im(u).
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De méme,
v(u(x)) = v(u(y + z)) = v(2) car u est la projection sur Im(u) parallélement a ker(u)

Donc on a bien uov =vou.

6. Soit p un projecteur. Démontrer que si F est un sous-espace vectoriel de E, F est stable par p si et
seulement s'il existe A un sous-espace vectoriel de ker(p) et B un sous-espace vectoriel de Im(p) tels
que F=A® B.

Pour le sens direct, on pourra essayer de démontrer que F = (F Nker(p)) ® (F N Im(p)).

4‘ Correction

Raisonnons par double implication.

S'il existe A un sous-espace vectoriel de ker(p) et B un sous-espace vectoriel de Im(p) tels
que F = A® B, soit x € E. Alors on dispose de a dans A et de b dans B tels que x = a+ b.
Alors p(x) = p(a) + p(b) = b car a € ker(p) et b € Im(p), donc p(x) € B donc F est stable
par p.

Soit F un sous-espace stable par p. Démontrons que F = (F Nker(p)) & (F NIm(p)). Soit
xeF.

Analyse. On suppose qu'il existe a € F Nker(p) et b € F NIm(b) tels que x = a+ b. Alors
p(x) = p(a) + p(b) = b. Donc b = p(x) et a = x — p(x).

Synthése. Posons b = p(x) et a = x — p(x). Alors

— belm(u) et be F car x € F et F est stable par u.

— p(a) = p(x) — p(p(x)) = 0 donc a € ker(p) et a € F par stabilité de F par u.

— a+b=x.

Donc F = (F nker(p)) & (F NIm(p)) = A® B, avec A = F Nker(p), sev de ker(p) et
B = FNIm(p), sev de Im(p).

A-lll. Existence d’'une droite stable dans le cas complexe

Ici, E est de dimension finie. On va démontrer ici un joli résultat, trés utile pour la suite : si v est un

endomorphisme d'un C-espace vectoriel, il existe une droite vectorielle stable par u.
d

d
SiPeC[X], P= Zaka, on note P(u) = Zakuk = apldg + a1u+ at® + -+ apu”.
k=0 k=0
On admet que si P et Q sont deux polynémes, (PQ)(u) = P(u)oQ(u). Ainsi, si P = X—2 et @ = X>+3X+3,
(PQ)(u) = (u— 2Idg )o (v* + 2u + 31dg).
attention!

7. Démontrer qu'il existe un polynéme P non constant tel que P(u) = 0.¢(g).

On sait que Z(E) est un C-espace vectoriel de dimension finie, égale n? (ot n = dim(E)). Ainsi,
a . . 2 .

si I'on considére la famille (Idg, u, .. ., u™), c'est une famille de n® + 1 éléments de .Z(E), elle
est donc liée. Donc on dispose de n° + 1 coefficients (ak)o<k<nz, non tous nuls, tels que

2
Z akuk = Og(E).
k=0

Il existe donc un polynéme P tel que P(u) = 0.4 (g). P n'est pas constant car sinon agldg = 0. (f),

Page 3 sur



MPSI Pasteur 2025-2026 N. Laillet
DM 16 nlaillet.math@gmail.com

et ag # 0, ce qui est absurde.

On considére alors @ un polynéme tel que Q(u) = 0.4 (g), de degré minimal.
8. Justifier brievement qu'un tel Q existe et que @ posséde au moins une racine A € C.

4‘ Correction

Sil'on considére A = {deg(P), P # Ogx] et P(u) = 0.4 (g)}, alors A est non vide (par la question
précédente), incluse dans N, donc elle contient un plus petit élément! On prend Q qui réalise ce
minimum.

On a vu a la question précédente que @ ne pouvait étre constant. Ainsi, par le théoréme de
D’Alembert-Gauss, @ posséde une racine complexe.

9. Démontrer que u— Aldg n'est pas inversible. En déduire qu’il existe x dans E\ {Og} tel que u(x) = Ax
et qu'il existe une droite D stable par u.

Correction

Si u—\Idg était inversible, alors, comme Q = Rx (X —X\), on aurait 0 = Q(u) = R(u)o(u—NIdg)
donc, par inversibilité de v — Xdg, R(u) = 0 (g). Ceci contredit la minimalité du degré de Q!
Donc u — Aldg n'est pas inversible. Comme il s'agit d'un endomorphisme en dimension finie,
u— Xdg n'est pas injectif, donc on dispose de x # 0 tel que u(x) —Xx =0, i.e. u(x) = Ax. Ainsi,
Vect(x) est stable par u.

B. Endomorphismes cycliques et semi-simples

Dans cette partie, on suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie, notons-la n, et u est un

endomorphisme de E. On dit que u est cyclique s'il existe x dans E tel que (x, u(x), ..., u"1(x)) est une
base de E.

B-1. Endomorphismes nilpotents

Soit v un endomorphisme nilpotent, c'est-a-dire qu'il existe k dans N tel que u* = O02(E)-

10. Démontrer qu'il existe p dans N* tel que uP~! Oz(e) et uP = 0.g(f).

Correction

On dit simplement que la partie A = {k € N, v* = O£y} est une partie de N, non vide, donc
elle admet un plus petit élément, non nul, car u® = Idg. Si I'on note p ce plus petit élément, alors,
par minimalité de p,

11. Justifier qu'il existe un vecteur x tel que u”~*(x) # 0, et démontrer que (x, u(x), ..., uP~1(x)) est libre
dans E. En déduire que p < n.

Comme, par hypothése, uP~1 # 0¢(). on dispose de x € E, non nul, tel que uP~(x) # 0.
Soit alors (Ao, . . ., Ap—1) € KP, tels que

NoX + Aru(x) + -+ + Xp_1tP L (x) = Of.
Composons I'équation par u?~t. Alors

XotP7H(X) + Mg UP(X) X2 tPTH(X) 4+ + Aoy uPP3(x) = O,
N—— N—_—— N—_——

o
—C =0 =0
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donc AP 1(x) = 0, donc, comme uP~1(x) # 0, Ao = 0.

En composant par uP~2, on montre que A\; = O et, par récurrence immédiate, on montre que
Ao = - = Ap—1 = 0. Donc la famille (x, u(x), ..., uP~1(x)) est libre dans un espace de dimension
n, donc p < n.

On suppose que u est nilpotent d'indice maximal, c’est-a-dire que p = n.

12. Justifier qu'alors u est cyclique.

Correction

Si I'on prend x € ker(u""1), alors (x, u(x), ..., u""(x)) est une famille libre de n éléments de E,
donc une base de E. Donc u est cyclique.

- T Kn[X] = Kp[X] . . .
13. Vérifier que la dérivation D : est nilpotente d’'indice maximal.

P~ P
Correction

On sait que dim(K,[X]) = n+ 1. Or, si P € K,[X], Pt = 0, donc D"*(P) = 0, donc
la dérivation est nilpotente. Comme D(X") = n! # Ogjx;, on en déduit que la dérivation est
nilpotente d'indice maximal.

On cherche alors les sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent d'indice maximal.

14. Démontrer que pour tout k dans [0, n — 1], ker(u¥) est stable par u et dim(ker(u¥)) = k.

4‘ Correction

Soit x € ker(u*). Alors u*(u(x)) = u*T1(x) = 0g, donc ker(u*) est stable par u.

Pour la dimension, c'est vraiment plus délicat! Une maniére de le démontrer est la suivante : on
remarque que ker(u) C ker(u?) C --- C ker(u") = E. De plus, chaque inclusion est stricte : si x
est tel que u""1(x) # 0, alors, pour k € [0, n — 1], u""17%(x) n'est pas dans ker(u*) mais est
dans ker(u*T1).

On a donc

ker(u°) G ker(u) & ker(u?) G- G ker(u") =E,

donc
0 = dim(ker(u°)) < dim(ker(v)) < --- < dim(ker(u") = n,

donc, comme on a des inégalités strictes entre n+ 1 entiers répartis de 0 a n, on en déduit que,
pour tout k dans N, dim(ker(u¥)) = k.

Soit F un sous-espace vectoriel stable par u, de dimension q.

15. Démontrer que : Vx € F, u?(x) = 0. En déduire que F = ker(u?).
F—=F

On pourra considérer v : .
X = u(x)

Comme F est stable par u, on peut considérer v :

F—=F

x = u(x)
aussi nilpotent. On en déduit donc, comme g = dim(F), que v? = 0.4 (¢), ce qui signifie que pour
tout x dans F, u9(x) = Og.

Comme u est nilpotent, v est
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Ainsi, F C ker(u9), mais les deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension. Donc F =
ker(u9).

16. Ainsi, quels sont les sous-espaces de K,[X] stables par I'endomorphisme de dérivation ?

Correction

Comme ker(D) = Kg[X] et, par récurrence immédiate, ker(D?) = K4[X], on en déduit que les
seuls sous-espaces vectoriels stables par D sont tous les K, [X] !

B-1l. Endomorphismes simples

Soit v un endomorphisme simple, i.e. dont les seuls sous-espaces stables par u sont {Og} et E. Soit x €
E \ {Og}. Notons p = max{k € N*, (x,u(x),..., uk71(x)) est libre}. (p existe, on a déja fait 2 fois cette
question durant ce DS)

17. Démontrer que Vect(x, u(x), ..., uP~1(x)) est stable par u. Conclure que u est cyclique.
Correction

Soit y € Vect(x, u(x),..., uP~1(x)). On dispose alors de (Ao, ..., XAn) € K" tels que y =
p—1
Zkkuk(x). On a alors
k=0

p—1

u(y) = Z MUFTH(x) = Xou(x) + -+ ApatP 71 (X) + Ay 1UP(x).

k=0
Mais (x, u(x), ..., uP~1(x)) est libre, alors que (x, u(x), ..., uP(x)) ne l'est pas. Donc u”(x) €
Vect(x, ..., uP~(x)). Donc u(y) € Vect(x, ..., uP~(x)).
Donc Vect(x, ..., uP~1(x)) est stable par u. Comme cet espace n'est pas réduit a 0 et que u
est simple, on en déduit que Vect(x, ..., uP~1(x)) = E. Donc (x, ..., uP~1(x)) engendre E, donc
p = n et u est cyclique.

18. Quels sont les endomorphismes simples d'un C-espace vectoriel de dimension finie ?

Correction

Soit u un tel endomorphisme. On a vu dans la partie [A-ITT] que v possédait une droite D stable.
Mais comme u est simple, on en déduit que D = E.

Donc ‘si dim(E) > 1, E n'admet pas d'endomorphisme simple. ‘ Si dim(E) = 1, tous les endo-
morphismes de E sont simples.

B-11l. Endomorphismes semi-simples

Dans cette partie, le corps de base est C. Soit u € £(E), semi-simple, c'est-a-dire que tout sous-espace
vectoriel F de E stable par u admet un supplémentaire, lui-aussi stable par u.

19. Vérifier qu'un projecteur est semi-simple.
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4‘ Correction

C'est juste une question qui permet de voir si I'on a lu le sujet! Soit p un projecteur, F un
sous-espace vectoriel stable par p. On sait, par la question [6] que F = A@® B avec A un sous-
espace vectoriel de ker(p) et B un sous-espace vectoriel de Im(p). Soit C un supplémentaire
de A dans ker(p) et D un supplémentaire de B dans Im(p). Alors C @ D est stable par p et
(A® B) @ (C ® D) = ker(p) ® Im(p) = E, donc F admet bien un supplémentaire stable par p.

20. Démontrer qu'il existe x € £\ {0Og}, H un hyperplan tels que Vect(x) & H = E et tels que Vect(x) et
H soient stables par u. On pourra utiliser la partie

Correction

On sait, par la partie [A-111.} qu’il existe x dans E \ {Og} tel que Vect(x) est stable par u.
Mais u est semi-simple donc on dispose d'un supplémentaire H de Vect(x) qui soit stable par u.

H—H
21. Démontrer que |'application v : (x) est semi-simple. Il pourra étre utile de démontrer que si
x = u(x

A, B, C sont trois s.e.v. de E telsque ACBet A C=E, alors A (BNC) =B.

Correction

Soit F un sous-espace vectoriel de H stable par v. Il faut trouver un supplémentaire de F dans
H qui soit stable par v.

Comme u est semi-simple, on dispose d'un supplémentaire G de F dans E qui soit stable par u.
Onadonc F®G = E et F C H. Etablissons alors le résultat préliminaire : «si A, B, C sont trois
sev.de Etelsque ACBet A®C=E,alors AG(BNC)=B»

e soit x € AN(BNC). Alors x € Aet x € C donc x € ANC = {0g}, donc x = 0g. Donc
AN(BNC)={0g}.

e soit x € B. Comme x € E, on dispose de a € A et ¢ € C tels que x = a + ¢. Mais alors

c=x—a€eB doncceBnNnC.Doncx= a + c .
~— =~
€A eBNC

Donc A® (BN C) = B.

Donc, par ce résultat, F® (GNH) = E.

Or, G N H est stable par v car G et H sont stables par u, donc F admet bien un supplémentaire
stable par v. Donc v est bien semi-simple.

22. En déduire qu'il existe une base (g1, ..., €y) de Eet (\q,..., An) € K" tels que pour tout / dans [[1, n],
u(e;) = Ne;.

Correction

On démontre le résultat par récurrence! La question [20.] permet de passer de la dimension n a
la dimension n — 1, la question permet de s’assurer que I'on peut appliquer I'hypothése de
récurrence au supplémentaire stable.

C. Endomorphismes de permutation

Dans cette section, on suppose que £ = R". On fixe, jusqu'a la fin du probléeme, (e, ..., en) la base canonique
de E. Si 0 € S,,, on définit I'endomorphisme f, par Vi € [1,n], f;(e) = ey(;). Par exemple, si n = 4 et
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o= L2 alors
T \4 31 2
X1 X3
X2 X4
fo’ = fo’(Xlel + X060 + X363 + X4€4) = X164 + X0€3 + X361 + X46r =

23. Un exemple. Dans cette question, £ = R*, et o est le cycle (1 3 4). Représenter la matrice A de
M4 (R) telle que f, soit associée a la matrice A.

X1
Si on applique exactement la méthode vue précédemment, si f € R*,
3
X4
X1
X2
fo’ X = fg(Xlel + Xo€ + X363 + x4e4)
3
X4
X4 0 0 0 1 X1
—><e+xe+><e+><e—x2 —0100 2
= X163 2€2 3€4 “er=L 1711 0 0 0 X3
X3 0 010 X4
o S, — GL(E) _
24. Veérifier que pour tout o dans S,, f, € GL(E) et que ¢ : , est un morphisme de
o fy

groupes.

4‘ Correction

Soient o et p dans S,. Alors, pour tout / dans [1, n],

foop(ei) = €oop(i) = fa(ep(i)) =foo ﬁ’(ei)r

donc, par égalité sur les éléments d'une base, fyop = f5 © f5.
On a donc, sio € Sy, fo 0 fp-1 = fiap,,; = Idg et f5-1 0 fp = fia,,,, = Ide. Donc f; € GL(E).

25. Soit (i,j) € [1,n]? i # j et 7 = (i j) la transposition (qui échange i et j et fixe tous les autres
points). Démontrer que f; est une symétrie parallélement a Vect(e; — €;), par rapport a un sous-espace
a préciser.

Correction

On remarque que fr o f, = fo = fId[[l,n]] = Idg, donc f; est une symétrie. On détermine alors
ker(f; — Idg) et ker(f; + Idg) :

n
e soit x = Zxkek € ker(f, —Idg). Alors f-(x) = x, donc
k=1

n n
D xifr(e) =D xeex,
k=1 k=1
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donc xje; + xjei + Z Xkex = Xie + xj¢ + Z xkex, donc x; = Xx;, donc x €
1<k<n 1<k<n
ke {ig} ke {ij}

Vect ((ex)keqr.mp iy @ (& + €)).
Réciproquement, un élément de Vect ((ek)ke[[l,n]]\{i,j} W (e + ej)) est bien dans ker(f; —Idg).

n
e soit x = Zxkek € ker(f +Idg).
k=1

n n
Alors f(x) = —x, donc Zxka(ek) == Zxkek.
k=1 k=1

Donc xjej + xje + Z Xk€k = —Xi€ — X; € — Z Xkex, donc pour tout i dans [1, n]\{/,j},

1<k<n 1<k<n
ke¢{ij} k{i.j}
Xk = 0 et x; = —x;, donc x € Vect(e; — ¢j). Réciproquement, un élément de Vect (e — €;)

est bien dans ker(f; + Idg).
Donc f; est une symétrie par rapport a Vect ((ek)keﬂly,,ﬂ\{,-,j} W (e + ¢)), parallélement & Vect(e;—
ej).

n
Soit D = Vect(g), oll € = Z e; et soit H I'hyperplan vectoriel H = Sl €E xi 4+ 4+ x,=0
i=1
Xn
Un sous-espace vectoriel de F de E est dit S,-stable lorsque, pour tout o € Sy, f,(F) C F.

26. Préciser la dimension de H et en donner une base.

H est un hyperplan donc il est de dimension n — 1. Or, la famille (e; — €j)a<i<n est une famille

libre d’éléments de H, donc c’en est une base. Vérifions-en la liberté : si (Xa, . .., X,) € K" sont
n

tels que ZA (e1 — =0,0na (ZA) e — Zk,e,- = 0, donc, par liberté de (ey, ..., en),

Azz---'zzxn:o. -

27. Démontrer que D et H sont S,-stables et que E=D & H.

4‘ Correction

%
Déja, la supplémentarité est évidente, car D = (€)ete ¢ H.
Ensuite, si 0 € §,, alors

n n n
#HE) = & (Z e,—) = Z (i) = Z e = €, car ¢ est une bijection de [1, n]. Donc D est
i=1

i=1 j=1

S,-stable.

X1

esix=|...] €H,alors x= Zx,e, et £, Zx,eg(,) = ZXG 1iy€i- Or, ng 1) =

Xn i=1

n
Zx,- =0, d'ou fy(x) € H. Donc H est S,-stable.

=1

On cherche désormais a déterminer tous les sous-espaces S,-stables. Soit F un tel sous-espace, non réduit a

{0g}.
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X1
28. Sipourtout x=| : | € F,onax =---= X, conclure a la nature de F.

Xn

Correction

L'hypothese formulée est que F C D. Dans ce cas, F = {0} ou F = D. Comme D est o-stable, on a
bien F = D.

X1
On suppose donc qu'il existe x = | © | € F et/ # j tels que x; # X;.
Xn

29. En considérant la transposition 7 = (i j), démontrer que e; — ¢j € Vect(fy(x))ses,. €t que e — ¢ €
F.

Correction

n
Déja, fia(x) = x = Zxkek = Z Xcex + Xjei + xjej et donc fr(x) = Z Xkex + Xjej + X;€.
k=1 1<k<n 1<k<n
ke {ij} keg{ij}
fia(x) — fr(x) = (xi — x;)(ei — &)

et, comme x; — x; # 0, e — € € Vect(fia(x), fr(x)) C Vect(f5(x))ses,.- Comme F est S,-stable,
Vect(fy(x))oes, C F, donc e — g € F.

Ainsi,

30. En déduire, en considérant d'autres transpositions bien choisies, que pour tout k dans [1,n], ;1 — ex €
F.

Correction

e Sij=1o0uj=1,onadéae —e oue — ¢ quiestdans F.

e Sinon, on prend 7 = (1 /) et alors f-(ej —¢j) € F, donc e — g € F.

Dans tous les cas, on peut supposer j # 1 et avoir e; — ¢ € F.
Ensuite, si k € [2, n]}, alors en prenant T = (k j), alors f;(e; — €j) € F, donc e; — e, € F.

31. Déterminer les sous-espaces vectoriels S,-stables de E.

Correction

On a vu donc que si F est un sous-espace vectoriel S,-stable de E, alors
e ou bien F =D,

e ou bien F contient une base de H, et donc F = H.

La réciproque a déja été démontrée!
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