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TD 20
Probabilités

1 Exercices corrigés en classe

Exercice 1. Soit (2, P(£2), P) un espace probabilisé fini.

1. Démontrer que pour tout x dans R, e™ > 1 — x.

Exercice 2. Soient U et V deux variables aléatoires iid de loi uniforme sur [1, n]. On note m = min(U, V) et
M = max(U, V).

1. Les variables aléatoires m et M sont-elles indépendantes ?

Correction

1
On remarque que P(m = 1,M =1) =PU =1,V =1) = P(U = )PV = 1) = = et
1
Pim=1PM=1)=Pm=1)PU=1V=1)=P(m=1)— <P(m=1,M=1). Donc les

2
. L Do n
variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

2. Déterminer la loi de m, et en déduire son espérance.

Correction

Soit k dans [1, n].

P(m=k)=PU =k, V =k)+P(U=KP(V >k+1)+PU > k+ 1)P(V = k)

_i lnfk nfkl
" n n n n
1+2(n—k)
-T2

On en déduit que

E(m) = z”: kP(m = k)
k=1

o 1+42(n—k)

= k"
n

k=1

1420 < 2 «
-T2 Zk_ﬁzk2

k=1 k=1
~1+2nn(n+1) 1 n(n+1)(2n+1)
o 2 n» 3
_(n+1)(2n+1)
o 6n '

U+V—|U=-V|

Remarque : m = >

. donc E(m) = %(E(U) FE(V) - E(U = V).

3. Calculer I'espérance de M sans calculer sa loi.

Page 1 sur



MPSI Pasteur 2025-2026

N. Laillet
Probabilités

nlaillet.math@gmail.com

4‘ Correction

C'est amusant, il suffit de remarquer que U +V = m+ M Donc

E(M) =E(U+V —m) =E(U) + E(V) — E(m) par linéarité.

Or, E(U) = E(V) = %1 donc E(M) = n+1— (n+1)(2n+1)  (n+1)(4n—1)

6n 6n ’

4. Déterminer la loi de (m, M).

Correction

La loi conjointe est facile a trouver! Déja si a > b, P(m = a, M = b) = 0. Ensuite, si a < b,
2
Pim=aM=b)=PU=3aV =b+PU=5bV =a)= =t Enfinsia=b, P(m=a, M=
1

Exercice 3. Soit n dans N et X une v.a. a valeurs dans [0, n]. Démontrer que E(X) = Z]P’(X > k).
Exercice 4. Soit (Q2,IP) un espace probabilisé fini et X de loi uniforme sur P([1, n]).
1. Déterminer la loi, I'espérance et la variance de Card(X).
2. Déterminer I'espérance et la variance de Z i. On ne demande pas la loi.
iex

Exercice 5. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre
p €]0, 1.

1. On pose pour tout k entier Yx = Xx + Xx+1. Donner la loi de Yk, son espérance et sa variance. Donner
la covariance de Y; et Y; pour i # j.

1 o :

2. On pose T, = - ZYk. Calculer I'espérance et la variance de T,,.

k=1

Exercice 6. Un peu de marches aléatoires. Soit (Xx)ken+ une suite de vaiid, a valeurs dans {—1, 1}, telles
1 n

que P(X; =-1)=P(X; =1) = 5 On définit, pour tout n dans N*, S, = ZXk- On pose, pour tout k

k=1

Xe+1 n
dans N*, Y, = k; et T, =Y Y.
k=1

1. Donner la loi de T,, et en déduire celle de S,,. Donner |'espérance et la variance de S,,.

Soit k dans N*. Quand X, =

—1, Y = 0 et quand X, = 1, Yx = 1. Donc Y prend ses valeurs
dans {0, 1} donc Yk suit une loi de Bernoulli. Or,

P(Ye=1)=P(Xx =1) = %

Donc Xx ~ %(1/2). Ainsi, T, est une somme de n variables de Bernoulli indépendantes donc suit
une loi binomiale de paramétres (n, 1/2). Mais comme, par un simple calcul,
X+l 1L 1< n_ Sp+n
k n
= == Xe+1)==z>» Xe+z = ,
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on en déduit que S, = 2T, — n. Donc S,, prend ses valeurs dans {2k — n, k € [0, n]} et pour tout
k dans [0, n],
n\ 1
P(S,=2k—n)=P(T,=k) = <k>2"
On déduit, par la formule S, = 2T, — n, et par linéarité de I'espérance, que
1
]E(S,,):2E(Tn)—n:2n§—n:n—n:0,
et que

11
V(S,) =4V(T,) = 4n§f =n.

2. Déterminer en particulier un équivalent de P(S,, = 0).

Correction

2 1
On en déduit que P(S,, =0) =P(To, =n) = ( n> ——. Or, par I'équivalent de Stirling,

n ) 22n°
20\ _ 0! _ 2, 2 [T 2
n (2 7 T 4n  /nm’

donc

1
]P)(Sgn = 0) i \/ﬁ

3. Démontrer que pour tout € > 0, P (|Sn| > n%“) — 0.

n—-+oo
4‘ Correction

Soit € > 0. Soit n dans N. Alors, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff,

_ Llie V(S")
P (15— (sl > n¥*7) < 2
le. 1
1 n
P (1Sl > n+) < i = o 72,0

Sn . .
4. Démontrer que pour tout t dans R, E (etﬁ) converge, et donner sa limite.
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Soit t € R. Alors

E (etsﬁ) =E (eZZ:1 tXTnk)

Za\ . . R .
=E (e ﬁ) par indépendance et car les (X) suivent toutes la méme loi

t 2
donc nln (ch (ﬁ)) n~>—+>oo 5 donc

Exercice 7. Soit (2, P(€2),P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur 2, € > 0. Démontrer

que pour tout £ > 0,
P(X > ¢) < e *E(etX)

Exercice 8. Inégalité de Paley-Zygmund. Soient X une variable aléatoire réelle positive ou nulle pour laquelle
E(X?) > 0etnecl0,1].

1. Montrer que E (X]l{X%E(X)})z < E(X?)P(X > nE(X)).

Correction

On applique I'inégalité de Cauchy-Scwharz et on trouve que

E (XLixsnoon)” < E(X)E (Tsnzco )
< E(X?)P(X > nE(X)).

E(X)?
E(X?)’

2. En déduire I'inégalité de Paley-Zygmund : P(X > nE(X)) > (1 —n)?

On en déduit que

2
E (X1 xzne(x)))
E(X?2)

P(X > nE(X)) >

E(X) = E(XLixznrx)}) + E(XLix<nex)y) < E(XLixznrx)y) + nE(X),

donc
(1 =mE(X) < E(XT{xznex)}).
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donc
(1 —n)’E(X)* << E(X?)P(X > nE(X)),

d’ou le résultat.

Présentation des exercices. Deux types d'exercices :

e ceux de « probabilités élémentaires » sont a faire rapidement, ce n'est pas le coeur du chapitre. Pour
une premiére séance d'exercice, faire les exercices|[9) [13]et[14] (le reste est pour vous, si vous voulez
davantage pratiquer).

e ceux de vraies probabilités. La il faut pouvoir déterminer des lois, utliser le théoréme de transfert : faites
les exercices [33] et [I8] par exemples. Il faut aussi pouvoir utiliser des inégalités : les exercices [38] 39] et
sont la pour ca!

2 Probabilité sur un ensemble fini, variables aléatoires

2.1 Exercices faisant intervenir un peu de modélisation — retour en terminale

Exercice 9. @ OO Une urne contient n boules noires et b blanches. On tire toutes les boules sans remise.
Calculer la probabilité des événements suivants

1. «La premiére boule tirée est noire, la deuxiéme est blanche. »

Correction

Ici, pas besoin de nommer des événements. La probabilité est de

n o b
n+b n+b-1"

2. « On n'a jamais tiré deux fois de suite la méme couleur. »

4‘ Correction

Déja, il faut nécessairement que b=n—1, b=nou b= n+ 1. Ensuite,

e Si b = n, c'est trés simple, calculons la probabilité d'avoir une alternance en commencant

par « blanc» :
n n n—1 (n1)?
— X X X o0 = ,
2n 2n—1 2n-2 (2n)!
d'ou la probabilité totale égale a Z(H!)2
u ili .
> J (2n)!
e Si b=n+1, il faut nécessairement commencer par une boule blanche, d'ot une probabilité
n+1 n n (n1)?
X — X X oo = 1)———.
n+1 20 2n-1 "+ DG

e e troisieme cas se traite de la méme maniére

Exercice 10. ® OO On tire trois cartes dans un jeu de 32 cartes, avec 4 couleurs (cceur, carreau, pique,
tréfle). Calculer la probabilité d'obtenir trois cartes qui sont soit toutes les trois de la méme couleur, soit de
trois couleurs différentes, sous I'hypothése

1. d'un tirage sans remise.
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Correction

32
Iy a ( 3) =32 x 31 x30 =3 x5 x 31 x 64 tirages possibles. Dénombrons les cas favorables :

) . 8 8X7xX6
e Trois cartes de la méme couleur : 4 x 3 =4 x %o =32 x7.

e Trois cartes différentes : choix de 3 couleurs parmi 4, puis choix d'une carte parmi les 8 de
chaque couleur, d’otl 4 x 82 possibilités.

o N 71
D’ol, en tout, 32 x (7 + 64) = 32 x 71 possibilités. D'ou une probabilité de 3031

2. d'un tirage avec remise.

4‘ Correction

La on fait des remises, d'oti 32 = 21 possibilités (si on les numérote). Comptons alors les cas
favorables
e Trois cartes de la méme couleur : choix d'une carte parmi 32, d'une parmi 8, d'une parmi 8,
d’ot 2! choix possibles.
e Trois cartes de couleurs différentes : choix d'une carte parmi 32, d'une parmi 24, d'une parmi
16. D’ot1 3 x 2'2 choix possibles.
211 43 x 212 _1+6 7

D’ou une probabilité de 15 4 I

Exercice 11. @ ©O On dispose de composants électroniques E de méme type pour lesquels la probabilité de
tomber en panne est p (indépendamment les uns des autres). On peut mettre des circuits A et B en paralléle
ou en série, ce que I'on note A||B et A— B. Si A est un circuit, on note P(A) la probabilité pour qu'il tombe
en panne.

1. Calculer P(A||B) et P(A — B) en fonction de P(A) et P(B).

4‘ Correction

Un circuit en paralléle tombe en panne si les deux composants tombent en panne, donc P(A||B) =
P(A)P(B) = p? (par indépendance). Pour le circuit en série, il faut calculer P(AU B) = P(A) +
P(B) —-P(ANB)=2p—p>*=1—(1-p)%

2. Quel est le circuit le plus fiable : (A — B)||(C — D) ou (A||B) — (C||D)?

4‘ Correction

Pour le premier circuit, P((A— B)||(C — D)) = P(A— B)P(C — D) = (2p— p?)? = 4p? —4p> + p*.
Pour le second,

P((AllB) — (CID)) = P(Al|B) + P(C||D) — P(A[| B)P(C]|D)

= p? 4+ p?—pt=2p% — p*

Il faut alors étudier 4p> — 4p> 4 p* — (2p? — p*) = 2p% — 4p°> 4+ 2p* = 2(p — p?)? > 0. Donc le
premier circuit a davantage de chances de tomber en panne.

Exercice 12. @@®0O L'Assemblée nationale est constituée d'une proportion de p députés conservateurs, qui ne
changent jamais d'avis sur quoi que ce soit, et d'une proportion de 1 — p députés progressistes qui changent
d'avis complétement au hasard, avec probabilité r, entre deux votes successifs. Au cours d'une séance, il a
été note qu'un député, choisi au hasard, a voté deux fois de suite de la méme facon.
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1. Quelle est la probabilité pour que ce député soit conservateur ?

Correction

Nommons C I'événement « le député est conservateur » , P «le député est progressiste », A
I'’événement « le débuté change d'avis entre le premier et le deuxieme vote », B |'événement « le
député change d'avis entre le deuxiéme et le troisiéme vote » . L'énoncé indique que

P(A|C) = P(B|C) = 0, P(A|P) =PB(B|P) =r, P(C) =p, P(P)=1— p.

P(AIC)P(C)

On cherche P(C|A). Par la formule de Bayes, P(C|A) = PA)

. Or,

P(A) = P(AIC)P(C) + P(AIB)P(B) = p+ (1 = r)(1 - p),

P

douP(CIA) = T - a

2. Quelle est la probabilité qu'il vote de la méme maniére la prochaine fois?

4‘ Correction

La probabilité qu'il ne change pas d’avis au cours du second vote est

P4(B) =Pz(BN C)+Pz(BN P).

— _P(ANBNC)  Pc(ANB)P(C) p
OrFAENO=TNE T R@A era@-na-p
) _ PANBNP) Pp(ANB)P(P) (1—-r2(1-p) . .
De méme, Pz(BNP) = BA) = B(A) :p+(1—r)(1—p)’dou

p+(1-°(1—p)
p+A-NE-p)

Pz(B) =

Exercice 13. @00 Une puce se déplace sur les trois sommets A, B C d'un triangle en partant de A. A chaque
instant elle fait un saut : si elle est en A alors elle va en B, si elle est en B alors elle a une chance sur deux
d'aller en A et une chance sur deux d'aller en C, si elle est en C elle y reste.

1. Montrer qu’on ne peut arriver en C qu'a des instants pairs.

4‘ Correction

Pour arriver en C la puce doit venir de B, et pour étre en B, la puce doit venir de A. Pour venir
de A elle doit venir de B, etc.

2. Quelle est la probabilité que la puce arrive en C pour a premiére fois a l'instant 2n?

Soit Ak I'événement «la puce est en Aa l'instant k» , By I'événement «la puce est en B a l'instant
k», Cx I'événement « la puce est en C a l'instant k» . On cherche P(B1NAxN-+-NBop_1NCap).
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D'aprés la formule des probabilités composées,

P(Bl N A2 Moo Banl N CQH)
= PBlﬂA2ﬁ~~ﬂan—1(C2n) X PBlﬂAzﬂ"'ﬁAzn—z(BQn—l) X X PBIOAQ(B?’)PBl (AQ)P(B:L)

*l><1><1>< ><l><1
2 2 2
1

2.2 Evénements

Exercice 14. @00 l\/lontrel qulme conditiog négezssaire et suffisante pour que deux événements soient indé-
pendants est : P(AN B)P(ANB) =P(ANB)P(AN B).

_‘ Correction

Su@osons que A et B soient indépendants. Alors A et B sont indépendants, de méme que A et B, A
et B (par la formule des probabilités totales). Donc

P(AN B)P(AN B) = P(AP(B)P(A)P(B) = P(A)P(B)P(A)P(B) = P(ANB)P(AN B).

Supposons que |I'égalité précédente soit vérifiée. Alors

P(A)P(B) = (P(ANB) + P(AN B))(P(AN B) + P(AN B))
=P(ANB)P(ANB) +P(ANB)P(AN B) + P(AN B)P(AN B) + P(AN B)P(AN B)
=P(ANB)P(ANB) +P(ANB)P(ANB) + P(AN B)P(AN B) + P(AN B)P(AN B)
=P(ANB) (P(ANB)+P(ANB) +P(AN B) + P(AN B))

Or, {ANB,ANB,AN B, AN B} est un systeme complet d'événements, donc P(ANB) +P(AN B) +
P(AN B) +P(AN B) = 1, donc P(A)P(B) = P(AN B).

Exercice 15. /négalité de Kosmanek — Lyon, Cachan MP. @@0O Soient A et B deux événements d'un epf.
1
Montrer que |P(AN B) — P(A)P(B)| < T

Correction

Soit p = P(ANB). On sait que p < P(A) et p < P(B) donc P(A)P(B) > p? donc p—P(A)P(B) < p—p?,

1 1
or p(1 — p) atteint son maximum en p = 5 égal a 2 donc P(AN B) —P(A)P(B) < 2

Pour I'inégalité inverse, on montre que P(A)P(B) — P(AN B) <
écrit que

%. C'est a peu prés immédiat si on
P(A)P(B) —P(AN B) =P(A)(1 —P(B)) — (P(A) —P(AN B))

=P(A) - P(A)P(B) —P(A) + P(AN B)

=P(ANB) - P(A)P(B) < %,

en appliquant I'inégalité précédente.
D’ou le résultat.
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2.3 Variables aléatoires

Exercice 16. Loi conjointe de deux Bernoulli. @ OO Soient p, g € [0, 1]. Déterminer toutes les lois conjointes
possibles pour deux variables aléatoires X et Y telles que X ~ Z(p) et Y ~ %(q).

Exercice 17. ® OO On lance n fois une piéce, puis a nouveau n fois.

1. Quelle est la probabilité p, d'avoir eu le méme nombre de pile ?

Correction

Les deux séries de lancers sont indépendants. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre
de pile du premier lancer, Y celle du second. On a

P(X = k) = P(Y = k) = (Z)zl

On veut maintenant déterminer
n n
P(X=Y)=Y P(X=kY =k)=> P(X=kP(Y = k) par indépendance.
k=0 k=0
Donc
1 &/n\?> 1 /2n
pn=P(X=Y)= ﬁz (k) :22”<n>,
k=0

par la formule de Vandermonde.

2. Déterminer un équivalent de p, quand n tend vers +oo0.

Correction

On en déduit que p, =

1 (2n)!
22n plip

. . n\”"
. Or, par I'équivalent de Stirling, n! ~ v2mn <E) , d'ol

1 v2m2n (2)"
Pn ~ 20
@

2 2mn (2)

1 2?n 2n
22n/mn \ I

1, 1
2N ~ .
2n,/mtn VTN

Exercice 18. @ ©O Soient X, Y, Z trois variables aléatoires i.i.d., uniformes sur [0, n].
1. Déterminer la loi de X + Y.

Déja X +Y est a valeurs dans [0, 2n]. Ensuite, pour que X+Y = kil faut que X =jetY = k—.
On en déduit que

P(X+Y =k) = ZIP = NP(Y = k — ).

Or,sij=>2n+1, P(X=j)=0. Sik—]>n+l,P(Y:k—j):O. Donc
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k+1
(n+1)%

K k
o sik<n, P(X+Y=k)=ZP(X=J)P(Y:k—f):Z(n+11)2 -
j=0 /=0

esik>n+1,

P(X+Y =k)=> PX=)PY =k—j)
Jj=0

=Y P(X=))P(Y =k —))
j=0

= Y P(X=))P(Y =k—))
Jj=k—n

_2n—k+1

" (n+1)2

2. Déterminer P(X +Y = 2).

4‘ Correction

Il suffit de sommer sur toutes les valeurs possibles de X, Y et Z.

PX+Y=2)=Y P(X+Y =k Z=k)
k=0

n

= Z]P’(X +Y = k)P(Z = k) par indépendance.
k=0
n

n+1 n+1

1 (n+2)(n+1)

T (n+1)p3 2
. n+ 2
2(n+1)2°
Exercice 19. @ ©O Soient p €]0,1[ et X3, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de mémes lois définies pour

tout k € [1, n] par
PXy=1)=petP(Xy=-1)=1—p.

On pose pour tout k € [1, n] 7k = HX,-, ug =P(mg =1) et vy =P(m, = —1).

1. (i) Montrer que pour tout k dans [1,n — 1],

Ukp1 = puk + (1L — p)vi et viyr = (1 — p)uk + pvk

On remarque que pour tout k, ux + vx = 1. De plus, myy1 = 1simgy =1let Xy =1ousi
mx = —1 et Xgy1 = —1, d'ou, par la formule des probabilités totales, uxr1 = pux+ (1 —p)vk
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(on a indépendance de Xy1 et ). De plus,

Vi1 = 1 — Uky1 = Uk + Vi — Uky1 = Uk + Vi — pukx — (1 = p)vk = (1 — p)uk + pvk.

(ii) Déterminer, grace a ux + vk et ux — vk, une expression explicite de ux et vk en fonction de k pour
tout k € [1, n].

Correction

Uk + vk = 1. Ensuite, tggp1 — Ve = (2p — 1)(ux — vi), donc ux — v = (2p — 1)%. D'oul

:1+(2p—1)k et v _1-(2p-1)

e 2 5= 2

(iii) Donner un équivalent de ce résultat quand k tend vers +oo : interprétation ?

—‘ Correction

1
Quand k tend vers +o00, Ui et v, tendent vers 5 on a « moyenné » les lancers.

1
2. (i) Montrer que si p = 5 les variables aléatoires 7y, ..., T, sont deux a deux indépendantes.
Correction
. 1 1 ) 1
Sip= > ug = 5= Vk, et on remarque que si kK # £, Pr—1(mp=1) =P(mp_p =1) = 5=
P(m, = 1), etc. D'oll I'indpépendance deux a deux des 7y, . . ., .
(i) Montrer que, réciproquement, si 1, .. ., T, sont deux a deux indépendantes, alors p = 5
Siles my, ..., T, sont indépendants, alors pour tout £ > k,
Pr=1(mg =1) =P(m = 1),
i.e.
]P’(Tl'g,k = ]_) = P(’T{'e = 1)
1+ (2p—1)t*k 14+ (2p—1)¢ ,
i.e. pour tout k < £, +( p2 ) = +( g ) , i.e. pour tous j, k, (2p — 1) =
1
2p — 1)[’. ie.2p—1=0o0ul,iie.p=1loup= 5 La méme égalité en rajoutant un —1
1
indigue 2p —1=0o0u2p—1=—1donc p=0 ou pzi donc p = 5

Exercice 20. @00

1. Montrer que le produit de deux variables de Bernoulli est une variable de Bernoulli.

On rappelle cette propriété de quasi-cours : garder en téte qu'une variable aléatoire qui ne peut
prendre que 0 ou 1 comme valeurs est une Bernoulli! Soit X et Y de Bernoulli de paramétres
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respectifs p et q. Alors
PXY=1)=P(X=1,Y=1)=P(X =1)P(Y = 1) = pq (par indépendance).

Donc XY suit une loi de Bernoulli de paramétre pgq.

2. Montrer que deux variables de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si elles ne sont pas corré-
lées.

Correction

On a vu dans le cours que si deux variables aléatoires étaient indépendantes, alors elles étaient
décorrélées. Montrons la réciproque. Supposons que X et Y sont décorrélées. Alors E(XY) =
E(X)E(Y) = pg. De plus, XY est a valeurs dans {0, 1} donc nécessiarement XY suit une loi de
Bernoulli, de paramétre son espérance, donc de paramétre pg. Donc P(XY =1) = pg =P(X =
DP(Y = 1), donc {X = 1} et {Y = 1} sont indépendants, de méme pour {X = 0} et {Y = 0}.
Donc X et Y sont indépendantes.

Exercice 21. @©O Soit (G, *) un groupe fini. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme dans G, soit Y
une variable aléatoire quelconque dans G, indépendante de X. Montrer que la variable aléatoire Z = X %Y
suit une loi uniforme dans G.

Exercice 22. @@© On choisit une permutation uniformément dans S,. On appelle L la variable aléatoire
correspondant a la longueur du cycle dans lequel 1 se situe. Montrer que L suit la loi uniforme sur [0, n].

Correction

Déterminons la probabilité que L soit égal a k. On va refaire du dénombrement (youpi).
Choisit un cycle de longueur k contenant 1, c'est choisir k — 1 éléments parmi n— 1, choisir une maniére
d'ordonner ces k — 1 éléments en cycles : il y en a le nombre d'arrangements, divisé par k (k maniéres

. k! , _ . .
de présenter un cycle), i.e. — = (k — 1)!. Ensuite, c'est laisser complétement libre le choix de la

permutation sur les éléments hors du cycle, d'oti (n— k)! possibilités. Au final on obtient une probabilité
de

k—1

(2 x (k=D x (n— K)oy X (k= 1) (n— k)! 1
n! - nl T on
Le résultat est donc démontré !

Exercice 23. @ ©O Une urne contient n boules numérotées de 1 a n; on tire successivement n boules avec
remise. Calculer la probabilité p,, de tirer la boule 1 un nombre impair de fois. Limite de p,?

Exercice 24. Urne de Polya. @@0O Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge. A
chaque fois qu'on tire une boule, on remet dans I'urne la boule tirée, ainsi qu'un boule de méme couleur.
Quelle est la loi du nombre de boules blanches au k-iéme tirage ? Quelle est la probabilité que la n-ieme boule
tirée soit blanche?

Correction

Déja au k-ieme tirage, il y a k + 1 boules dans I'urne. Nommons N le nombre de boules blanches au
k-ieme tirage et X la variable aléatoire valant 1 si la k-iéme boule tirée est blanche, 0 sinon. Montrons
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par récurrence que Ny suit la loi uniforme sur 1, k]J. L'initialisation est pour vous. Pour I'hérédité,

P(Nk1=J) =P(Nk =, Xk =0) + P(N = j — 1, X, = 1)
= Pp,—/P(Xk = 0)P(Nk = j) + Pp—jo1(Xx = DP(Nx = j — 1)
_k+1—-451 j-—11

= TR T T

k

(k+1)k

1

T k+1

Donc N suit la loi uniforme sur [1, k.
On en déduit que

k k .
. J 1 1
j=1

J=1 Jj=

. ) . _ _ 1
C'est fou! La probabilité d'avoir une boule blanche au n-iéme tirage est toujours de > I

Exercice 25. Loi de succession de Laplace. @@®O Considérons m + 1 urnes Uy, .. ., U, et supposons que,
pour tout k, U contient k boules bleues et m — k boules rouges. Choisissons une des urnes et effectuons-y n
tirages avec remise. Quelle est la probabilité, sachant que les n tirages ont donné des boules bleues, qu'il en
soit de méme du (n + 1)-iéme?

Exercice 26. Matrices symétriques aléatoires. @ @O Soient X1, ..., Xp des variables aléatoires indépendantes
de méme loi Z(p). Onpose U= ( X; Xo ... X, )T € Mp1(R) et M=UUT.
1. Déterminer la loi de rg(M) et de Tr(M).

2. Quelle est la probabilité pour que M soit une matrice de projection ?

Exercice 27. Une matrice a coefficients entiers tirée « au hasard » est inversible. @@© Soient A, B, C et D
A B

c p Démontrer que la

4 variables aléatoires suivant toutes la loi uniforme sur [—n, n]. On note M =

probabilité que M soit inversible tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

Exercice 28. Principe de réflexion pour les marches aléatoires. On reprend les notations de I'exercice[g] corrigé
en classe.

1. Calculer P(S; = a, So, = 2b) pour tout (a, b) € {1, -1} x [—n, n].

Correction

On écrit que

P(S;1 =a,5,=2b)=P(S1 =a, X1+ Xo+ -+ Xop = 2b)
=P(S1=2a,Xp+ -+ Xop =2b—a)
=P(S1 = a)P(Xo + - + Xap = 2b— a)

1 .
= 5[@(52,,_1 =2b—a)car Xy + -+ Xop_1 €t Xo + -+ + Xz, ont méme loi

1/ 2n-1 1 ( 2n-1 1
C2\b+n—Y2/ 2201 \pn— 12 J2n
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2. Soit k € [1, n]. On considére Ay I'événement
Ac=A{S1=1}n{S, =2k}n{3ie[l,n—1], Sz =0}

Démontrer que P(Ax) = P(S; = —1, Sz, = 2kK).

Pour cela, on fera un dessin, et, en considérant le plus petit i tel que S,;j = 0 et a I'aide d’une réflexion
par rapport a I'axe des abscisses, on montrera que les trajectoires correspondant a I'événement Ay sont
en bijection avec les trajectoires partant de —1 et arrivant a 2k en 2n.

Correction

La probabilité de A, est égale a

%, ol ay est le nombre de chemins partant de 1 en 1, arrivant
a 2k en 2n et passant au moins une fois par 0. Notons A, cet ensemble.

Notons aussi By I'ensemble des chemins partant de —1 en 1, arrivant a 2k en 2n.

Alors Ay et By sont en bijection

En effet, si I'on prend I'application ¢ : Ax — Bk, qui a un chemin (¢c; = 1,6, ..., Con) de Ag
associe le chemin suivant : si ip = min{i € [1,2n], ¢; = 0},

alors @ va bien de Ay dans By, et son inverse a la méme expression !

Card Card
Ainsi, P(S1 = —1, Sp, = 2k) = arzz(fk) - ar22§;4k) — P(A).

3. Montrer que, pour n > 1 et k € [1, n],

k
P(Sl >0,5>0,..., Sop_1 >0, 52,,:2/():EP(52,,:2/()

On remarque que

P(Sl >0,5>0,..., Son_1 >0, So, = 2/() -‘r]P)(Sl =1,3di e [[1, n— 1]] t.qg. S,i=0,5,= 2/() = P(Sl =1,5,= 2/(),

car S, >0,..., Son—1 > 0et i€ [1,n—1] t.q. Soi = 0 sont deux événements contraires. Or,

2n—1 1 1 (2n—1)! 1 k+n/( 2n k+n
P =H =2k) = — = — = — =—P = 2k).
(51=1. 520 ) <k+n—1)22" 22 (k+n—1)l(n—k)I 220 2p (n+k> o (520 )

Mais

P(Sl =1,3i € Hl, n— 1H t.q. 5,,=0,5, = 2/() = P(Sl =-1,5,= 2/()
Cf2n-1\1 1 (2n—1)!
~ \k+n

:1”_k( 2n )zn_kIP’(Sg,,:2k).

220 = 220 (k+ n)l(n— k — 1)1
22 2n \k+n 2n

Donc

P(Sl >0, 5>0,..., Son_1 >0, 52,7:2/() :]P(Sl = 1,52n=2k)—P(51 =1,3i € [[1,n—1ﬂ t.q. 52/20,52,7:2/()
_k+n—(n—k)

k
o P(Szn = 2K) = ~P(Sz0 = 2K).
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4. Montrer enfin que
1
P(51>O, S, >0,..., 52n>0):§P(52n:0)

et que
P(S1#0, 5, #0,..., Son #£0) = P(S2, =0).

Correction

On en déduit que

P(5:1>0,5>0,..., Son>0)=)Y P(S;1>05>0,..., Sop = 2Kk)

k=1
n n
k 1 k ( 2n
= —P(So, = 2k) = — = :
kz:;n (52 ) 22”;2n<n+k>

On peut remarque e% 2n = 2n—1 — 2n—1 Donc
1 P HEELCEEr G on\n+k) \n+k—-1 n+k)/) n
n

1 2n—1 2n—1
P(S1>0, 5 >0,..., 52”>O)22”Z(n+k—1><n+k)
k=1

1 /2n—1 11 (/2n 1
_22n( n )Zzzzrw(n>zzp<52~:0>-

Le dernier résultat s'ensuit par symétrie!

2.4 Exercices plus folkloriques
Exercice 29. @ @O Soit n un entier naturel. On suppose que la décomposition en facteurs premiers de n est

p
n= H pg. On tire au hasard, uniformément, un entier x dans [1, n].
k=1

1. Soit k € [1,r]. Quelle est la probabilité que py divise x ?

Correction

n n , . 1 .
Iy a {J = — multiples de px dans [1, n]. D'ou une probabilité de — que py divise x.
Pk Pk Pk

2. Montrer que les événements « py divise x » sont mutuellement indépendants.

Soient kq, ..., ke £ indices entre 1 et r, deux a deux distincts. Nommons D, |I'événement « pk
‘

divise x ». Alors ﬂ Dy, est I'événement « Vi € [1, €], px divise x », i.e., par le théoréme de Gauss,
i=1

¢ ¢
n
« H'Dk' divise x » . Il'y a ——— multiples de Hpk, dans [[1, n]. Donc
i=1 i=1 Pk; i1
¢ 1 ¢
]P’(ﬂ Dk,) =— :HP(Dk,)r
i=1 [Ii-ipe 2
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d’ou le résultat.

.
. . . 1
3. Montrer que la probabilité que n soit premier avec x est égale a I | (1 - )

o1 Pk
Correction

L'événement « x est premier avec n» est I'événement ﬂ {pk ne divise pas x} = ﬂ {pk|x}.
1<k<r 1<k<r

. . 1
Ces événements étant indépendants, la probabilité de I'événement est donc H (1 — p).
K
1<k<r

4. On rappelle que I'indicatrice d'Euler ¢(n) représente le nombre d'entiers inférieurs & n premiers avec n.
Exprimer @(n) en fonction de py,..., p;.

Correction

On en déduit que @(n) égale la probabilité trouvée précédemment multipliée par le cardinal de

[1,n],ie n H (1—).

1
1<k<r P

Exercice 30. @ @O Vous devez tirer au sort équitablement entre deux joueurs mais ne disposez pour ce faire
que d'une piéce biaisée (dont vous ignorez en plus le biais exact). Comment faire ?

_‘ Correction

[l suffit de faire plusieurs séries de deux lancers, et de s'arréter quand une série ne sort pas deux lancers
identiques. L'événement « une série donne PF » et « une série donne FP » sont équiprobables!

Exercice 31. ®@@®® Un train contient n places numérotées et n voyageurs posseédent un billet. Le premier
voyageur monte dans le train mais il a oublié son billet et se place donc au hasard. Puis chaque personne
s'installe a sa place si elle est libre et choisit une place libre au hasard sinon. Quelle est la probabilité que la
derniére personne se trouve a sa place?

_‘ Correction

Bon, 1a c'est typiquement un exercice ou il faut bien faire attention a I'univers que I'on considére.
On numérote les voyageurs et les places de 1 a n. On remarque qu’une maniére simple de modéliser
I'univers est de le considérer formé de cycles contenant 1 et strictement croissants. On a alors une
bijection évidente entre tout cycle ne contenant pas n et tout cycle contenant n. Mieux : les deux cycles
sont équiprobables (car si on prend une liste 1 < ih < -+ < ik, le k-iéme voyageur a autant de chances

de prendre le siége 1 que le siege n). Donc la probabilité est de = !

Autre preuve, assez amusante. On numérote toujours les places de 1 a n. Supposons que le voyageur 1
prenne la place k. Quand le voyageur k arrive, au lieu que ce soit a lui de bouger, il demande gentiment
au voyageur 1 de se déplacer. Ainsi on est ramenés au probléme avec n — k + 1 voyageurs! On poursuit
jusqu'au voyageur n — 1, et on est ramenés au probléme avec deux voyageurs, dans lequel la probabilité

est clairement 5

Exercice 32. Nombre de dérangements — ce n’est pas un exercice de probabilités, mais de dénombrement,
avec una application en probabilités a la fin. ®@@®@ Soit E un ensemble de cardinal n. On appelle dérangement
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de E toute permutation de E sans point fixe. On note d, le nombre de dérangements d'un ensemble a p
éléments.

n
1. Montrer que n! = Z <Z> dg.

k=0

4‘ Correction

Soit S, x I'ensemble des permutations ayant n — k points fixes. Choisir une permutation avec k

points fixes, c'est choisir d’abord n — k points fixes, i.e. (n B k) = (k) possibilités, puis choisir

une permutation sans point fixe sur les points restants, i.e. di possibilités. Donc |S, x| = k) dk,
n
donc, comme S, est la réunion disjointe de tous les S, «, on a |S,| = Z |Sh.«|, donc

k=0

nl = zn: (Z) d.

2. Démontrer la formule d'inversion de Pascal : soit f une fonction définie sur N, soit g définie pour tout n
n n

par g(n) = Z (Z) (k). Montrer que pour tout entier naturel n, f(n) = Z(fl)”*k (Z) g(k).

k=0 k=0

- _1\n—k n .
Calculons kZ::O( 1) (k)g(k).

> (7)ot =0 () 5 ()ro

k=0 k=0 J J

S5 ()
|

k=0 j=0
=3 S (1) (5)rar

Or,

(D <Jk> B k!(nnl k)!ﬂ(kkij)! ~ (- k)!ji(k—n! B @ (::Jk)
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d'ou
(o (o
=5 () f(f)i(—l)"—k(Z:f)

J

e S (o (7)
5o

Jj=0

£ ()on

= () = ri.

d'ou le résultat demandé.

3. En déduire une formule pour dp,.

4‘ Correction

On en déduit, par la formule d’inversion, que

n n 2
= 31+ () = 1t = knlz( =
k=0

k=0

- . d . .
4. Quelle est la limite de la proportion n—'; des dérangements de E parmi les permutations de E quand n
tend vers +o00? '

Correction

d ) 1
La proportion de dérangements est alors —, i.e. Z (1) , elle converge donc vers —.
n! = £ e

5. N’ayant pas envie de corriger le prochain DS, M Laillet décide que chaque éléve devra corriger une copie
qu'il aura tirée au sort. On met alors les noms de tous les éléves dans un chapeau (virtuel) et chacun
tire au sort un nom. Donner une valeur approchée de la probabilité qu'un éléve tire son nom.

4‘ Correction

Le tirage correspond au tirage aléatoire d'une permutation. Si un éléve tire son nom c'est que
la permutation admet un point fixe. Or la proportion de permutation sans points fixes tend,

quand n tend vers 400, vers 5 Donc la probabilité d'avoir une permutation sans point fixe est

approximativement 1 — .

Page 18 sur



MPSI Pasteur 2025-2026 N. Laillet
Probabilités nlaillet.math@gmail.com

3 Moments d’une variable aléatoire
3.1 Calculs d’espérance et de variance

1
Exercice 33. @00 Soit X une variable de loi Z(n, p). Calculer E(2X) et E (1—1—)()

Correction

On utilise le théoréeme de transfert :

n

E(2¥) =) 2"P(X = k)

k=0

= ;T (Z) pE(1—p)"*
- ;) (4) @y

=2p+1-p)"=(1+p)"

De méme,

(-2 Yo L px—
1+X/) k+1 a

g nt+t1l\k+1
e ei: ("3 )t
N P(n1+ 1) :ii <n—£ 1> Hil = )t
N P(nl—f— 1) :: <”‘£ 1> 41— p)i—t (1 — p)n+1>
1

Exercice 34. @ OO Soit (2, P) espace probabilisé fini et X variable aléatoire réelle discréte vérifiant E (Xz)
E(X*) =1.
1. Démontrer que |E(X)| < 1.

Correction

On sait, comme V(X) > 0, que E(X)? < E(X?) =1, d’ou le résultat.

2. Calculer V(X?) et en déduire la loi de X (elle pourra dépendre d’un paramétre qu'on ne cherchera pas
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a déterminer!).

Correction

On sait que V(X?) = E(X*) — E(X?)? = 0, donc X? est presque stirement constante. Comme
E(X?) = 1, X? = 1 presque siirement. Donc on dispose de p € [0, 1] tel que P(X = 1) = p et
P(X=-1)=1-p.

Exercice 35. 0 @@
11

1. Montrer que dans R[X] le polynéme P(X) = 1+ X+ X2+ 4 X10 = ~_1

produit de deux polyndmes réels de degré 5.

Correction

On reamrque que P(X)(X — 1) = X — 1, donc les racines de P sont les racines 11-émes de
I'unité différentes de 1. En particulier P n'a aucune racine réelle. Mais si P est produit de deux
polyndmes de degré 5, chacun de ces polynémes est impair donc (TVI) s’annule sur R, absurde !

ne peut s'écrire comme

2. On considére deux dés pipés (lois pas forcément uniformes, éventuellement distinctes pour les deux dés,
mais avec des faces numérotées de 1 a 6), on note X, Y les v.a. exprimant le jet de I'un et I'autre dé.
On veut montrer qu'il est impossible que Z = X + Y ait une loi uniforme sur [2, 12]. On raisonne par
I'absurde que Z suit une loi uniforme sur [2, 12].

(a) Que vaut E(t%) pour tout t dans R?

Correction

Comme Z suit une loi uniforme, on en déduit, par le théoréme de transfert, que

12

B(:Z) — 1, t kitzp
(t )*Zﬁf *ﬁzt =5 (t).

(b) En utilisant I'indépendance de X et Y, aboutir a une contradiction.

Correction

On sait de méme que E(t%) = E(tXt") = E(t*)E(t"). Mais

6
E(t*) =) actk,
k=1

ol ax = P(X = k). Donc E(tX) = tA(t) ol A est un polyndme de degré 5. De méme,
E(t") = tB(t) o B est un polynéme de degré 5. On a donc, pour tout t dans R, t2P(t) =
tA(t)tB(t), donc (égalité sur les polynébmes) P = AB, i.e. P est factorisable comme un
produit de deux polyndmes de degré 5, absurde! D’'ol une contraction et le résultat désiré.

Exercice 36. Soit n dans N et X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n]. Déterminer une suite (Ux)o<k<n,

n
indépendante de X, telle que E(X?) = Z uP(X > k).
k=0
Exercice 37. Urne d’Ehrenfest. @©O On considére deux urnes A et B contenant en tout b boules, ot b > 2.
On tire de facon équiprobable une boule et on la change d'urne. On renouvelle I'expérience. On note X, le
nombre de boules dans I'urne A aprés n étapes et Y, = X411 — X,

Page 20 sur



MPSI Pasteur 2025-2026 N. Laillet
Probabilités nlaillet.math@gmail.com

1. Déterminer E (Y;) en fonction de E (X,,).
2. En déduire E (X,) et sa limite quand n — +oo.

3.2 Inégalités
Exercice 38. ® OO Soit X une variable réelle.Montrer que pour tout a € R, V(X) < E((X — a)?).

_‘ Correction

On développe le membre de droite :

E((X — a)?) = E(X?) — 2aE(X) + a°,
minimal en a = E(X), et donc égal a

E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — E(X)? = V(X).

Exercice 39. ® OO Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R .

1 1
Démontrer que E <> >

X ) 7 E(X)
Correction

On sait que VX

L _
=

1. Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1=E <\/Y\/17<>2 <E(X)E (;) :

d'ou le résultat !

: . 1 . -
Exercice 40. @©O Soit n un entier naturel non nul, a € }O, 2] p € [0,1]. On lance n fois une piéce
de monnaie bien équilibrée. Déterminer une condition suffisante sur n pour que la probabilité d'avoir une

. . 1 1 ) .
proportion de « pile » dans {2 —a, =+ a} soit supérieure ou égale a p.

2
—‘ Correction

On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On sait que lorsqu’'on lance n fois une piéce de monnaie,

la variable aléatoire X,, correspondant au nombre de « pile » suit une loi de Bernoulli de paramétre >

L n ) n
donc d’espérance > et de variance T Or,

(

donc, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

n»();"¢ B—a,l—ka}

il

)=z (b= ) < (b

> ,
2 ”o‘>

Xn 1 1

donc

Xl _olia
n 2 "2
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Cette probabilité est supérieure ou égale a p lorsque

T <1l—p ie.

1
>
"7 4021 p)

(ce résultat est cohérent avec notre intuition : n tend vers +oo quand p tend vers 1 ou quand a tend
vers 0).

Exercice 41. @@0O Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, avec X de variance strictement positive.
Déterminer la droite d’approximation linéaire de Y, i.e. trouver a et b deux réels minimisant la quantité

E ((v — (aX + b))2)_

_‘ Correction

On sait que

E ((v — (aX + b))2) =V (Y — (aX + b)) +E((Y — (aX + b))
Or, E((Y — (aX + b)))? est toujours positif et minimal quand il est nul, i.e. quand
(E(Y) — aE(X) — b)? = 0,
i.e. quand b = E(Y) — aE(X). Ensuite,
V(Y — (aX + b)) = V(Y — aX) = V(Y) — aCov(X,Y) + a°V(X),

olyndbme minimal en a = M
Cov(X,Y)

Cov(X,Y)E(X)
V(X) '

La quantité est donc minimale en a =
| V(X)

eten b=E(Y) —

Exercice 42. Inégalité de Hoeffding. @ @©
1. Soit S, une variable aléatoire de loi Z(n, p). Montrer que pour tout a €]0, 1],

S
Vs eR,, P (n" > a) <e ™ (1—p+pe’)”

2. Parmi les majorations de la question précédente, identifier la plus précise.
3. Si0 < g< p<1,on définit la divergence de Kullback-Leibler

D(pla) = (1 - p)In (1:5) T phn (g) |

Exprimer D(p||q) comme une intégrale et en déduire que D(p||q) = 2(p — q)°.
S
4. Montrer que pour tout € > 0, P <‘n" - p‘ > e) < 22
5. Comparer cette inégalité a celle obtenue par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exercice 43. @ @@ Approximation uniforme de la valeur absolue. Soit (€2, P) un espace probabilisé et (X,),>;
n

une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi #(x) avec x € [0, 1]. On note S, = ZX,- pour
i=1
n entier non nul. On considére f : [0,1] = R, t +— |t — 1/2| et on pose

w01 B0 =E|7(2)] et 8 = max B0 - I
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Justifier que A,(f) existe.
Si X est variable aléatoire, comparer E(X)? et E (Xz).
Vérifier que f est lipschitzienne.

Vérifier que B,(f) est une fonction polynomiale.

80 = 0( %)

@k wbbH=

Montrer

6. Qu'a-t-on démontré?
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Exercice 44. Inégalité de Cantelli. @@© Soit X une variable aléatoire d'espérance m et de variance V. Soit
€>0.

1. (Méthode piétonne)
V + x?
(e+x)?

(i) Montrer que Vx >0, P(X —m>¢) <

—‘ Correction

On sait que

PX-—m>2e)=P(X—m+x>e+x)=P(X—-m+x)?> (e +x)?),
donc, par I'inégalité de Markov,

E((X —m+x)?)  E({(X—m)?)+2xE(X —m)+x*  V(X)+x2
P(X—m2¢) < (e + x)2 N (e + x)2 (e +x)?2

2V

(ii) En déduire que P(X —m > ¢) < Ve

%
m et que IP’(|X—m\ 25) <
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—‘ Correction

L'idée est qu'on a une égalité vraie pour tout x. Si on pose la fonction ¢ : x —

V+x2 o
(e+x)?’ "
a

Vx € R, P(X —m > ¢€) < p(x).

Si on arrive a minimiser ¢, i.e. si on arrive a trouver xp tel que ©(xp) = miﬂg((p(x)), on aura
Xe

une inégalité optimale.

Or, la dérivée de @ est

x(e +x)? = 2(V + x?)(e + x)
(e +x)* '

M@=2

et est nulle quand
x(e 4+ x)?> = (V+x*)(e +x) =0,

. . % . . .
i.e. quand x(e +x) = V + x?, i.e. quand x = = On peut étudier le signe de cette dérivée

% ) . .
et remarquer qu'alors — est un point en lequel ¢ atteint son minimum.

% %4
On a alors © <5> = m

. : . % . .
Remarque : on aurait pu, si on y avait pensé comme ¢a, poser x = = et, comme I'inégalité
est vraie pour tout x, dire que P(X — m > ¢) < ¢(V/¢).
Enfin,
P(IX—m|ze)=PX—mZ2e)+PX—m< —)=PX—m2e)+P(—-X+m=>c¢)

Mais en appliquant le méme raisonnement que précédemment a —X, qui est d'espérance —m

. . Vv
et de variance V/, on obtient P(—X 4+ m >¢) < ——, d'oll
V + g2

2V
P(|X — Z2e) ——.
(X =ml>e) < s

(iii) Comparer avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychef.

Correction

Premiére inégalité.
L'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff ne permet que des estimations en valeur absolue :

%
P(Xfm>8)<P(\X*ml>e)<g—2.
Y4 v ) )
Or, ——— < —. L'inégalité de Cantelli est alors meilleure dans tous les cas.
V+e2 = g2

Deuxiéme inégalité.

< —
V+e2 T g2
meilleure que celle de Tchebycheff lorsque €2 < V.

On remarque que si et seulement si €2 < V. L'inégalité de Cantelli est donc

2. (Avec Cauchy-Schwarz) Retrouver le résultat précédent en remarquant que E(e + m — X) < E((e +
m — X)1x<mte), €t en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (¢ + m — X)Lx<me-
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4‘ Correction

On remarque que

E(e+m—X)?<E((e+m— X)lerm x>0)°
< E((e + m— X)?)E(1%pnye) par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
<E((e+m—X))P(X < m+e) car 1% ie = Lx<me et par définition
<E((e+m—X)?)(1-P(X —m=>¢)).

On en déduit que E(e + m— X)? < E((e + m— X)?) —E((e + m — X)?)P(X — m > €), donc que

E((e + m— X)?) —E(e + m — X)?
E((e + m— X)?)

P(X—m>e) <

Or, par définition, E((e + m — X)?) —E(e + m — X)?> = V(e + m — X) = (—=1)?V(X) = V. De

plus,
E((e + m— X)?) = E() + 2E(e(m — X)) + E((m = X))? =2+ 0+ V,
d'ou

D'ou I'inégalité désirée.

Indications.

@ 1. Faire une étude de fonctions.
n

2. Utiliser I'événement contraire de U A
i=1
1. Regarder la probabilité que m=1et M =1.
2. (i) Décomposer selon le bon systéme d'événements.
(if)
(i) Utiliser la linéarité de I'espérance.

(iv) Séparerlescasa> b, a=beta<b.
n
Bl Ecrire que P(X > k) = ZIP(X = /), puis intervertir les sommes.
i=k

[4l Pour cet exercice, plusieurs méthodes sont possibles, mais une méthode, utilisant des indicatrices, est
vraiment puissante !

1. Distinguer lescas i=j, [i—jl=1et |i—j| > 1.
2. Utiliser la formule de la variance d'une somme de variables aléatoires.

Penser que sit >0, a < b« ef? L etb.

2| N

1. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Shwarz.
2. Ecrire E(X) = E(XH{X>7]]E(X)}) + E(Xﬂ{xgm};(x)})
Ici, pas utile de nommer proprement des événements, décrire précisément les situations.

Faire du dénombrement !

HE e

Penser qu'un circuit en paralléle tombe en panne si les deux composants tombent en panne, alors qu'en
série il suffit d'un seul.

¥

Décomposer I'événement sur le systéme complet « le député est progressite » U « le député est conser-
vateur »
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@3l Utiliser la formule des probabilités composées.

M4 Ecrire P(A)P(B) = (P(ANB) +P(ANB))(P(AN B) +P(AN B)).

Poser p = P(AN B) et déterminer en fonction de p le maximum de P(AN B) — P(A)P(B).

Ce que vous devez déterminer, ce sont les 4 valeurs P(X = i,Y = j) ot (i,j) € {0, 1}%.

@7l Poser X la variable aléatoire correspondant au nombre de pile du premier lancer, Y celle du second, et
écrire proprement, a |'aide de X et Y, les probabilités désirées.

I8l La premiére question a essentiellement été faite en cours : voir si vous savez la refaire ! Pour la deuxiéme,
utiliser le systéme complet d'événements ({Z = k})o<k<n-

@A 1. (i) Utiliser les probabilités totales.

HEB

o)
]

§ BB

T
[~
=2

SRR

(ii) Considérer uy + vk et ux — vi.
(iii) Donner un équivalent de ce résultat quand k tend vers +oo : interprétation ?
2.

Utiliser qu'une variable de Bernoulli est caractérisée par le fait qu'elle est a valeurs dans {0, 1}, et que
sa loi est caractérisée par son espérance.

Dénombrer le nombre de cycles de longueur k contenant 1.
On peut envisager deux approches :

— Une approche avec simplement des événements, en montrant que, si A, est I'événement «le n-iéme
b
b+r
— Une approche avec des variables aléatoires : nommons Ny le nombre de boules blanches au k-iéme
tirage et X la variable aléatoire valant 1 si la k-ieme boule tirée est blanche. Montrer que Ny suit
la loi uniforme sur [1, k].

tirage ameéne une boule blanche », P(A,) =

Utiliser le théoréme de Gauss pour la deuxiéme question.
Essayer de trouver deux événements qui ont méme probabilité.

Imaginer que lorsqu'un passager voit la place prise par la personne sans billet, elle fasse se lever cette
personne sans billet.

1. Trier les permutations de E selon leur nombre de points fixes.

2. Ecrire la formule de droite comme une somme double, qu’on intervertira, et reconnaitre un binéme
de Newton.

3.

n Xk
4. Penser que € = |im E Pk
k=0

n—+oo

5. Se ramener a un tirage de permutation.
Utiliser la formule de transfert.
1. Utiliser la définition de V(X).
2. Démontrer que V(X?) = 0 : que peut-on dire d'une variable aléatoire de variance nulle ?
1. Utiliser le TVI, et déterminer précisément les racines de 1+ X + --- + X0,
2. (a) Utiliser le théoreme de transfert.
(b) Démontrer que cela revient a factoriser sur R le polynéme de la premiére question.
S'inspirer de I'exercice 3] et utiliser le théoréeme de transfert.
Développer le membre de droite.
Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.
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@Il On pourra utiliser I'expression de E ((Y —(aX + b))2> en fonction de la variance et d'une autre espé-
rance.

4. 1. (i) Ajouter x des deux cotés et utiliser les mémes idées que dans la preuve de I'inégalité de
Bienaymé-Tchebycheff a partir de I'inégalité de Markov.

V + x2

(e +x)2

(iii) Pour la seconde inégalité, distinguer en fonction de si €2 < V ou I'inverse.

(i) Etudier la fonction ¢ : x
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