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Probleme 2. Une inégalité polynomiale

d

Dans tout le probléme, d est un entier supérieur ou égal a 1 . Si P € C[X] de degré d, avec P = ZakX",
k=0
on appelle norme de P la quantité N(P) = Mmax lajl .

SIS
d
On appelle mesure de Mahler de P la quantité M(P) = |ay] Hmax (1, |r,-|), ou les r; sont les racines com-
i=1

plexes de P comptées avec multiplicités : si P = 3(X — 2)(X — 1/2)(X + 4)?, alors M(P) = 3 x 2 x
1 x4 x 4.
~—
car |1/2] <1

L'objectif du probléeme est de montrer que si P est de degré d, et sans racine de module 1, alors
M(P) < Vd+ 1N(P).
A. Un calcul d’intégrale

Soit r € R\{£1} et I(r) = /27r In (r* — 2rcos(t) + 1) dt.
0

1. Justifier I'existence de I(r).

Correction. La fonction t — In (r2 — 2rcos(t) 4 1) est bien définie sur [0, 27]. En effet, r’ —
2r cos(t)+1 vaut, au minimum, r*> —2|r|+1 = (|r| =1)> # 0, car r # £1. Donc r* —2rcos(t) +1
est strictement positive pour tout t dans [0, 27], donc t — In (r2 — 2rcos(t) + l) est définie et
continue sur [0, 27], donc son intégrale existe.

2. Montrer, a I'aide d’une relation de Chasles et d'un changement de variables, que

I(r) = 2/07r In (r* = 2rcos(t) + 1) dt.

Correction. On écrit que

I(r) = /027T In (r* — 2rcos(t) + 1) dt

:/ In (r* —2rcos(t) + 1) dt+/ In (r* = 2rcos(t) + 1) dt.
0 ™

Dans la deuxiéme intégrale, posons u = 2w — t. Alors quand t = w, u = 7 et, quand t = 2,
u = 0.De plus, cos(t) = cos(u) et dt = —du. Ainsi,

2 0
/ In(r2—2rcos(t)+1)dt:_/ In (r* = 2r cos(u) + 1) du

™

™
— / In (r* — 2rcos(u) + 1) du,
0

douI(r) = 2/ In (r* —2rcos(t) + 1) dt.
0

3. Soit n € N*. Déterminer la décomposition en produit d’irréductibles de X?" — 1 sur C, puis sur R.
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Correction. C'est une question... de cours!

2n—1

X —1=J](x-e%)

k=0

2n—1

-1
_ i‘[(x —e') H (X —e™).
k=0

X?" — 1 a deux racines réelles qui sont 1 et -1, toutes les autres sont complexes non réelles et se
regroupent deux par deux chacune avec sa conjuguée :

Ainsi,
o0 _ 1= ﬁ(X—e/kT”)(X—e/kT") x (X =1)(X+1)
- H (X2—2cos<k )X+1> (X -1)(X+1)
OLD VERSION

L'idée est d'associer les racines conjuguées les unes des autres... or,

ikm __Ikm Djqr— fkm i@n—Kk)m

en =e n =e o =e =

Effectuons donc, dans le deuxiéme produit, le changement d'indice £ = 2n — k. Alors

2n—1

[ x-e) = H(x S
k=n

:H(X,

= H(X — e/énw .

Ainsi,
n—1 "
X —1=[[(X —eT)(X —e™)

k=0

n—1
k

= H <X2—2cos (w) X+1)
k=0 n
* - k [N ez
4. Soit, pour n € N*, H 1 —2rcos . En calculant, de deux maniéres différentes,

. 1
lim —=In|P,(r)|, démontrer que
n—+oo N

Amin|r] si|r] > 1.

I(r){o s? lr] <1

On pourra reconnaitre une somme de Riemann.
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Correction.
e Calcul direct.
Pour r € R\ {~1,1} on a Py(r) = (r*" — 1):; i
Déja, si |r| < 1, alors
r2n ,H—+>00 0,
donc 1_r
Fn(r) s ‘1 +r|
d'ou

1
- In|P,(r)] — 0.

n—-+o00

En revanche, si |r| > 1, |r

l 2n _ 7& 2n 1 _ 2n
n|n|r 1|fn|n|r |+n|n|1 1/r |’H—+>OO

2" — oo et, ainsi,
n—-+o00

et donc

— 2In|r|.

n—+oo

1 1 1
=In|Py(r)|==In|r?" = 1|+ =In
n n

1—r
n

1+r

e Calcul pas direct. On écrit explicitement, a I'aide de la factorisation,

n—1 KT
H (1 — 2rcos <> + r2)‘
n
k=0
12 k
= fZIn 1 —2rcos (W) + r?
n n
k=0

. kT .
Or, la fonction 8 — 1 — 2r cos (n) + r? est continue sur [0, 1] donc, d’aprés le théoréme

1 1
E|n|Pn(r)|:E|n

de convergence des sommes de Riemann,

1 1
=In|P,(r)] — / |n|1—2rcos(97r)+r2‘d9
n n—+oo Jq

En effectuant le changement de variables s = 67, on obtient que la limite recherchée est

l/7rln|172rcos,(s)+r2|ds— iI(r)
T Jo Com

Conclusion. Ainsi,
1
i <1, —I(r)=0.
e si|r| o (r)

1
o si|r|>1, El(r) = 2In|r|, donc I(r) = 4mlin|r|.

B. Une formule pour M(P)

5. Soit (t,r) € R?. Exprimer ‘e’t — r| en fonction de r et cos(t).
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Correction. C'est un calcul direct

le’t — r| = | cos(t) + isin(t) — r]
= /(cos(t) — r)2 +sin(t)?
= \/cos(t)2 — 2rcos(t) + r2 + sin(t)?
= /1 —2rcos(t) + r2.

Tiens, nous avons déja vu cette expression quelque part...

6. Soit a € C\U, Qq = X —a et Ry, = X — |a|. Montrer que

1 2m it 1 2 it
E/o |n|Qa(e’)|dt:%/O In|Rq (€'")] dt.

Correction. On écrit a = |ale. Ainsi,
1 27 . 1 27 i
it _ it
%/O In|Qq (e )|dt—%/o Inje — af dt
1 27 . .
:ﬁ/ In|et — e®|al| dt
0
1 2m ) )
:g/o In|e’ — e®|a|| dt
1

27 (t-6)
= — I ’ =8 _ ‘dt
o |, nle 1eq

1 2m—6 .
=t — In e’ — dt
0 ge [ e lal

Mais s — In ’efs — |a|’ est 2m-périodique, donc son intégrale sur une période est toujours égale a
I'intégrale sur [0, 27]. Ainsi,

1 2T " 1 2T . 1 2m i+
%/o |n|Q(e’)‘dt:%/o |n|e‘5—|o¢||dt=%/O In|Rq ()] dt

7. Montrer que
1 27

— [ In|Qa (e'f)|dt{

2T Jo

0 si |a] <1
Inja sila] >1

Correction. On en déduit que
1 21 i+ 1 21 i+
%/o In]Qa(e’)|dt:§/o In|Rq (e'")| dt

1 2m )
:g/o In|e” — |af| dt

1 2m
= —/ In /1 — 2|a| cos(s) + |al?dt
21 Jo

0 si |af <1

1 [ 1
= — In(1 — 2|a| cos(s) + |a]?)dt = —I(|a]) =
47r/0 ( o () + |af”) a7 (o) {In|a| si |af > 1
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d’'apres le résultat de la premiére partie!

d
8. Soit P € C[X] sans racines de module 1, P = a4 H(X —rx) avec (r, ..., rq) ses racines comptées
k=1
avec multiplicité. Montrer que

exp (;ﬂ /027r In|P ()] dt> = M(P)

Correction. On écrit que

1 21 . 1 21 d .
— In|P (et)|dt =Inla — In et —r | dt
27 Jo ’ ( )‘ |d|+27r/0 klill :
1 27 f[ v
:In|ad|+—/ In et —re|dt
27 Jo Pt

d 1 2m i+
=1 + —/ In|e'* — r| dt.
nlaq| kz:;% ; n‘e rk|

N Y . . .
Mais %/ In ’e’f — rk| dt vaut O si |rg| < 1etin]|r|si|rk| > 1. Ainsi,
0

1 2m it
%/o In|P (e')| dt = Inlag| + Z In|rgl.

1<k<d
[re|>1

Donc

op [ = 27r| P(e")|dt) =
Plar [, P E]de) =ladlx ]] Ind

1<k<d
[re|>1

=lagl [T max(1,[nl)

1<k<d
[re]>1

= |ay| H max(1, |rx]) (on a juste multiplié par des 1...1)
1<k<d

= M(P)

C. Etablissement de I'inégalité

9. On admettra que la convexité de la fonction exp permet d'établir I'inégalité suivante

1< 1«
V(ai)ici<n €R" exp <n Z;a,) < Ez;exp a;
i= =

En déduire I'inégalité de Jensen suivante : si u € C([0, 1], R), alors

exp (/01 u(t)dt) < /Olexp(u(t))dt.

On utilisera des sommes de Riemmann.
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Correction. On a fait cette question en cours! Soit n € N*. Par inégalité de Jensen et convexité

de I'exponentielle,
—1 n—1
14 k 1 k
ex — uf| — < — ex ul — .
k=0 k=0
Par théoréme de convergence des sommes de Riemann, et comme u et exp sont continues, on en
déduit I'inégalité désirée.

d 2

1
10. Soit P = Zaka € C[X]. Exprimer /
k=0 0

d

§ £ ekat

k=0

dt en fonction des |ay|.

Correction. Calculons! (encore...)

/

2imkt 217rkt§ : akez’"kfdt

d
ae=[3a
= k=0
d d
/ ZZ kaee2l(k Z)‘rrtdt
e
27 2i(k—e)7rtdt_
1

Mais e?k=0mt 4 — 0, sauf si k = £. Dans ce cas, I'intégrale vaut 1. Ainsi, on ne garde que les
0
termes pour lesquels kK = £, et
1
/

11. Montrer que pour tout P € C[X] de degré d sans racine de module 1 , on a

2 d

dt=>"lal*.

k=0

d

E e e2/7rkt

k=0

M(P) < /01|P(e2f”f)2dt< vd+ 1N(P)

Correction. On rassemble tout! On sait que

1 21 it
M(P) = exp <27r/0 In|P ()] dt)
1
= exp </ In |P (e2™)] dt> par un changement de variables s = 27t
0

1
< / |P (e?™)| dt par I'inégalité de Jensen
0

1
< \// |P (e27t)? dt par inégalité de Cauchy-Schwarz
0

d

d
<y D lakl> <y | DO NP < VA + IN(P).
k=0

k=0
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D’ou le résultat désiré!

Prolongements. En fait, I'inégalité que I'on vient de démontrer est aussi vraie si P a des racines de module 1
(tiens, comment ferait-on ?) De plus, on sait aussi contréler N par M : on peut démontrer (plus simplement
en fait!) que N(P) < 29 M(P).
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