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Probléme 1. Racines carrées de I'’endomorphisme P — AP + P’

Soit V un espace vectoriel réel, Z(V) |'espace vectoriel des endomorphismes de V.
Si f €V, onnote fK = fo.--of, avec la convention f© = Id,. On note £ = R[X] I'espace vectoriel des
——

k fois
polyndmes réels et, étant donné un n € N, E, = R,[X] I'espace vectoriel des polynémes réels de degré

inférieur ou égal a n.
On note alors D I'endomorphisme de dérivation dans R[X]; on note D, I'’endomorphisme de dérivation dans
Rn[X]
R[X] — R[X R,[X] = R,[X
p.| XIS RN R o RalX].
PP PP
L'objectif du probléme est déterminer, en fonction de la valeur du paramétre réel X, s'il existe g un endomor-
phisme de E (respectivement de E,) tel que g> = AIdg + D (respectivement g° = Xdg, + D,,).

A. Préliminaires

Soient V un espace vectoriel réel et f un endomorphisme de V.

1. Démontrer que la suite des noyaux des endomorphismes ¥, k =0, 1,2, ... est une suite croissante de
sous-espaces vectoriels emboités :

ker(f) C ker(f!) C ker(f2) C ... C ker(f¥) C ker(F*™) c ...

On I'appelle suite des noyaux itérés.

Correction. Soit k € N. Soit x € ker(f¥). Alors f%(x) = 0 donc F**!(x) = 0. Donc x € ker(f**1).
D'ou la croissance de la suite.

2. Démontrer que, s'il existe p € N tel que ker(fP) = ker(fP*1), alors : Vq > p, ker(f9) = ker(f9™1).
En déduire que pour tout entier k > p, ker(f¥) = ker(fP).
En déduire que, si I'espace vectoriel V est de dimension finie n, la suite des dimensions des noyaux des
endomorphismes X est constante a partir d’un rang p < n. En particulier les noyaux ker(f"), ker(f"*1)
sont égaux.

Correction.
e Déja, on suppose qu'il existe p tel que ker(fP) = ker(fP™1). Soit g > p. Alors

ker(f9) = {x € E, f9(x) =0}
={x€E, fP(f7P(x)) =0}
={x€E, f7P(x) € ker(fP)}
={x€E, fIP(x) € ker(fP*1)}
={x € E, fPT(fI7P(x)) = 0}
={x€E, f7(x) =0} = ker(f9+1).

Ainsi, ker(f9) = ker(f9t1).

e Par récurrence immédiate, comme la suite (f9)q>p est constante, on en déduit que pour tout
q = p, ker(f9) = ker(fP).

e Si dim(V) = n € N, on remarque qu'alors la suite (dim(ker(f?)))qen est strictement crois-
sante tant qu'elle n'est pas constante. Comme elle est majorée, elle est constante a partir
d'un certain rang p. Mais comme

0 = dim(ker(f°)) < dim(ker(f)) < dim(ker(f?)) < --- < dim(ker(f)) = dim(ker(fP*1)),
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on en déduit que dim(ker(f”)) > p. Comme ker(f”) C V, de dimension n, .

3. Démontrer que, si u € Z(V), s'il existe g > 1 tel que u? = 0.y, alors u" = 0.

Correction. C’est une conséquence de la question précédente. S'il existe g > 1 tel que u? = 0,
alors ker(u?) = V. Donc comme (ker(u?))qen est constante a partir d'un certain rang p < n, elle

est constante égale a V' a partir d’'un certain rang p < n. On en déduit que’ker(u”) =ker(v?) =V ‘

c'est-a-dire que .

L'endomorphisme u est dit nilpotent.

4. Veérifier que, si n € N, D, est nilpotent. Expliciter la suite des noyaux itérés (keI’(Dg))oggg,H_l.

Correction. Si n € N, si P est un polyndme de degré inférieur ou égal a n, p(rtl) — 0, donc D,
est nilpotent.
Si k € [0,n+1],

ker(D4) = {P € R,y[X], P® =0y, x)} =|Re[X]|

5. Soit P un polynéme de degré n. Démontrer que (P, D(P), D*(P), ..., D"(P)) est une base de E,.

Correction. On remarque que deg(P) = n, deg(D(P)) =n—-1,..., deg(D"(P)) = 0. Ainsi, la
famille (P, ..., P,) = (D"(P),D"Y(P),..., D(P), P) est une famille de n4 1 polynémes tels que
deg(Px) = k, donc c'est une base de E, = R,[X].

B. Premiers résultats

Le but de cette partie est d'établir des propriétés des endomorphismes g recherchés et de donner un exemple.
On note toujours £ = R[X] et £, = R,[X].

B-1. Une caractérisation des sous-espaces vectoriels stables par g

Soit A € R.

6. Soit n € N et p € [0, n]. Démontrer que, s'il existe g € Z(E,) tel que g> = Mdg, + D, alors g
commute avec D,
En déduire que E, est stable par g, i.e. pour tout Q dans E,, g(Q) € E,.
E, — Ep

. Démontrer la relation : 2= )ldg + D,.
:D — g(P) (gP) Ep P

On note g, :

Correction. La encore, il faut distinguer par plusieurs points les différentes étapes de la question.

e On calcule
goDy=go(9°—ANdg,)=9>—Ag=(g° — Mdg,)og=Dyog,

donc g commute avec D,,.

e ensuite, g commute avec D, donc avec DF pour tout p, donc g stabilise le noyau de D pour
tout p, donc g stabilise £, pour tout p.
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e On a alors pour tout P dans E,,
95 (P) = g°(P) = AP+ P' = Xldg,(P) + Dp(P),

d'ou I'égalité désirée.

On admet que, de méme, s'il existe g € .Z(E), tel que g°> = \Idg + D, alors g commute avec D ; de méme
pour tout n dans N, E, est stable par g.

, €n notan . , ON a encore n + .
9n p (P) g En n

On fixe alors g un endomorphisme de I'espace des polynémes réels £ = R[X] tel que g?> = AIdg + D.
7. Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension n+ 1, stable par D.
Démontrer qu'il existe un polyndbme P de F de degré maximal d.
Démontrer que la famille (P, D(P), D?(P), ..., DY(P)) est une famille libre et dans F, puis que d < n.
En déduire que F est égal a E, = R,[X].
Déterminer ensuite tous les sous-espaces vectoriels G de E (de dimension finie ou non) stables par D.

Correction.

e On note (P, ..., Pnt1) une base de F, et d = maxﬂdeg(Pk). Sans perte de généra-

KN

lité, on peut supposer que deg(Fy) = d. Ainsi, tout polynéme étant combinaison linéaire de
P, ..., Pai1, F C Ry[X]. Donc Py est un polyndme de F de degré d, maximal.

e La famille (P, D(P), D*(P), ..., D?(P)) est alors une famille de d 4+ 1 polyndmes a degrés
échelonnés, dans F, donc d + 1 < dim(F) = n+ 1. Donc F C R,[X]. Comme ces deux
espaces sont de méme dimension, F = R,[X].

e On en déduit que si G est un sous-espace vectoriel de E stable par D,

— ou bien G est de dimension finie et alors G = R,[X] pour un certain n € N,

— ou bien G n’est pas de dimension finie. Alors si n € N, il existe P un polynédme de G de
degré m > n. Ainsi, par le méme argument que précédemment, (P, D(P), ..., D™ (P))
est une famille de m + 1 polynémes tels que deg(P) = m, deg(D(P)) = m—1, ...,
deg(D™(P)) = 0. Cette famille est donc dans G (par stabilité) et, en méme temps, est
une base de R,[X]. Donc R,,[X] C G. Donc R,[X] C G.

Ainsi, G contient tous les R,[X] pour n € N, donc G = R[X].

8. Démontrer que, pour qu'un sous-espace vectoriel G de E soit stable par g, il faut et il suffit qu'il soit
stable par D.

Correction. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Raisonnons par double implication.
= Supposons que G soit stable par g = Aldg + D. Alors si P € G,
D(P) = (9 — Aldg)(P) = g(P) — AP.

Or, g(P) € G et P € G, donc, comme G est un sous-espace vectoriel, g(P) — AP € G. Ainsi,
D(P) est dans G. Donc G est stable par D.

< Supposons que G soit stable par D. Alors si P € G,
g(P) = (D + Mdg)(P) = D(P) + \P.

Or, D(P) € G et P € G, donc, comme G est un sous-espace vectoriel, D(P) + AP € G.
Ainsi, g(P) est dans G. Donc G est stable par g.

D’ou I'équivalence souhaitée.
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B-1l1. Une application immédiate : le cas A < 0

9. Démontrer que s'il existe g € Z(Ey) tel que g° = Aldg, + Dy, alors X > 0.

Correction. On remarque que pour tout P dans Eg, P est constant! Alors g° = Aldg,. Ainsi,
g*(1) = X. Mais si on note g(1) = ¢ € R, alors g?(1) = g(c) = cg(1) = ¢2. Donc c® = X, donc
A>0.

10. Soit A < 0. Déduire des résultats précédents les deux propriétés :

e |l n'existe pas d’endomorphisme g de E vérifiant g°> = AIdg + D.

Correction. S'il existait un tel endomorphisme g, alors g stabiliserait tous les sous-espaces
vectoriels stables par D, en particulier il stabilise Ej.

Mais alors gg = Aldg, + Dg. Par la question précédente, A > 0, absurde!

Donc un tel g n'existe pas.

e |l n'existe pas d’endomorphisme g de E, vérifiant g°> = Adg, + D,

Correction. On adapte le résultat de la question précédente.

B-11l. Un exemple pour n =2

11. Soit h € Z(E,). Démontrer que h commute avec D; si et seulement s'il existe (a, b, c) € R? tels que
h=aldg, + bD> + ¢ (D2)2 . On pourra utiliser la quest/'on

Correction. Raisonnons par double implication.
Déja, s'il existe (a, b, ¢) € R3 tels que h = aldg, + bD, + ¢ (D2)?, on en déduit que

Dsoh= Dyo(aldg, + bDy 4 ¢ (D3)?) = aDs + bD3 + cD3 = (aldg, + bD» + ¢ (D5)?) 0 Ds.

Réciproquement (et c'est le sens le plus difficile!) si h commute avec D», on considére P un
polynéme de degré 2. Alors (D3(P), D2(P), P) est une base de E,. Décomposons h(P) sur
la base considérée :

h(P) = aP + bD(P) + cD3(P).

On montre alors que h = aldg, + bD, + C(D2)2, en vérifiant I'égalité sur une base de E».
L'égalité est vraie en P et, par commutation,

h(D2(P)) = D2(h(P)) = D2(aP+bD>(P)+cD3(P)) = aDa(P)+bD2(D2(P))+cD5(D2(P)),

et on a la méme chose sur D3(P). Les deux applications coincident sur une base, elles sont
donc égales.

12. Démontrer que (Idg,, Dy, (D2)?) est une famille libre de Z(E,). En déduire que si A > 0, il existe
exactement deux g € .Z(E>) tels que 92 = Adg, + D».

Correction. Soient (a, b, ¢) € RS tels que aldg, + bDy + ¢ (D5)? = 0.2(£,)- Alors en évaluant
I'égalité en D3(P) (avec P comme ci-dessus), on a a = 0, puis en évaluant en Dy(P), ona b= 0,
puis en évaluant en P, on a ¢ = 0. Donc la famille est libre.

Soit maintenant g € Z(E»).
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e Analyse. Si g° = Mdg, + D,, alors g commute avec D5, donc on dispose de (a, b, ¢) € R?
tels que g = aldg, + bD> + ¢ (D2)2. Ainsi,

g*> = a°Idg, + abD» + (ac + b*) D3

(tous les autres termes sont nuls car D3 = 0). Par liberté de la famille (Idg,, Dy, (D2)?), on

1
en déduit que a2 = +V\, b=0et c = +——.
q 5N

e Synthése. Réciproquement, de telles solutions fonctionnent.

C. CasA\=0

L'objet de cette partie est d'étudier le cas ou le réel X est nul, et d’étendre le résultat a une situation plus
générale. Dans cette partie I'entier n est supposé donné supérieur ou égal a 1.

13. Montrer que, s'il existe g € Z(E,) tel que g> = D, alors g est nilpotent et dim ker g% > 2.

Correction. Dégja, g°"™2 = DMl = O¢(g, donc g est nilpotent. Donc ker(g) # 0, donc

dim(ker(g)) > 1. Par stricte inclusion des noyaux, dim(ker(g?)) > 2.

14. En déduire qu'il n’existe pas d'endomorphisme g de E, tel que g°> = D, puis qu'il n'existe pas d’endo-
morphisme g de E = R[X] tel que g°> = D.

Correction. S'il existait un tel endomorphisme, alors dim(ker(g?)) > 2, ce qui est absurde car
dim(ker(D,)) = 1...
On fait pareil avec D, en disant que D stabilise R,[X] avec n > 1.

D. Existence danslecas A >0

15. Justifier qu'il existe une suite (ap)pen Vérifiant : Vn € N, V1 + x =, +aix+ -+ ax" + o(x").
X—>

—1)k1 2k — 1
Donner les valeurs de ag, a1, a», et démontrer que pour tout k dans [1, n], ax = (2/((_1))22“ < B > .

Correction. On sait que V1 + x admet un développement limité & tout ordre en 0, et que son
développement limité est

1 3(3-1)
Vidx = 14 2x+232 2524
x—0 2 2
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Le coefficient devant x” est donc
197 /1
k=0
1 ”ﬁ 1 -2k
ol 2
k=0

1 n—1
onpl H(l —2k)
" k=0

1 n—1
2nnl H(l B 2k)
" k=1

_ T ﬁ(zk —1)

2hn!
k=1

= (2”1n)! (1x3x---x(2n—-1))
_(=1)" (2n—1)!
2l 2x 4% - x (2n—2)
(=" (@2n-1)!

2npl 2n=1(p —1)!

_ (2;,1_);7 <2nn— 1>’

d'ou le résultat désiré!

n 1sin<1
16. Démontrer que pour tout n dans N, Z Akan_k =

o 0 sinon.
Correction. On peux y aller « de maniére bourrine », mais je vais donner un joli argument a la
place. On multiplie par lui-méme le développement limité a I'ordre n, et I'on tronque a I'ordre n.
On obtient .
k n
1+XX:O;C/<X + o(x™).
k
Mais ¢k est le produit de Cauchy Za,-ak,,-! (produit de deux polyndémes) Ainsi, par unicité du
i=0
k
développement limité, Z ajak_i=1sik=0ou k=1cet0sinon!
i=0

On fixe n € N et on note h, = apldg, + a1D, + aQDE +---+a,D].
17. Démontrer que h> = Idg, + D,,.

Correction. Bis repetita placent...
On calcule

h? = (aoldg, + a1D, + aD? 4 -+ + a,D") o (apldg, + a1D, + a2 D2 + - - - + a,D7)

n
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Lorsqu'on développe ce produit, les termes Dﬁ avec k = n -+ 1 s'annulent. Il nous reste donc
simplement
n
2 k
n =Y cDs,
k=0

avec ¢ le produit de Cauchy de la question précédente! Ainsi, on obtient h% =1Idg, + Dp!

18. En déduire un élément g, dans .Z(E,) tel que g2 = Adg, + D,, puis un élément g de E tel que
2 _
g° = Aldg + D.

Correction.

e On écrit que

A

k
)

1
Adg, + D, = A (IdE” + D,,) .

En posant

> =

gnzﬁéak<

on a le résultat désiré!
e Enfin, en définissant, pour tout P dans E,

deg(P)

k
oP)=V3 Y a (;D> (P),
k=0

on définit une application linéaire de E dans E telle que 92 =D.
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