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Chapitre 20
Espaces vectoriels de dimension finie

1 Dimension finie

Définition 1
Dans tout ce chapitre, lorsqu’on parle du cardinal d'une famille, on parle du cardinal de I’ensemble
sur lequel elle est indexée.

1.1 Existence de bases — notion de dimension

Définition 2
Soit £ un K-ev. On dit que E est de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie.
On abrége en « E est un K-evdf ».

Proposition 3

Soit E un K-ev.
1. Pour tout ndans N, pour tout (xi, . .., Xn) € E", toute famille & n+1 éléments de Vect(xq, . . ., Xn)
est liée.
2. Pour tout n dans N, pour tout (xg, ..., x,) € E", toute famille de Vect(x, . .., X,) avec au moins

n -+ 1 éléments est liée.

3. Pour tout n dans N, pour tout (xi, ..., Xn) € E", toute famille libre de Vect(xy, . .., X,) est libre.

f_ﬂ Théoreme 4 )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Si G est une famille génératrice finie de E, £ une famille libre de E telle que . C G, alors |l
existe une base B de E telle que & Cc BC G.

2. (Théoréme de la base incompléte) Si & = (ey, ..., ep) est une famille libre de E, alors il existe
(Ept1r---s en) € E tels que (e, ..., en) soit une base de E.

3. (Théoréme de la base extraite) Si G est une famille génératrice de E, on peut extraire de G une
base de E.

4. E admet une base.

Proposition 5

Soit £ un evdf non réduit a {0}. Alors toutes les bases ont méme cardinal.

Définition 6
Soit E un evdf. La dimension de E, notée dim(E), est le cardinal de toute base de E. Par convention,
dim{0} = 0.
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Corollaire 7

Soit E un ev de dimension n. Alors

1. Toute famille libre est de cardinal < n.
2. Toute famille génératrice est de cardinal > n.

3. Si F est une famille de cardinal n de E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F est libre (i) F est génératrice (iii) F est une base

Définition 8
On dit que deux sous-espaces vectoriels £ et F sont isomorphes s'il existe ¢ € Z(E, F) bijective.

Proposition 9

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme dimension.

Proposition 10
Soient Eq, ..., E, nevdf. Alors dim(E; x --- x E,) = dim(E;y) + - - - + dim(E,).

1.2 Sous-espaces et dimension

Proposition 11
Soit E un evdf, F un sev de E. Alors F est de df et dim(F) < dim(E).

Proposition 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espace vectoriel de E.
1. dim(F) =0« F = {0g}.
2. dim(F)=n< F=E.

Proposition 13
Soit E un K-evdf, F et G deux sev de E.
1. Si FNG ={0g}, dim(F & G) = dim(F) + dim(G),
2. Si F est G sont supplémentaires, dim(F @ G) = dim(E),
3. F admet un supplémentaire,
4. (formule de Grassmann) dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Proposition 14

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sev de E. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

() FFG=Eect FNG={0} (ie. F&G=E)
(i) F+G = E et dim(F) + dim(G) = dim(E).
(iii) FNG = {0} et dim(F) + dim(G) = dim(E).
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1.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un espace vectoriel quelconque, (us, ..., u,) r vecteurs de E. Le rang de (uy,..., u) est la
dimension de Vect(uy, ..., up).
Soient n et p deux entiers naturels, £ un K-evdf n, (x, ..., xp) une famille de vecteurs de E.

1. (xq,..., Xp) est libre si et seulement si rg(x, ..., Xp) =P

2. (x1,..., Xp) est génératrice si et seulement si rg(xi, ..., Xp) =N

3. (x1, ..., Xp) est une base de E si et seulement si rg(xy, .. ., Xp) =Nn=p.

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Dimension de Z(E, F)

Proposition 17

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors Z(E, F) est de dimension finie et
dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

2.2 Théoréme du rang

Définition 18
Soient E et F deux evdf, u € Z(E, F). Le rang de u, noté rg(u), est la dimension de I'image de u.

Proposition 19

Soient E et F deux evdf, (eq, ..., en) une base de E, u € Z(E, F). Alors

rg(u) = dim(Im(v)) = dim(Vect(u(ey), - . ., u(ey)) =rg(u(er), ..., u(en)).

| Définition 20 )
On appelle rang d'une matrice A € ., ,(K) le rang de I'application linéaire canoniquement associée a
A. On a alors rg(A) = rg(Cq, .. ., Cp) ou (Cq, ..., Cp) sont les colonnes de A.

(. J

f—[Théoréme 21 (Théoréme du rang)} )
Soient E et F deux evdf, u € Z(E, F). Alors

dim(E) = dim(ker(u)) + rg(u).
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Proposition 22

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, de méme dimension, et v € Z(E, F). Alos
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) v est injective.
(i) wu est surjective.

(iii) v est bijective.

Proposition 23

Soient E, F et G trois K-evdf, u € Z(E,F), ve Z(F,G).
1. rg(u) < min(dim(E), dim(F)),

2. rg(vou) < min(rg(u), rg(v)),
3. si v est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(u); si u est un isomorphisme, rg(v o u) = rg(v).

2.3 Formes linéaires et hyperplans

Proposition 24

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, H un sous-espace vectoriel de E.
Alors H est un hyperplan de E si, et seulement si dim(H) =n—1.

Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
dim(F) si F C H,

1. Si H est un hyperplan, et F un sous-espace vectoriel de £, dim(HNF) = . .
dim(F) — 1 sinon.

2. si (o1, .., ©p) sont p formes linéaires sur E, alors
P
dim <ﬂ ker((pk)> =n—p.
k=1
3. Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — p, alors on dispose de (¢1, ..., ©p) P
P
formes linéaires telles que F = ﬂ ker (k).
k=1
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