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Chapitre 22 — Probabilités

1 Notions de probabilités

1.1 Définitions

( Définition 1 N
Soit Q un ensemble, appelé univers. Les éléments de €2 sont appelés réalisations, résultats ou événements
élémentaires, les éléments de P(Q2) (i.e. les parties de €2) sont appelés événements ou événements.

(. J

f_| Définition 2 )

Soit €2 un univers, A et B deux événements.

1. L'événement A et B est défini par I'intersection AN B.

1>

L'événement A ou B est défini par la réunion AU B.

L’événement contraire de A, A est défini par le complémentaire de A dans €.

bW

On dit que deux événements A et B sont incompatibles s'ils sont disjoints, i.e. si AN B = . On
note alors AUB = AU B.

5. On appelle systeme complet d'événements (parfois abrégé en sce) toute collection d'événements
(A1, ..., A,), deux a deux disjoints, tels que Ay LA L--- LA, = Q.

[Proposition 3 (Décomposition sur un systéme complet d’événements)]

Soit Q un univers, (A1, ..., A,) un systéme complet d'événements de Q.
r

Pour tout B dans 2, B = |_|(Ak N B).
k

=il

f Définition 4 )
1. Soit € un univers. Une variable aléatoire X sur 2 a valeurs dans E est une application de Q dans

E.

2. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans E, si f : E — F, f(X) : w — f(X(w)) est une
variable aléatoire.

3. Si E C R, on dit que la variable aléatoire est réelle (on note v.a.r.)
4. Une variable aléatoire X est dite de Bernoulli si elle est a valeurs dans {0, 1}.

5. Si A C Q. La fonction indicatrice de A est une variable aléatoire sur €2, on la note 1 4.

. J

1 Définition 5 )

Soit 2 un univers, X une variable aléatoire a valeurs dans E.

1. Pour tout A € P(E), I'événement {X € A} ou X € A est défini par {X € A} = X }(A) = {w €
Q, X(w) € A}.
2. Si A= {a}, I'événement X € A est noté X = a.

3. On définit de méme, pour une variable aléatoire réelle, et a € R,
o {X >a} =X"1(a, +oa), o {X>a}=X"1(a +oa),

o (X<a}=X"'(]-o0a)), o {X<a}=X""(-o0 al),
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1.2 Probabilité

Définition 6
Soit Q un ensemble fini. Une probabilité sur 2 est une application P : P(2) — [0, 1], telle que
1L.PQ) =1 2.VABeQ AnB=0=P(AUB)=P(A) +P(B).

Le triplet (€2, P(€2), P) est appelé espace probabilisé fini. On le notera souvent, plus simplement, (2, P).

Dans tout le reste du chapitre, (€2, P) est un espace probabilisé fini.

1. (ensemble vide) P(P) =0
2. (complémentaire) VA C Q,P(A) = 1 — P(A).
3. (différence) V(A B) € P(Q)% P(A\B) = P(A) — P(AN B).

n n
4. (réunion disjointe) VA, ..., A, deux a deux disjoints, P (U Ak> = Z]P’(Ak). En particulier,
k=1 k=1
pour tout A C Q, P(A) = Z]P’({X})

XEA
. (réunion) V(A, B) € P(Q)?, P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B).
6. (croissance) VA C B C 2, P(A) < P(B).

(&,

=~

n n
. (sous-additivité) V(A;, . . ., Ay € P(Q)", P <U Ak> < D P(Ax), avec égalité si (Ay, .. ., Ap)
k=1 k=1
sont deux a deux disjoints.

(=]

. (décomposition sur un systéme complet d'événements) Si (A;...,A,) est un systéme complet

d'événements et B € P(Q), alors P(B) = Z]P’(B N A;). En particulier, P(B) = Z]P’({x}).

i=1 xeB

f Définition 8 )

1. Un événement A est dit presque sir s'il est de probabilité 1.

2. Un événement A est dit négligeable s'il est de probabilité nulle.
3. Deux événements A et B sont dits équiprobables si P(A) = P(B).

4. On dit que IP est la probabilité uniforme si tous les singletons sont équiprobables, i.e. si pour tout
1
d Q, P = —"\
x dans ({x}) Card(<)

. J

2 Variables aléatoires

2.1 Loi d’une variable aléatoire

[Proposition 9 (et def)]

Soit X une v.a. sur Q a valeurs dans E.
L P(E) — [0, 1] o .
L'application Px : définit une probabilité sur E, appelée loi de la variable X.
A= P(X e A)

Si deux variables X et Y suivent la méme loi, on note X ~ Y.
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2.2 Lois usuelles

r—[ Définition 10 (Lois usuelles)} \
Soit n € N*, p € [0, 1].

1. Une variable aléatoire est dite déterministe si elle est constante presque slirement.

2. Une variable aléatoire X a valeurs dans un ensemble E fini suit la loi uniforme si pour tout x dans
1

E,P(X=x)= Card(E)’ On note X ~ % (E).

3. Une variable aléatoire X est appelée variable de Bernoulli si elle est a valeurs dans {0, 1}. Si
c'est le cas, on note p=P(X =1), P(X =0) =1 — p. On note alors X ~ %B(p).
En particulier, 14 ~ Z(P(A)).

4. Une variable X a valeurs dans [0, n] suit la loi binomiale de paramétres n et p si pour tout

k€0, n], B(X = k) = (Z) p¥(1 — p)" k. On note X ~ B(n, p).

(. J

2.3 Couples de variables aléatoires

( Définition 11 N
Soit (2, P(Q),P) un epf. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans E et F.

Q—-ExF

w = (X(w), Y(w))

loi jointe (ou conjointe) de X et Y.

2. Les événements élémentaires de (X, Y) sont les {X = x}N{Y = y}, notés aussi {(X,Y) = (x,y)},
ou encore {X =x,Y =y}
On note alors indifferemment P(X = x,Y = y) ou P((X,Y) = (x,y)) ou P{X = x} N{Y = y}).

3. La loi Px est appelée premiére marginale de (X,Y), la loi Py seconde marginale.

1. L’application définit une variable aléatoire, notée (X, Y'), de loi P(x vy, appelée

Proposition 12

Soit (Q, P(2),P) un epf. Soient X et Y deux variables aléatoires respectivement a valeurs dans E et
F. Alors

1. pour tout xp dans E, P(X = xg) = Z]P’(X =x0.Y =b),
beF

2. pour tout yp dans E, P(Y = y) = Z}P’(X =aY =y).

acE

3 Conditionnement et indépendance

3.1 Conditionnement

” Définition 13 )
P(2) — [0, 1]
Soit A C Q2 de probabilité non nulle. L'application P4 : P(AN B) définit une probabilité,
H R

B~ =5

appelée probabilité conditionnée a I'événement A.
Si B C 2, on note parfois P4(B) sous la forme P(B|A) et on dit « probabilité de B sachant A »

. J
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Proposition 14

Soit A C Q de probabilité non nulle, B C Q. Alors P(AN B) = Pa(B) x P(A).

[Proposition 15 (Probabilités composées)]

n

DL

Soit (Ai,..., A,) une famille d'événements telle que P ﬂAk > 0. Alors IP’(
k=1

Ak> _
1

k

P(nzz Ak)(A”) X P(mzj Ak)(Anfl) X e X ]P)Al (AQ) X ]P)(Al)

[Proposition 16 (Probabilités totales)j

Soit (Ag, ..., A,) un systéme complet d'événements de probabilités non nulles. Alors pour tout B dans
n n

Q. P(B) =Y P(BNAJ) =D Pa(B)P(A).
i=1 k=1

[Proposition 17 (Formule de Bayes)}

Pa(B)P(A
Soient A et B dans Q, de probabilités non nulles. Alors Pg(A) = A(IP()B)()

[Proposition 18 (Loi conditionnelle)}

Soient E et F deux ensembles, X et Y deux v.a. sur €2, a valeurs dans E et F.

1. Si AC E et B C F sont deux événements tels que P(X € A) # 0, on définit la probabilité de
{Y € B} conditionnée a {X € A}, notée P(Y € B|X € A) ou Prxea (Y € B), par

P(X €AY € B)
P(X € A)

Pixeay(Y € B) =
On définit de méme, si P(Y € B) # 0, Pryepy(X € A).

2. Si A C E est un événement tel que P(X € A) # 0, on définit alors une loi de probabilité sur F
appelée loi de Y conditionnée a {X € A}.

3.2 Indépendance

1 Définition 19 )
Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé fini .
1. Deux événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
On note parfois AL B.

2. Des événements (Ax) sont dits indépendants deux a deux si pour tout / # j, A; et A; sont
indépendants.

Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé fini, A et B dans P(2), P(A) > 0. Alors on a les équivalences

A et B sont indépendants < P(AN B) = P(A) x P(B) & W =P(B) & Pa(B) =P(B).
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.

f Définition 22 )

Proposition 21

Soit (€2, P(€2),P) un espace probabilisé fini, A et B dans P(Q2). Les ASSE

1. A et B sont indépendants. 3. A et B sont indépendants.
2. A et B sont indépendants. 4. A et B sont indépendants.

Soit (£2, P(§2),P) un espace probabilisé fini. Des événements (Ax)i<k<n sont dits mutuellement indé-

pendants si pour tout I C [[1, n], P ﬂAk> = HIP’(AK).

kel kel

” Définition 23 )

Soit (2, P(£2),P) un espace probabilisé fini.

1. Deux variables X et Y a valeurs dans E et G sont indépendantes si, pour tout A C E et tout
BCF,P(XeAYeB)=P(X e AP(Y € B). On note alors X 1L Y.

Proposition 24

Deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans E et F sont indépendantes si et seulement si pour tout
xdans X et ydansY onaP(X =x,Y =y) =P(X = x)P(Y = y).

[Proposition 25 (Lemme des coalitions)}
Soit (€2, P(€2),P) un espace probabilisé fini.
1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur Q, a valeurs dans E et F (finis), alors
sip: E—=Gety: F— H, (X) et ¢(Y) sont indépendantes.

2. Si(Xq,..., X,,) est un n-uplet de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur €2, a valeurs
dans Eq, ..., Ep,, alors pour tout k dans [1, n], pour toute f : £y X --- x Ex — F, pour toute
g:Exi1 XX Ey— G, alors f(Xq, ..., Xk) et g(Xka1, ..., X,) sont indépendantes.

Définition 26

Des variables aléatoires a valeurs dans le méme espace E sont dites i.i.d. si elles sont indépendantes et
identiquement distribuées, c’est-a-dire qu’elles suivent la méme loi.

Proposition 27

Soit (2, P(€2),P) un espace probabilisé fini. Soit n € N*, (X, ..., Xpn) n variables aléatoires indépen-
dantes, suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[. Alors X1 + - -+ + X,, ~ %B(n, p).
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4 Moments d’une variable aléatoire réelle

4.1 Espérance

4.1.1 Deéfinition et calculs

Définition 28

Soit (€2, P(£2), P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur €2, réelle, a valeurs dans E C R,

E fini, est E(X) = ZXP(X = x). Une variable aléatoire d'espérance nulle est dite centrée.
xeE

[Proposition 29 (Espérances usuelles)}

Soient p un réel de ]0, 1[, a et b deux entiers, X une v.a.r.
1. Si X suit une soi de Bernoulli de paramétre p, alors E(X) = p.
2. Si A est un événement, E(14) = P(A).
a+b

3. Si X suit une loi uniforme sur [a, b], alors E(X) = 5

4. Si X suit une loi binomiale de paramétres (n, p), alors E(X) = np.

[Proposition 30 (Lemme technique)]
Soit (€2, P(£2), P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire sur Q2. Alors E(X) = Z P{w})X(w).

weN

Proposition 31

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, a, b dans R.
1. E(aX + bY) = aE(X) + bE(X).

2. si X est a valeurs positives, alors E(X) > 0.
3. plus généralement, si P(X > 0) =1, E(X) > 0.
4. si X est positive presque slirement, E(X) = 0 si et seulement si P(X = 0) = 1 (X est presque

stirement nulle).

5. (croissance de I'espérance) si X <Y, alors E(X) < E(Y). Plus généralement, si P(X <Y) =1,
E(X) < E(Y).

[Proposition 32 (Formule de transfert)}
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E et f : E — F C R. Alors E(f(X)) = Z f(x)P(X = x).

X€EE

4.1.2 Espérance et indépendance

Proposition 33

Soit (2, P(€2),P) un espace probabilisé fini. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles, a valeurs
respectives dans E et dans F, parties finies de R.
Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y).
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4.1.3 Inégalités

[Proposition 34 (Inégalité de Markov)]

E(X)

Soit X une v.a.r. positive, a > 0. Alors pour tout a > 0, P(X > a) < p

[Proposition 35 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors E(XY)? < E(X?)E(Y?), avec égalité si, et seulement si
X et Y sont presque slirement colinéaires, c'est-a-dire qu'il existe X dans R tel que X = A\Y presque
siirement.

4.2 Variance et covariance

4.2.1 Variance

f_1 Définition 36 )

Soit X une v.a.r.

1. Soit k € N. Le moment d’ordre k de X est le réel E(X*), son moment d'ordre k centré est
E((X — E(X))").

2. La variance de X est son moment d'ordre 2 centré, V(X) = E((X — E(X))?).
3. L'écart-type de X est o(X) = /V(X).
4. Une variable centrée est dite réduite si sa variance est égale a 1.

[Proposition 37 (Relation de Koenig-Huygens)}
Soit X une v.a.r. Alors V(X) = E(X?) — E(X)?.

[Proposition 38 (Variances usuelles)}

1. Une variable aléatoire est déterministe si et seulement si elle est de variance nulle.

2. Si X ~ U([0, n]), V(X) = %

3. Si X ~%(p), V(X) = p(1 — p) (a connaitre par coeur).
4. Si X ~ HB(n,p), V(X) =np(l —p) (a connaitre par coeur).

(ne pas la connaitre par coeur, savoir la retrouver)

Proposition 39

1. Soit X une v.a.r., a et b des réels. Alors V(aX + b) = a®>V(X).

. ) . . — U , L.
2. Soit X une v.a.r., d’espérance u, de variance 0. Alors est centrée réduite.

Proposition 40

1. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. Alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).
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4.2.2 Covariance

Définition 41
Soient X et Y deux v.a.r. sur (€2, P(2),P) un espace probabilisé fini.
1. On appelle covariance de X et Y le réel Cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))).

2. Deux v.a.r. de covariance nulle sont dites non corrélées.

Proposition 42

Soient X et Y deux v.a.r. sur (Q, P(€2),P) un espace probabilisé fini.
1. V(X +Y) =V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y).

n n
2. Plus généralement si Xy, ..., X, sontdesv.a.r., V <Z Xk> = ZV(XQ—FQ Z Cov(X;, X))
k=1 k=1

1<i<y<gn

Proposition 43 (Variables non corrélées, indépendantes.)}
Soit (2, P(£2),P) un espace probabilisé fini.
1. deux variables aléatoires réelles X et Y sur Q son non corrélées si, et seulement si V(X +Y) =
V(X) + V(Y).

n

n
2. s Xq,..., X, sont des v.a.r. deux a deux non corrélées, V <Z Xk> = ZV(Xk).
k=1 k=1

3. si deux variables aléatoires réelles X et Y sur 2 sont indépendantes, alors elles sont non corrélées.

4.2.3 Inégalité pour la covariance

[Proposition 44 (Inégalité de Cauchy-Schwarz pour la covariance)}

Soient X et Y deux v.a.r. Alors Cov(X,Y)? < V(X)V(Y), avec égalité si et seulement si X est presque
sirement égale a une fonction affine de Y, i.e. ssi il existe o et B tels que X = aY +0 presque slirement.

Définition 45

Cov(X,Y
Soient X et Y deux v.a.r. On définit le coefficient de corrélation de X et de Y comme p = W.

4.2.4 \Vers la loi des grands nombres

[Proposition 46 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev)]

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors pour tout € > 0, P(|X —E(X)| 2 ¢) <

[Proposition 47 (Résultat admis, ultra-HP, di a Kolmogorov)}

Soit X une v.a. Il existe un univers Q (infini) sur lequel on peut construire une suite (X) de v.a. i.i.d.

[Proposition 48 (Loi faible des grands nombres)}

Soient (Xx)ken une suite de variables aléatoires i.i.d. d'espérance m. Soit pour tout n € N,

S
S, =X+ + X,. AIorspourtout£>O,IP’<n”—m‘}s) +—>O.
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