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Chapitre 21
Equations différentielles
Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Vocabulaire et principe de base

1.1 Vocabulaire

f Définition 1 )

n—1

Une équation différentielle est une équation du type : Vx € I, y(™(x) + Z ak(x)y¥(x) = b(x), ot
k=0
e I est un intervalle de R,

e n € N est |'ordre de I'équation différentielle,

e y est la fonction inconnue (dérivable n fois),

e (ag,..., an_1) sont des fonctions continues de I dans R,

e b est une fonction continue de I dans K appelé second membre de I'équation différentielle.

Si b est la fonction constante égale a 0, on dit que I'équation est homogéne.

(. J

( Définition 2 )
Résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre n, c'est trouver I'ensemble des fonctions de " (I, R)
solutions de I'équation.

(. J

1.2 Principes fondamentaux

Proposition 3
n—1

Soient ag, . . ., an—1, b des fonctions continues de I dans K. Soit (E) I'EDL Y 4 Z ay™ = b et
k=0

¢"(I,K) —» €(I, K)

n—1
Fro £ 43" aF0)
i=0

1. (linéarité) L'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne est un espace
vectoriel.

2. (structure) Soit (Ej) I'équation homogéne associée a (E), %, I'ensemble des solutions de
(Ep). Alors si fy est une solution particuliere de (E), I'ensemble des solutions de (E) est
{fo+9. g€}

n—1
3. (Principe de superposition) Soient f une solution de I'équation différentielle (" —i—z ay™ = b,
k=0
n—1
et g une solution de I'équation différentielle y(m 4 Zaky(k) = ¢, alors f 4 g est solution de :
k=0
n—1
¥+ Z ay® =b+c.
k=0
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1.3 Probléme de Cauchy

f Définition 4 )

n—1
Un probléme de Cauchy associé a une équation différentielle y(" + Zaky(k) = b est un systéme de
k=0
n—1
Y+ 3 g = b
k=0
la f TR St I K" | d les d
U elet (Vo,..., 1) € t iti initi
a forme V(%) = ol Xg et (yo Yn-1) sont les conditions initiales du
YD (x0) = Yot
probléme de Cauchy.
f—[Théoréme 5 (Théoréme de Cauchy linéaire — admis et redémontré dans des cas particuliers)]ﬂ
Tout probléeme de Cauchy associé a une EDL admet une unique solution.
(. J
Corollaire 6
Soient (ag, ..., an—1) n — 1 fonctions continues sur I. Soit xp € 1. Soit . I'ensemble des solutions de

I'EDL y™ + a,_1y(™ D 4 ... + a5y = 0. Alors I'application

< — R"

- ‘ o (F00). /(). D (x0))

est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Ainsi, dim(.”) = n.

2 Equations différentielles du premier ordre

Soit I un intervalle de R, a € € (I, K). Soit A une primitive de a (n'importe laquelle). L'ensemble des
solutions de I'équation différentielle y' + a(x)y = 0 est {x — e ™A™ X € K} = Vect(x — e AX)),

[Point de méthode 8 (Variation de la constante)j

Soit I un intervalle de R, a et b continues de I dans K, (E) I'équation y’ + ay = b. Soit A une primitive
de A. L’ensemble des solutions de (E) se détermine en considérant z(x) = e*®y(x) et en remarquant
que z vérifie une équation plus simple que y.

[Proposition 9 (Existence et unicité de la solution d'un probléme de Cauchy)}

Soit T un intervalle de R, a et b continues de I dans K, xg € I, yo € K, et le probléme de Cauchy

y'+ay=»> . . . )
Alors ce probléme admet une unique solution f, donnée par
y(x0) = ¥o

X X
vx el, f(x) = / el a(s)dsb(t)dt +y0e7fm a(t)dt

X0
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3 Second ordre a coefficients constants

3.1 Equations homogénes

Proposition 10 (Le cas complexe)}
Soit (a, b, c) € C* x C?, soit (E) I'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0. Soit (e) I'équation
caractéristique de (E) : ar? + br + ¢ = 0, d'inconnue r € C. Soit A le discriminant de I'équation,
A = b* — 4ac.

1. Si A #0, (e) a deux solutions r; et r», donc I'ensemble des solutions est

{x 5 X"+ pe™X, (A, pu) € C*} = Vect(x — e, x > e?%).
2. Si A =0, (€) a une solution ry et I'ensemble des solutions de (E) est

{x = XA+ px)e™, (X pu) € C*} = Vect(x — €™, x — xe™).

[Proposition 11 (Le cas réel)}
Soit (a, b, c) € R* x R?, soit (E) I'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0. Soit (e) I'équation
caractéristique de (E) : ar? 4+ br + ¢ = 0, d'inconnue r € R. Soit A le discriminant de I'équation,
A = b?> — 4ac.

1. Si A >0, (e) a deux solutions réelles r; et rz, et I'ensemble des solutions réelles est

{x = Xe"* 4+ ue”*, (A u) € R’} = Vect(x — e, x = e?%).
2. Si A =0, (e) a une solution réelle ry et I’'ensemble des solutions réelles de (E) est
{X —> )\()\ + /.L.X)ef’oX, (>\, /J“) c R2} — Vect(x — ero.X' = XerO'X)_

3. Si A <0, (e) admet deux solutions complexes conjuguées, 1 = a+iB et n» = a—iB. L'ensemble
des solutions réelles de (E) est donc

{x = e**(A.sin(Bx) + B.cos(Bx)), (A, B) € R?} = Vect(x — e* sin(B8x), x — e** cos(Bx))

Remarque 12

On peut retrouver de la méme maniére I’ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire
d'ordre 2.
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3.2 Seconds membres particuliers — résonances

Proposition 13
Soit (a,b,c) € K3, a#0, a € K, A € K. Soit (E) I'équation ay” + by’ +cy = Xe®*. Soit (e) I'équation
caractéristique de (E) : ar® + br + ¢ = 0.
1. si o n'est pas racine de (e), alors (E) admet une solution particuliére de la forme x — pe®*, avec
w e K.

2. si a est racine simple de (e) (i.e. a est racine de (e) et le discriminant de (e) est non nul), alors
on (E) admet une solution particuliére de la forme x — uxe®*, avec u € K.

3. si a est racine double de (e) (i.e. o est racine de (e) et le discriminant de (e) est nul), alors on
(E) admet une solution particuliére de la forme x — ux?e®, avec u € K.

[Point de méthode 14 (Traiter des seconds membres en sin / cos /sh/ch)}

1. Pour trouver une solution particuliere d'une égaution différentielle réelle avec un second membre
en sin ou en cos, par exemple

ay” + by’ + cy = Asin(ax),
on trouve une solution particuliere complexe de
ay// + by’ + cy = Aeiax,

puis on prend la partie imaginaire (si c’est un sinus) ou réelle (si c’est un cosinus) de la solution
trouvée.

2. pour une équation différentielle quelconque avec sin / cos /sh/ch, on écrit ces fonctions comme
somme d'exponentielles et on utilise le principe de superposition.

[Proposition 15 (HP)]

Soient (a, b, c) € K* x K°. L'équation ay”(x) + by’ (x)cy(x) = e**P(x), avec P polyndme admet une
solution de la forme x — e**Q(x) avec @ polynéme tel que

e deg(Q) = deg(P) + 2 si a est une racine double de I'équation caractéristique
o deg(Q) = deg(P) + 1 si a est une racine simple de I'équation caractéristique

e deg(Q) = deg(P) si a n'est pas racine de I'équation caractéristique
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