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Chapitre 26 — Déterminants

1 Deéterminant d’'une matrice

1.1 Définition et premiéres propriétés

( Définition 1 N

Soit A = (ajj)1<ij<n Une matrice a coefficients dans K. On définit le déterminant de A, noté det(A),
all e aln @
ou | : o |, la quantité det(A) = Z e(o) H ao(j).j-
dn1 e dnn 7ESn =1
1.2 Propriétés importantes
Notation 2
On notera indifferemment det(A) ou det(Cy, .. ., Cp)siCy,..., C, sont les colonnes de A. Ceci fait que

le déterminant peut facilement étre interprété comme une application de .#, 1(K)" dans K.

Proposition 3

L'application Cq, ..., Cp — det(Cq, ..., Cp) est une forme n-linéaire alternée, ol ce vocabulaire est
défini ci-dessous.

( Définition 4 )

Soient E et F deux K-ev, p € N.
I - L EP — F
1. Une application p-linéaire de E dans F est une application f : telle
(x1, ..., Xp) = f(Xx, ..., Xp)
que pour tout k € [1, p], pour tout (x;)1<i<p € EP~, I'application
i£k
E—F o
gk : est linéaire.
t— fxg,. .., Xk—1, b Xka1s - - s Xp
2. Une forme p-linéaire sur E est une application p-linéaire de E dans K.
3. Une application p-linéaire est dite alternée si pour tout n-uplet (xi,..., Xp) dans EP, si deux
éléments sont égaux, alors f(xi, ..., Xp) = 0.

Proposition 5

On a une équivalence entre caractére antisymétrique et caractére alterné pour une application p-linéaire.

[Proposition 6 (Conséquences de la proposition précédente)}
1. Si A € K, det(AA) = \"det(A).
2. Si A n'est pas inversible, alors det(A) = 0.
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[Lemme 7 (Lemme technique)}

Soit g une forme n-linéaire alternée sur .4, 1(K). Alors
1. pour toute transposition 7, g(Xr), .-, Xrmy) = —9(X1, ..., Xn),
2. pour toute permutation o, g(Xsq1), - - .. Xony) = €(0)g(X1, ..., Xn),
3. g=9g(I,).det.

[Proposition 8 (Propriétés calculatoires du déterminant.)}

1. det(A) = det(AT)

2. det(AB) = det(A)det(B).

3. (déterminant par blocs : HP en sup) Si A € #,(K) et D € .#s(K) sont des matrices carrées, si

M = (Ol_jr [B)> alors det(M) = det(A)det(D).

4. Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients diagonaux.

5. Une matrice A € .#,(K) est inversible si, et seulement si, det(A) # 0.

2 Meéthodes de calcul du déterminant

2.1 Opérations élémentaires

Soit A une matrices de colonnes Cq, ..., Cph. X un réel.
(i) (permutations) det(Cy, ..., Choooor Ci,..., Cp) = —det(Cy, .. ., Ci,..., G, ..., Cp) = —det(A).
(i) (transvections) det(Cy, ..., Ci,oo\s Ci+ G, ..., Cp) = det(A).

(iii) (dilatations) det(Cq, ..., 2Ci, .., Choooor Cp) = Mdet(Cq, ..., (@ Cj,..., Cp) = Mdet(A).

Remarque 10

Comme det(A) = det(A”), les opérations sur les lignes ont le méme effet sur le déterminant.

2.2 Développement selon une ligne/une colonne
( Définition 11 N
Soit A € ,(K), (i,)) € [1, n].

(i) Le mineur de position (/,j) dans A, noté A;; (si A est déja fixée) est le scalaire défini comme le
déterminant de la matrice (ax ) k-£i o)

aii alJ_l 31’j+1 an
aCich aj-11 ' di-1j-1 @i—1j+1 -** adi-1
Précisement, A;; = |~ i=1J i—1.j+ i=Ln|
a,'+1'1 oo al‘+1,j*1 af+1,j+1 oo ai+1,n
anvl .o an,jfl an,j+1 . an’n

(ii) Le cofacteur de position (i, ) dans A est le scalaire (—1)" A, ;.
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Proposition 12

Soit A € #,(K). Alors

n
(i) (développement selon une ligne) det(A) = Z(—l)"“a,JA,-J.
=1

n
(i) (développement selon une colonne) det(A) = Z(—l)"“a,-JA,'J.
i=1

3 Deéterminant d’une famille de vecteurs et d’'un endomorphisme

Définition 13
Soit E un K-evdf, & = (e, .. ., en) une base de E. Soit (1, ..., up) € E". On définit le déterminant
dans la base & de (uy, ..., un) comme detg(uy, . . ., un) = det(Mateg (uy, . . ., Un))-

)
=
=]
T°
(=]
@,
e=hl
(=]
=
[y
'

Soit E un K-evdf, & = (e, .. ., en) une base de E.
1. (uv1,..., Up) +— deteg(ug, ..., un) est une forme n-linéaire alternée.

2. si f est une forme n-linéaire alternée sur E, alors f = f(ey, ..., en) X detg

Soit E un evdf n, & et %' deux bases de E, £ = (X1, ..., Xp) une famille de n vecteurs de E.
(I) det,@(Xl ..... Xn) = detgg(%”)detgg/(Xl ..... Xn)
1

(i) & est une base de E si et seulement si detg(€) # 0. Dans ce cas, dete(B) = ———.
detg(&)

Définition 16 (et proposition)}

Soit E un K-evdf, u € Z(E). Alors det(Matg(u)) ne dépend pas du choix de la base & dans laquelle
on représente u. On appelle cette quantité déterminant de u et on la note det(u).

Proposition 17

Soient u et v dans Z(E), E evdf. Alors
(i) pour toute base B de E et (xg, ..., Xp) € E", detg(u(x), ..., u(xp)) = det(u) x detg(xq, . . ., Xn).
(ii) det(Idg) = 1.

(iii) si A € K, det(Av) = \"det(u).

(iv) det(uo v) = det(u)det(v).
1
det(u)’

(v) v est inversible ssi det(u) # 0 et alors det(u™!) =
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4 Points plus théoriques

4.1 Deéterminant de Vandermonde

f Définition 18 )
2 “ e n71

1 a3 o3 aj
1 ay a3 ajt
On appelle matrice de Vandermonde associé aux réels a, . . ., o, la matrice . .
2 n—1
1 a, a, --- o
Le déterminant de Vandermonde de (ay, ..., o) est le déterminant de cette matrice.
A\ J
Proposition 19
1. La matrice de Vandermonde associée a (a1, ..., a,) est inversible si et seulement si les réels
(o1, ..., a,) sont deux a deux distincts.

2. Son déterminant vaut H (aj — ).
1<i<y<gn

4.2 Matrices extraites et comatrice

Proposition 20

Soit M € ., ,(K). Alors rg(M) est la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul
extraite de M.

Définition 21
Soit A € #,(K). On définit la comatrice de A comme la matrice formée des cofacteurs de A. On la
note Com(A). N
Donc Com(A) = ((—=1)™Ay)
ligne / et la colonne j.

1<ij<n ol Aj; est le déterminant de la matrice A a laquelle on a retiré la

Soit A € ., (K). Alors A x Com(A)" = det(A)L,.

4.3 Formules de Cramer (HP)

Définition 23
Un systéme linéaire AX = b, de matrice A € .#,(K), de second membre b € #,1(K), d'inconnue
X € Mn1(K) est dit de Cramer s'il admet une unique solution.

Proposition 24

Soit AX = b un systeme de Cramer, (Cq,..., Cp) les colonnes de A. Alors I'unique solution de ce
X1

det(Cl ..... Ckfl, b, Ck+1 ..... Cn)
det(A) '

systéme est X = | 1 | ou, pour tout k dans [1,n], xx =

Xn
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