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Chapitre 29 — Familles sommables

1 Familles a termes positifs

( Définition 1 N

On définit dans [0, +o0] les régles de calcul suivantes :

e VX € [0, +00], A+ 00 = +00, e V) €]0, +oof, A X (F+00) = +00
e 0 X 400 =0, e sup[0, +oo] = +oo et supf = 0.

.

J

Dans toute la section 1, I et J sont des ensembles et (a;);c1 et (bj);cs sont des familles d’éléments de
[0, +00] indexées sur I, J.

Définition 2 (et prop)\

On définit La,- = sup L aj, ol Pr(I) désigne I'ensemble des parties finies de I.
J
i€l €PrD jeg

Proposition 3

1. Pour tous X et u réels positifs, Z Aaj + ub; = AZ aj + MZ b;.
iel iel iel
2. Si pour tout / dans I, a; < b;, alors Z aj < Z b;.

i€l i€l

[Proposition 4 (Sommation par paquets)}

Soit (Ej)je, une partition de 1. Alors Z 2 = Z Z 5

i€l jeJd \i€E;

[Proposition 5 (Conséquences du théoréme de sommation par paquets)]

Les conséquences de ce théoréme sont au moins aussi importantes que le théoréme en lui-méme.

1. (Théoréme de Fubini positif) Si (¢jj)(ijjeixu est une famille de réels positifs indexée sur un produit,

alors ZZ Cij = ZZ Cij.-

i€l jeJ jeJ i€l
2. (produit) Z a,-bj = (Z a,-> ij
(ig)elxd i€l jed

2 Familles quelconques

Définition 6

Soit (x;)je1 une famille de complexes. On dit que (x;)je1 est sommable si Z |xi] < +oo.

iel
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[Proposition 7 (et def)]

1. Soit (x;)je1 une famille de réels indexée sur 1. Alors cette famille est sommable si et seulement si

Zx,+ et fo sont finies. On note alors fo = Zx,* = fo.

i€l iel iel i€l iel
2. Soit (x;)jer une famille de complexes indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et seulement

si (Re(x;))ier et (Im(x;))jer sont sommables. On note alors Zxk = Ziﬁe(xk) + /ij(xk).
kel kel kel

Proposition 8

Soient (Xi)ier » (Vidier » (Uij) i jyerxs » (@i)ier . (b)) e, des familles de nombres complexes et A € C.

ZX/' < Z |xi].

1. Si (x);cr est sommable :

iel iel
2. Si (xi)jer et (vi)jer sont sommables, (x; 4+ Ay;);cp I'est aussi et : Z A +yi) =X Zx,- =t Zy,.
iel iel icl
3. Si (Xi);er et (¥i)jer sSont sommables et si x; < y; pour tout i € I, alors ZX,‘ < Zy,.
iel iel

4. (Théoreme de sommation par paquets) Si (X;);c; est sommable, alors pour tout recouvrement
disjoint (Ix),ex de I, la famille (Zx,-) I'est aussi et : Zx,- = Z Zx,-.
i€le / ke i€l keK i€l

5. (invariance par permutation) Si (x;);c; est sommable, alors pour toute bijection ¢ de J sur I, la

famille <X‘P(f))jeJ I'est aussi et : Zx,- = wa(j).
iel jed

6. (théoreme de Fubini) Si (ujj); jerx, est sommable, les familles ZUU et (Z u,-J-> le
Jjed i€l jed

. i€l
sont aussi et :

STowp=) > u=> > uy.

(iJ)eIxd i€l jeJ jeJ i€l
7. Si (aj)jer et (b)), sont sommables, la famille (a;b;); jerx, I'est aussi et :

Z afbj:Za, Xij.

(i.j)eIxJ i€l jed

[Proposition 9 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)]

Soient (ap)nen €t (bn)nen les termes généraux de deux séries absolument convergentes. Définissons,

n
pour tout ndans N, ¢, = Z axbp_k. Alors Z C, converge et Z G = (Z an> (Z bn> )
k=0

neN neN neN
Proposition 10

L'exponentielle complexe est un morphisme de C dans C*.
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