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Formules

• Bases Problème 1, questions 1 à 5 (sans python) ; problème 2 questions 1 à 3.

• Intermédiaire Problème 1, questions 1 à 10, problème 2 questions 1 à 4.

• La Totale !

Problème 1. Réarrangements de la série harmonique alternée

1. Démontrer qu’il existe un réel γ tel que Hn =
n→+∞

ln(n) + γ + o(1).

2. Démontrer que la série de terme général
(−1)n−1

n
converge.

Un premier réarrangement Dans la série harmonique alternée, on prend p termes positifs, puis q
négatifs, puis p positifs, et ainsi de suite... On note Sn la n-ième somme partielle de cette série et

Tk = Sk(p+q). Par exemple, pour p = 2 et q = 3, T2 = S10 = 1+
1
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3. Écrire et commenter une fonction python S(n,p,q) donnant la valeur de Sn. Donner les valeurs
obtenues pour n = 1000 et (p, q) ∈ {(2, 2), (2, 3), (3, 2)}.

4. Trouver une expression de Tk en fonction de H2kp, Hkp et Hkq.

5. En déduire la convergence de la suite (Tk), puis celle de la suite (Sn), vers une limite que l’on
exprimera en fonction de p et q. Comparer avec les résultats obtenus en 3.

Une autre série alternée Soit un = (−1)n
ln n

n
.

6. Montrer que la série de terme général un converge.

7. Proposer, en la justifiant, une méthode pour déterminer, informatiquement, une approximation
numérique de la somme à 10−2 près. On ne demande pas nécessairement de programme explicite.

8. Montrer que
2n∑
k=1

uk = (ln 2)

n∑
k=1

1

k
−

2n∑
k=n+1

ln k

k
.

9. Via une comparaison série-intégrale, montrer que pour n > 2,

2n∑
k=n+1

ln k

k
= ln(2) ln(n) +

1

2
(ln(2))2 +O

(
ln n

n

)
.

10. Déterminer alors la valeur exacte de
+∞∑
k=1

uk .

Un réarrangement d’une autre série Soit Vn =
n∑
k=1

1√
k
.

11. Montrer l’existence d’un réel c tel que Vn = 2
√
n + c + o(1).

12. On considère la série de terme général
(−1)n−1√

n
dans laquelle on réordonne les termes comme

dans la deuxième partie. Montrer que si p 6= q alors la série obtenue est divergente.
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Un réarrangement plus subtil Dans la série harmonique alternée, on prend maintenant le premier
terme, puis un négatif, puis 2 positifs, puis un négatif, puis 3 positifs, puis un négatif, puis 4 positifs,

et ainsi de suite... On note an le terme général de cette suite et on note toujours Sn =
n∑
k=1

ak . Par

exemple, a1 = 1, a2 = −
1

2
, a3 =

1

3
, a4 =

1

5
, et S8 = 1−
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13. Déterminer ϕ(n) le rang du n-ième terme négatif (par exemple, ϕ(1) = 2, ϕ(2) = 5 ).

14. Montrer que : Sϕ(n+1) − Sϕ(n) >
n

2(n + 1)(n + 2)
.

15. En déduire que la limite de Sq quand q tend vers l’infini.

Problème 2. Extrait CCINP 2009
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(il n’y a pas de question 5, c’est normal ! La question 6 est plus difficile je trouve, elle peut être
considérée comme facultative)
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