
MPSI 2 - Lycée Champollion Colle 13

Sujet 1

Cours

Attendre la question

Application cours 1

Etudier les limites de f : x 7→ x

⌊
2

x

⌋
aux bornes de son ensemble de dé�nition.

Application cours 2

Soit A ∈ Mn(K). Montrer que s'il existe un entier k ∈ N∗ tel que Ak+1 = Ak , alors Ak − A est

nilpotente.

Exercice 1

Soit f une fonction dé�nie sur R injective véri�ant le théorème des valeurs intermédiaires. Montrer

que f est continue.
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Sujet 2

Cours

Attendre la question

Application cours 1

Montrer qu'une fonction dé�nie sur R périodique qui admet une limite �nie en +∞ est constante.

Application cours 2

La fonction g : R∗ → R

x 7→ cos(x) cos

(
1

x

) se prolonge-t-elle par continuité en 0 ?

Exercice 1

Déterminer les fonctions f : R 7→ R continues en 0 véri�ant :

∀x ∈ R, f(x)− f
(x
2

)
=

x

2
.
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Sujet 3

Cours

Attendre la question

Application cours 1

Soit f ∈ C (R+,R+). On suppose qu'il existe ℓ ∈ [0; 1[ tel que lim
x→+∞

f(x)

x
= ℓ.

Montrer que f admet un point �xe.

Application cours 2

On considère la matrice A =

−1 −2

3 4

 ∈ M2(R).

Exprimer la matrice A2 en fonction des matrices A et I2.

Exercice 1

Soit f : R 7→ R∗
+ telle que

lim
x→0

f(x) +
1

f(x)
= 2

.

1. Montrer que f est bornée au voisinage de 0.

2. Montrer que lim
x→0

f(x) = 0.
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Sujet 4

Cours

Attendre la question

Application cours 1

Soit f : R 7→ R une fonction continue telle que la restriction de f à Q est strictemment croissante.

Montrer que f est strictement croissante.

Application cours 2

On considère la matrice A =


1 0 0

0 0 1

1 0 0

 ∈ M3(R).

Soit k ∈ N. Calculer la puissance k-ème de A.

Exercice 1

Soit a ∈ R+.

Déterminer la limite en 0 de x 7→ xa

⌊
1

x

⌋
.
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Sujet 5

Cours

Attendre la question

Application cours 1

La fonction h : R∗ → R

x 7→ x

⌊
1

x

⌋ se prolonge-t-elle par continuité en 0 ?

Application cours 2

On considère la matrice A =


0 1 −1

−1 2 −1

1 −1 2

 ∈ M3(R).

Exprimer A2 en fonction de A et I3.

Exercice 1

Soit f : R∗
+ 7→ R une fonction croissante telle que x 7→ f(x)

x
est décroissante sur R∗

+.

Montrer que f est continue.
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Sujet 6

Cours

Attendre la question

Application cours 1

Soit f : R 7→ R et g : R 7→ R deux fonctions continues sur R telles que f(x) < g(x) pour tout nombre

x ∈ Q.

1. Montrer que f(x) ⩽ g(x) pour tout x ∈ R.
2. Montrer que l'on a pas nécessairement f(x) < g(x) pour tout x ∈ R.

Exercice 1

Déterminer les fonctions f : R 7→ R continues en 0 véri�ant :

∀x ∈ R, f(x)− f
(x
2

)
=

x

2
.


