MPSI 2 - CHAMPOLLION FICHE DE TD N°20

Analyse asymptotique I

Comparaison
* 47 Exercice 20.1.  Classer les suites suivantes de sorte que chacune soit négligeable devant la
suivante :
> n?+1 > L » nln(n) >\/lﬁ >
> nd+n p Lo » e "n? > " /n >

: - . "1
*++ Exercice 20.2.  Montrer que ) k! ~ nl, puis que ) _ — ~In(n)
k=0 k=0

. . . , . 1
*x v Exercice 20.3. Soit (u,) une suite décroissante telle que u,, + v, 1 ~ —.

n—+4oo N,

1. Montrer que lim wu, = 0.

n—-+00

2. En déduire un équivalent simple de (u,,).
* %% Exercice 20.4. Soit (u,) et (v,) deux suites qui tendent vers +oco et telles que u,, =, 1o 0(vy,).
Montrer qu’il existe une suite (w,,) telle que u,, =, 100 0(wy,) et W, =100 0(Vy).
**x v Exercice 20.5. Soit f: R = R, z > 23 + 2.
1. Montrer que f est bijective.
2. Montrerque si f~! ~ !/,

T——+00

3. Déterminer un équivalent simple de f~!(z) — x/® en +oo.

x4+ Exercice 20.6. Déterminer un équivalent simple de u,, = \/n" + nV™ 4+ n"/2.
* v Exercice 20.7. Déterminer les limites des suites suivantes :

1. u, = i 3. un =¥ 6. u, =ny/In 1+n2+1>
3+ (—D) n s i
4. u, = — V" 7. 4 — chish(n)
o i 37 4 4n * %1 7 Shich(2n))
9, - 2'sinn 2o
Tt ot 5. un:(l%—sm(vnH))

**x v Exercice 20.8. Déterminer les limites des suites suivantes :

i 2 _1\n
1. u, = ?sz 3. up, =n (cos——cosn—ﬂ) 5. u, — 3n® + (1)

tn 42 , vn?+2+1In(n)
2. un = (35) 4. u, = (cos )"

*x*x+ Exercice 20.9. Pourn € N*, on pose f, : x — z° + nz — 1.

1. Montrer que 'équation f,(z) = 0 posséde une unique solution strictement positive que I'on
notera wu,,.

2. Montrer que la suite (u, ) converge, et déterminer sa limite.

1 . 1 1 1
3. Prouverque w, ~ —,puisquewu, = ——-—+o|—].
n—+oo M n—+oo N n n
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**x = Exercice 20.10. Pourn € N,onnote P, = X® — (n+2)X?+ (2n+ 1)X — 1 € R[X].
1. Prouver que pour tout n € N assez grand, P, posséde trois racines a,, b, et ¢, vérifiant :

2 1
O<a, <1<, <3< n

< ¢y

2. Prouver alors successivement :

1
¢, — +o0, a, ——0, ¢, ~ n, b,—2, a, —

Y
n—-+4oo n—-+4oo n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo 2n

**xxx Exercice 20.11.  Soit (u,) une suite définie par up € R et Vn € N, u, 41 = u,, + e 4.
Déterminer un équivalent de (u,,).
On pourra commencer par prouver que si une suite converge vers | € R, alors

Uy +ug + -+ Uy

n n—-+oo

> [

(théoreme de Cesaro).

Développements limités

wyveve Exercice 20.12.  Calculer les développements limités suivants a 'ordre n en 0 :

1. cos(x) —sin(z),n =4 3. \/114r7+1n(1+2$)’n:3
2. JVi+zx+V1—2z,n=3 4. e +In(l+z),n=>5

* 330 Exercice 20.13.  Calculer les développements limités suivants a 'ordre n en 0 :

1. sin(x) tan(z), n =3 3. sin(z)y1+zln(1-2z),n= 5. 23/1+2,n=5
4
o sinh(3z) In(1+ x)
- 4. ——=,n=3 Ly =
2. 1 J}, n 3 m 6 1+ , N

*x v Exercice 20.14. Déterminer, avec le moins de calculs possibles, les développements limités
suivants en 0 a I'ordre n indiqué :

2
1. In(1+2z) —z+ %)(cosx— 1),n==6

2. (1 —cos(2z))(e ™ —1)(z —sin(z)),n =7

*x v Exercice 20.15.  Calculer les développements limités suivants en 0 a I'ordre n indiqué :

1. 8% n =4 3. arctan(e®), n =3 5. V1+V1+2,n=3
2. \/1+sin(z),n =3 4. eVite n =3

#ssvc Exercice 20.16.  Calculer les développements limités suivants en 0 a I'ordre n :

1 _ _ e
1_1 _,n=3 3. tanh(z), n =5 5, I—e n=5
ZG ot 1 x arctan(x)
= 4. ———— n=
2. il 2 In(l+2)
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*x++ Exercice 20.17. Déterminer le développement limité a I'ordre 22 au voisinage de 0 de :

20 -1 k+1 L
exp (; ( ]g) T >

.3
* v« Exercice 20.18. Soit f : 2 — 1:2—+5I
2+ 3

Sans calculer f’, déterminer I'équation de la tangente A a C; en 0, et déterminer la position
relative de C; et A.

* v Exercice 20.19.  Former un développement asymptotique en 0 de la fonction = — (ez)”, a la
précision x% In’(x).

. . . 1
*x 7 Exercice 20.20. Former un développement asymptotique en +oco de la fonction x — In(z tan(—)),
T
. o1
a la precision —.
X
*x 77 Exercice 20.21. Déterminer les asymptotes obliques au voisinage de +oo des fonctions f
suivantes, et déterminer leur position par rapport a C; :

2

1. f(x) =/ — 2. () = 5

Arctan(zx)

* v« Exercice 20.22. Soit f une fonction de classe % sur un intervalle contenant 0. Déterminer
I'existence et la valeur des limites suivantes :

i L&)+ f=2) = 2f(0) o fla) ==
x—0 .1'2 Im -

**++ Exercice 20.23. Déterminer le développement limité & 'ordre n en 0 de = — ¢~'/** en prolon-
geant en 0 (s’il il existe).

*xx+ Exercice 20.24. Montrer que f : = — zc® est bijective sur R et donner le développement
limité a 'ordre 5 en 0 de .

x4+« Exercice 20.25. Soit f : x — . Déterminer f((0) pour tout n € N.

1
Vita?
*x i+ Exercice 20.26. Soit f :  — exp(Arctanz).

Trouver une relation entre f et f’ et déterminer un développement limité en 0 a 'ordre 6 de f.

. . , 1
* x4+ Exercice 20.27. Déterminer un développement asymptotique en +oco en o <;> de vat 4+ 23 + 1.

Montrer que y* = % + 23 + 1 admet un nombre fini de solutions entiéres.



