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Integration I

**xx 7 Exercice 21.1. (Continuité uniforme)

c. Soit f continue et périodique. Montrer que f est uniformément continue.
d. Soit f : R, — R continue qui converge en +oco. Montrer que f est uniformément continue.

e. Soit f : [a,b[— R continue. Montrer que f est uniformément continue si et seulement si elle
admet une limite finie en b.

f. Soit f : R — R uniformément continue. Montrer : 3(a, 3) € R?,Vz € R,|f(z)| < alz| + .
Réciproque ?

* %« Exercice 21.2.  Soit f € €°(R).

xz+T
Montrer : f est T-périodique si et seulement si z — / f(t) dt est constante.

* v Exercice 21.3.  Déterminer toutes les fonctions continues f : [a¢,0] — R telles que

b
/ f=(—a)sup|fl.

. . . : 1 [
* x4 Exercice 21.4.  Soit f continue qui converge vers 1 en +oco. Montrer que —/ f(t) dt converge
T Jo
vers 1 en +oco. La réciproque est-elle vraie ?

*xx i Exercice 21.5.  Trouver toutes les fonctions continues f : [a,b] — C telles que

[ rwa= [ 1)

* x4« Exercice 21.6.  Soit f : [0, 7] — R continue.
On suppose que / f(x)cosxdr = / f(x)sinzdx = 0.
0 0

Montrer : Vz, € R,/ f(x)sin(x — z¢) dz = 0. En déduire que f s’annule au moins deux fois.
0

1
*x % Exercice 21.7.  Soit f : [0, 1] — R continue. Montrer que (/ fla™) dx) converge vers f(0).
0

l.n

1+ zm

dx.

1
*xx 7 Exercice 21.8. Déterminer un équivalent simple quand n tend vers +oco de /
0

**x* Exercice 21.9. Soit f € €°([0,1]). Donner un développement asymptotique en o (%) de

1
z" f(z) dz. On pourra commencer par le cas f(1) = 0. Méme question avec f € ¢'([0,1]) en

0
1
(i)
b .
**xx v Exercice 21.10.  Soit f : [a,b] — C de classe ¢'. Montrer que / f(x)e™* dz converge vers 0.

Montrer que le résultat subsiste si f est continue par morceaux.

wyvee Exercice 21.11.  (Sommes de Riemann). Calculer, sans utiliser de primitives :



MPSI 2 - CHAMPOLLION FICHE DE TD N°21

a. fol z dz. b. fol x?dz. C. fol e® dz. d. foﬂ/z cos x dzx.

*x v Exercice 21.12. Déterminer les limites éventuelles suivantes :

2n
da. E
k=n-+1

n

1 n

k=1

_ k
§ L 1.,./(2n)!
C.
e. —\/ ——
k=1 n? + k? n n!

*xx 7 Exercice 21.13. (Formule de la moyenne et sommes de Riemann)

| =

a. Soit f, g deux fonctions continues sur [a, b] et g positive. Montrer qu’il existe ¢ € [a, V] tel que

b b
[ 1@ =5 [ gwa
b. Soit € €°([0, 7]). En déduire lim, . / @) sinfna)] de = 2 / " fw) do.

1

b
**xx v Exercice 21.14.  Soit f € ¢°([a, b]). Montrer que (/ |f(:v)|”dg:> " converge vers max | f|.

* v Exercice 21.15.  Soient f et g continues sur [a, b].

wan ([ ) ([ ) (1)

b
On pourra considérer A\ — / (Af + g)*. Déterminer les cas d’égalité.

* -4 Exercice 21.16. Donner une valeur approchée a 10~* de v/101.

*x*xx Exercice 21.17. Soit f € €2([0,1]) telle que f(0) = 0, f(1) =1, f’(0) = f'(1) = 0. Montrer qu'il
existe a € [0, 1] tel que |f"(a)| > 4.

* 33 Exercice 21.18.  Déterminer les sommes suivantes, apres avoir justifié qu’elles existent :

(=1)" 11 (—1)n1

! + b. 1—>+ +
6 nl T 273 n

+ ...



