MPSI 2 - CHAMPOLLION COURS

Trigonometrie |

1 Cercle trigonométrique

Le plan est rapporté a un repére (0; 7", 7).

On note I" le cercle de centre O et de rayon 1 et A(1;0).

Une mesure de I'angle orienté (OA; OM) est la « longueur » de 'arc AM a un nombre de
« tours » pres.

On définit alors cos x comme I'abscisse du point
M et sinz comme 'ordonnée du point M.

Définition )
Soit x et y deux nombres réels. x et y sont congrus modulo 27 si et seulement s’il existe un
entier relatif £ tel que = = y + 2km.

On note z = y (mod 27).

P
Propriétés
Pour tout réel z,

cos(z + 2m) = cos(z) sin(z + 27) = sin(z)
cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)
cos(x + m) = — cos(x) sin(x 4+ m) = —sin(z)
cos(m — x) = — cos(x) sin(m — x) = sin(z)
cos (5 — x) = sin(z) sin (5 — x) = cos(x)
cos (5 4 x) = —sin(x) sin (5 4 x) = cos(z)

cos?(x) +sin?(x) = 1
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P
Valeurs remarquables
™ ™ s s
z 1015|232
V3 | V2| 1
cosz 1|5 | %5 | 5 |0
: 1 | V2| V38
sinz |0 5 |5 |5 |1
& J

Propriété (formule d’addition)
Pour tous réels a et b ,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Preuve :
Soit A le point image de —a et B le point image de b.
’ H 74 H
Une mesure de 'angle orienté (OA; @) esta+b.
Ona O—z>4(cos a; —sina) et O?(c_os b;sinb).
On calcule Ie&roduit scalaire OA - O?@}deux maniéres
D’une part, OA - OB = OA-OB- cos (OA; O?) = cos(a +b).

D’autre part, OA-OB = aa' + yy' = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Il en découle

P
Propriétés
Pour tous réels a et b,

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

P
Corollaire
Pour tous réels a et b,

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
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P
Corollaire
Pour tous réels a et b,

cos(a) cos(b) =
sin(a) sin(b)

sin(a) cos(b) =

(cos(a — b) + cos(a + b))
(cos(a — b) — cos(a + b))

(sin(a + b) + sin(a — b))

| =N | =

2 Fonctions trigonométriques

M

O N

Pour z € } —g; g [ x # 0, en appliquant le théoréme de Thalés dans le triangle O AT, on trouve

soit

etdonc AT = | sin(z)|

| cos(z)|
On en déduit les inégalités

et par suite

On en déduit que

A

™

T
Pour = € [——;
. 12

gueur de 'arc AM, soit |sin(z)| < |z|.

Il en découle que

lim sin(x) = 0.

x—0

Comme cos(z) = 1 — 2sin?(x/2), il vient

lim cos(x) = 1.

x—0

|sin(z) < || <

| cos()] <

ON _ MN
OA AT
|cos(x)| _ |sin(x)|
1 AT

| sin(z)]|

| cos(z)]

| sin(z)]

]

o sin(z)

z—0 T

La fonction sin est dérivable en 0 et sin’(0) = 1.

[Proposition

}, MN est inférieur a la lon-
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cos(z) —cos(0)  cos(z) —1  (cos®(z)—1) _sin() sin(z)
x N x - x(cos(z) +1) z cos(x) +1 done
ili;% W -0

Proposition
La fonction cos est dérivable en 0 et cos’(0) = 0.
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Corollaire

La fonction sin est dérivable sur R et sin’ = cos.

La fonction cos est dérivable sur R et cos’ = — sin.
Preuve :

Soit a et h deux réels, h # 0,

sin(a + h) — sin(a) _ sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h) — sin(a)
h h .
- sm(a)c“‘(’z g cos(a)smigh)

Il découle des deux proposition différentes que

sin(a + h) — sin(a)

li =

lim cos(a)

De I'égalité, cos(x) = sin (g + :c) ont déduit que la fonction cos est dérivable sur R et
pour tout = € R,

cos'(r) = sin’ (g + x) = cos (g + a:) = —sin(x).

Soit f: 2 — x —sin(z) et g :  — = + sin(x).

Pour tout z € R, f'(z) > 0 et ¢’(z) > 0. Les deux fonctions sont croissantes et s’annule en 0. |l
en découle gu’elles sont négatives sur | — oo; 0] et positives sur [0; +o0].

D’ou, pour tout = €] — 00; 0], z < sin(x) < —x soit —|z| < sin(z) < |z| et pour tout = € [0; +o0],
—z < sin(z) < @ soit —|z| < sin(x) < x|

Il en découle

Proposition

Pour tout réel z,
|sin(z)| < |z|.
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3 La fonction tangente

On a I'équivalence

cos(z) =0 <= z =

g (mod 7).

( r
Définition

G

La fonction tangente est la fonction définie sur R \ (g + wZ) par
)

tan(z)

sin(z

cos(z)

/

La fonction tangente est impaire et w-périodique. Elle est dérivable sur son ensemble de défi-

nition et

P
Proposition

Pour tout z € R\ (g —|—7rZ),

tan'(z) =

g

cos?(x)

= 1+ tan®(x).

J

La restriction de tan a toute intervalle de la forme —g + km; g + km| est strictement crois-

sante.
Ona
™ 0 ™
v 2 2
tan 0 00— 00
Propriétés

2 N
Pour tout réel x non congru a 5 modulo T,

tan(m + x) = tan(z)

tan(m — x) = — tan(x)

P
Valeurs remarquables

tanx | O

N
S el

w‘&@\:i
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P
Proposition
Soit a et b deux réels. Lorsque les tangentes sont bien définies :

_ tan(a) + tan(b)
tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)

et 2 tan(a)
an(a

tan(2a) = ——5+—.
an(2a) 1 — tan?(a) )

P
Proposition
Soit x € R\ (7 + 27Z). On pose ¢t = tan (g) Alors
. 2t
sin(x) = e
et )
1-—1%
cos(z) = T
- +t J/
Preuve :
2t
sin(z) = 2sin (—) coS (—) = 2t cos? (f) = )
2 2 2 14+ ¢2 \ ,
2t 1—-1
cos(x) =1 - 2sin® <g> =1 - 2t% cos” (g) =l-Tre T e



