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Exercice 1 - Di�érence symétrique

Soit E un ensemble. Soit A et B deux sous-ensembles de E. On rappelle que la di�érence symétrique

de A et B est l'ensemble noté A∆B et dé�ni par A∆B = (A ∪B)∖ (A ∩B).

1) Montrer qu'on a également A∆B = (A∖B) ∪ (B ∖ A).

2) Montrer que la di�érence symétrique est une opération associative.

3) Montrer que l'intersection est distributive par rapport à la di�érence symétrique : si A, B et

C sont trois sous-ensembles de E, alors

A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C).

4) Montrer que l'union n'est pas distributive par rapport à la di�érence symétrique.

5) Montrer que pour tout A ∈ P(E), il existe un unique ensemble B ∈ P(E) tel que A∆B = ∅.
6) Montrer que pour tout A ∈ P(E), il existe un unique ensemble B ∈ P(E) tel que A∆B = E.

7) Soit A ∈ P(E) et φ : P(E) → P(E)

B 7−→ A∆B

.

Pour tout sous-ensemble B de E, déterminer φ(φ(B)).

Que peut-on en déduire pour φ ?

Exercice 2

On cherche l'ensemble des applications f : N → N telles que

∀n ∈ N, f(f(n)) < f(n+ 1).

1) Soit f une telle application. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel p, Jp,+∞J
est stable par f , c'est-àdire f (Jp,+∞J) ⊂ Jp,+∞J.

2) Montrer par l'absurde que pour tout n ∈ N, f(n) < f(n+1). En déduire que f est strictement

croissante.

3) En déduire que ∀n ∈ N, f(n) < n+ 1.

4) Trouver toutes les applications f : N → N telles que ∀n ∈ N, f(f(n)) < f(n+ 1).


