%ernier chapitre de maths, apreés, on fait des probabilités...

Non, je plaisante. Avant dernier chapitre de maths. Les probas de Sup ne sont plus des dénombrements sté-
riles d’urnes dans des boules (il y en a), mais approche mathématique des probas, avec des outils d’analyse
(polynomes, séries ), d’algébre (matrices, produits scalaires, Cauchy-Schwarz, orthogonalité...). Bon j’avoue,
il y aura encore des urnes, mais cette fois, je remplacerai les boules blanches, noires et rouges par des oursins
blancs, noirs et rouges, histoire de rendre les tirages plus piquants 2.

On attaque donc ’algebre bilinéaire.

Il y a quatre formes d’algébre en Sup, cachées sous des noms tordus

Algebre générale Groupes, anneaux, corps...
Polynomes, fractions rationnelles, éléments simples.

Algeébre linéaire Familles libres, liées, bases, dimension, sous-espaces vectoriels, sommes directes,
supplémentaires.

Applications linéaires, endomorphismes, projecteurs, symétries.

Changements de bases, matrices équivalentes, matrices semblables, diagonalisa-
tion

Algebre multilinéaire | Formes multilinéaires antisymétriques, déterminants.

Polyndme caractéristique.

Algeébre bilinéaire Produits scalaires, normes, bases orthonormées.

Isométries, géométrie dans R%, R3, R™ et dans les espaces de fonctions.

L’adjectif « bilinéaire » vient de « forme bilinéaire symétrique positive défini positive » pour qualifier un
produit scalaire sur un espace vectoriel.

C’est & dire qu’en linéaire, on prenait un vecteur, on avait son image

en multilinéaire, on prenait n vecteurs dans R" et on avait le déterminant (un « volume »)

en bilinéaire, on prend deux vecteurs, et on mesure un produit de longueur, un angle, I’orthogonalité éven-
tuelle.

On va donc parler de produits scalaires *dans un espace vectoriel.

L’espace pourra étre (R?, +,.) ou (R*, +,.) pour se donner une vision géométrique.

Ce pourra étre (R™, +,.) pour mesurer des distances dans des nuages de points et projeter un nouveau point
le plus prés possible du nuage.

Ce pourra étre des matrices, pour mesurer I’angle entre deux matrices (plus il sera petit, plus les matrices
seront « presque proportionnelles ».

ce pourra étre des fonctions, pour projeter une fonction continue sur un espace de polyndémes, pour en avoir
une bonne approximation qu’on n’a besoin de décrire que par une liste finie de coefficients.

Comme indique, sur un espace vectoriel (E,+,.), un produit scalaire est

1. 1a ce sera plutot en Spé)

2. plus des histoires de bonbons, de rateaux pris deux fois sur deux avec les filles, des couples dont on ignore le genre du
second membre, des ivrognes qui cherchent leur chemin

3. c’est drole, j’apprends que c’est & cette méme époque que mes collégues du secondaire abordent le produit scalaire dans
le plan et I’espace ; mais la différence est dans le singulier pour eux : il n’y aurait dans le plan qu’un seul produit scalaire
possible...



une forme le produit scalaire de deux vecteurs est un réel (pour pouvoir étudier le signe,
et dire si 'angle est aigu, obtus)

bi- on prend deux vecteurs @ et ¢ et on calcule donc ¢(d, )
ou quand il n’y a qu’un produit scalaire donné sur ’espace a-7. -
bi-linéaire la forme est linéaire par rapport & chaque vecteur : ¢(a.7 + 8.0, ?) =

%
ad(@, @) +Bo(b, @)
O(d, .V +7.7)=p.0(d, b)+71.0(d, 7)
Vous avez envie d’appeler ca distributivité... bon faites le...
symétrique | on prend deux vecteurs @ et ¢,ona ¢(d, ¢)=a¢(c, a)

Vous avez envie d’appeler ¢a commutativité... bon faites le...
positive le produit scalaire d’un vecteur contre lui méme est toujours positif (ou nul)

- —
co(d, @) =0
En revanche, deux vecteurs peuvent vérifier ¢(E>, ?) < 0 quand méme.

Cette propriété est la pour définir ensuite || || = /o(@, @) ou en version
simpliste @ - @ = ||d||°.

défini-positive | mais le seul vecteur de norme nulle est le vecteur nul.

Et 4l est le seul vecteur orthogonal a tous les autres en méme temps.

Une fois ces définitions posées, on vérifiera que les exemples que vous connaissez par les cours de maths du
lycée, les cours de physique sont bien des produits scalaires :

! (R, +,.) \ R, +,.) \ (R", +,.) |
) al c1
((;),(z: ))»—>x.m’+y.y/ ((3;),(2: ))Hx.z’—&-y.y/—i-z.z/ ( 2 , 2 )H;ak.ck
Mais aussi 5 . - -
(R%,+,.) \ R +,.) \ (Co((=m, 7],R), +,.) |
4 3 1 z’ ™
2.z.2 + 5.9y +3.(2 .y +z.9) (z y z). ( 3 5 -1 > . ( y ) (f,g9) — f(t).g(t).dt
1 -1 8 2 -7

Ces applications sont bien des formes bilinéaires symétriques positives, définie-positives. Mais elles vont en-
gendrer des géométries différentes.

On verra d’ailleurs si tous les produits-scalaires ne sont pas finalement de cette forme..

— —
d— |||y =

¢(d, d) et on vérifiera que c’est bien une « norme », au sens « positivité, séparation, inégalité triangu-
laire ». On verra aussi comment passer du produit scalaire & la norme mais aussi de la norme au produit
scalaire.

On appellera cela identités de polarisation et formule du paralléloggamme. o
e e A

Saurez vous me dire sous quel nom vous connaissez (b(?, ?) = 5
22215 - 22
o2, 7)< 222 =2
1@+ 2+ =22 =2[@[*+2.[|7|?

Question collége : vous savez mesurer la « longueur » de n’importe quel vecteur, pouvez vous retrouver les angles aussi

A partie d’un produit scalaire ¢ sur un espace vectoriel (E, +, .), on définira la norme associée

(avec les trois longueurs des cétés d’un triangle, vous connaissez les angles ?).

Question lycée : la variance d’une variable aléatoire, n’est ce pas sa norme ¢ et la covariance de deuz variables aléa-
toires ne serait elle pas leur produit scalaire ¢ et une variable aléatoire constante® ne serait elle pas orthogonale a
toutes les autres ?

On traitera d’orthogonalité des vecteurs. Deux vecteurs seront orthogonaux entre eux si leur produit scalaire
est nul. mais cette définition dépendra du produit scalaire choisi...

Ce qui nous intéressera ensuite, ce sont les bases orthonormées. Pourquoi ? parce qu’il est alors facile de
retrouver les composantes d’un vecteur juste en calculant des produits scalaires avec les vecteurs de base. On

4. déja qu’une variable aléatoire n’est ni variable, ni aléatoire, ¢a donne quoi quand elle est « constante » ¢



n
retrouve la composante de @ sur ien calculant @ - i , et plus généralement a = E ¢(E>, e‘,i) X €.

k=1
On parlera de formules de Parseval pour désigner ce type de formules. Mais on pourra dire « décomposition

directe d’un vecteur sur une base orthonormeée ».

St ¢a vous semble classique, ¢’est parfait. Mais ensuite, si vous travaillez avec des fonctions périodiques et que je vous
dis qu’une base pourrait étre faite des fonctions cp = 0 — cos(p.0) et sq = 0 — sin(q.0), ne serait il pas pratique
de récupérer les coefficients en effectuant juste des produits scalaires, c¢’est a dire des calculs d’intégrales... La théorie
du signal, les séries de Fourier... Ce qu’on ne vous enseigne plus en mathématiques, mais que les profs de physique
disent « ¢a vous l'avez fait en cours de maths ».

L’autre grosse question sera « est-ce que dans un espace euclidien ® il y a toujours des bases orthonormées ».
Et la méthode de Gram-Schmidt nous dira comment les construire.

Et on fera des changements de base. D’une base mal fichue vers une base orthonormeée et vice versa, ou méme
d’une base orthonormée 4 une autre (on aura des matrices non seulement semblables, mais aussi « orthogo-
nalement semblables ».

Ceci permettra aussi de construire des projecteurs orthogonaux : noyau et image sont orthogonaux entre
eux, on projette perpendiculairement & 'image, il est midi au soleil. L’image est alors forcément plus courte
que le vecteur dont on est parti.

Et ces projecteurs correspondent & ce que vous faites en physique quand ayant un nuage de points, vous
essayez de tracer une droite qui passe « presque » par tous ces points, c’est & dire qui minimise une distance
& un sous-espace engendré... Disons que pour 'instant c’est un peu vague.

La derniére partie consistera a étudier les isométries », c’est & dire les applications qui transforment les bases
orthonormeées en bases orthonormées é. En dimension 2 ce seront des rotations et symétries.

Le programme nous dit de ne pas trop aborder les isométries en dimension 3 (mais les isométries directes”
seront encore des rotations, mais cette fois autour d’un axe).

(1 °) Définitions, exemples. ]
On se place sur un R—espace vectoriel (E,+,.). Le corps de base est R, afin de pouvoir écrie des inégalités.
Remarque : L’an prochain, vous serez amenés & travailler sur des C—espaces vectoriels, et vous parlerez

de formes sesquilinéaires, avec de la conjugaison. Habituez vous bien déja au bilinéaire.

De méme, cette année, on travaillera plutot en dimension finie (espaces euclidiens) parce qu’il
est pratique d’avoir des bases.

L’an prochain, vous aurez des espaces pré-hilbertiens ¢, et ce sera plus difficile de parler de
« bases ».

a. « hilbertien » vient de David Hilbert, un des deniers grands génies des mathématiques ; depuisil y a
des génies de la branche qu’ils étudient, mais peu (a part peut étre Terence Tao) réussissent encore a avoir
une vision de beaucoup de secteurs des mathématiques & la fois
Un produit scalaire est une application qui prend deux vecteurs et calcule un produit de longueurs (pas
forcément vu comme une aire).

Attention, pas tout a fait le produit de leurs longueurs : & ’ancienne il traine un cosinus entre les deux,
qui permet de voir si nos vecteurs sont plutot colinéaires de méme sens

plutot « orthogonaux »

plutot colinéaires mais de sens opposés.

Quand j’étais petit ®, et tant que ’on ne nous avait pas parlé de vecteurs avec des composantes, la définition
était

produit de la longueur du premier par la longueur de la projection du second sur le premier
11 fallait alors prouver visuellement qu’on obtenait la méme valeur en intervertissant les deux vecteurs

9

5. un espace euclidien est un espace vectoriel muni d’une base et d’un produit scalaire

6. les isomorphismes transforment les bases en bases, les isométries transforment les bases orthonormeées e bases orthonormées,
logique...

7. déterminant positif, et méme déterminant égal al, puisque les volumes sont conservés

8. « quand j’étais déja jeune »

9. et comme souvent, ¢’était le prof de physique qui la donnait dans son cours (pour la notion de travail d’une force), parce
qu’il en avait besoin avant que le prof de maths ne ’aborde dans le sien



mais ¢a permettait de bien comprendre que le produit pouvait étre nul justement pour des vecteurs orthogo-
naux.

c produit nul

B

produit
négatif
T x’ T x’
Aprés, on me ’a présenté avec des composantes (< y > , ( y )) — ( y > . < y ) =zx +yy.
Il a fallu me convaincre que c’était bien un calcul de projection, en sachant que ’on pouvait mesurer

z.x' +y.y
Va2 +y2a /22 + v
Et il fallait généraliser en dimension plus grande.
Et peut étre généraliser & des espaces de fonctions, de matrices...

cos(angle) =

D’ou l'intérét & notre niveau de voir ce qui était vraiment capital dans ces « définitions » d’un produit scalaire.
Et justement, on a dégagé '® les idées suivantes :

(un produit scalaire est une forme bi-linéaire symétrique, positive, défini-positive. J
Tous ceux dont on avait I’habitude vérifiaient cela, et en plus, cette notion correspondait bien & une intuition
géométrique.

J’ai tendance & découper en forme bi

linéaire

symétrique

positive

défini-positive

....et pas forcément dans 'ordre indiqué ci dessus
pour y aller étape par étape.

Suivant ’espace et le produit scalaire proposé, ce n’est pas toujours la méme question qui nécessitera le plus
de travail.

Il y a des produits scalaires pour lesquels c’est forme qui est le plus long.

Pourtant allez vous me dire : prendre deux vecteurs et dire qu’on associe un réel, ¢ca n’a rien de compliqué.
Mais qui vous assure que ’objet « calculé » existe.

ay C1
a2 C2 o
Dans (R",+,.) effectivement (| ) ) — E ag.ck ne pose aucun probléme d’existence.
: : k=1
€27 Cn
“+oo
Mais quand on généralise A ’espace des suites réelles ? ((an), (cn)) — E ak.ci n’a aucune raison d’exister.
k=0

On a quand méme la somme d’une série...

10. fin du XIX" siécle



Exercice : On note (F, +,.) Pespace des suites réelles (a,,) telles que la série de terme général ((an)2)n>0

converge (espace appelé Lj).

+oo
Pour a et ¢ dans FE, on veut définir a - ¢ = Zak.ck.
k=0
Montrez que cette série de terme général (ax.cx)r>0 converge, sous la seule hypothése que
les séries de termes généraux ((an)Q)n>0 et ((C”)2)n>o convergent.
1
Exercice : (E,+,.) est I'espace des polynomes. On définit A-C = / A(t).C(t).dt. Justifiez 'existence.
0
Facile. .
(et pouvez wvous vous convaincre que c’est une généralisation des Z ak-cr quand on dit que
k=0
l'intégrale est la limite des sommes de Riemann ».
1
L . A(t).C(t
Mais si je dis « non, on va prendre A - C' = / M.dt », voyez vous le probléme
1 V1—12

d’existence pour une telle intégrale quand ¢ atteint 1 ou —1, ce qui finit bien par lui arriver

quand il parcourt [—1, 1].

Pour les plus rusés : changez de variable en t = cos(0) et dites moi si il y a vraiment un probléme.
Remarque : Et méme plus simplement, pour des matrices a n lignes et k colonnes, pouvez vous me justifier

que je ne commets pas une boulette en voulant poser A- B =Tr(*A.B)?
Vérifiez que e les colonnes de B peuvent tomber sur les lignes de A
e la matrice obtenue est carrée et a bien une trace
Le propriété « symétrique » reposera souvent sur la commutativité d’'une quelconque multiplication.

1
Tl est facile de voir que (A, B) — / A(t).C(t).dt
0

(a, b) — Zak.bk

k=1
(U, V) —' UV sur (R",+,.)°

a. le t de transposition fait que U se couche et peut réceptionner V qui tombe
sont des forme symétriques.

Mais que pensez vous de (4, C) — Tr(*A.C)? A-t-on Tr(*A.C) =Tr(*C.A)?

T z 2 0o 3 i
Et que pensez vousde ([ v |, [ ¥ |D—(z v 2z).| -1 4 =2 Yy’
z Z 1 -2 7 2
T x 2 1 -1 z/
y |, v D—(z y z).| -1 2 ) ( y
z Z 1 -2 7 Z
T ' 2 1 1 x
y ||y D—(z v 2z2). |1 4 =2 ][
z Z 1 -2 7 Z

Selon vous, laquelle des trois sera une forme symétrique ?

Pourquoi montre-ton le caractére symétrique dés que possible 7
Pour ne pas avoir deux linéarités & prouver.
avec Y(d,?), o(d, ¢)=¢(C, )
- —
et pla.d +8.b, @)=a¢(d, T)+pB.o(b, T)
=5 =
Plo.d +8.0, ) = a.(d, _?:) +B.9(b, @)
— —
O(d, B.b +7.7)=B.4(d. b) +7.6(d, 7)
Avec des mots : si on prouve la linéarité par rapport au premier vecteur et la symétrie, on a automatiquement
la linéarité par rapport au second vecteur (on le fait passer en premier, on utilise la linéarité et on le fait repasser
en second).

montrez

Mais de toutes facons, souvent la bilinéarité reposera sur de la distributivité d’une multiplication sur une
addition.



Remarque : | Tr("A.(3.B+~.C) = B.Tr("A.B) +~.Tr(*A.C) est facile & avoir

—+oo +oo —+o0

Conseil : Si vous devez prouver E ag.(B.bg +7v.cr) = a. E ak.bi +. E ak-Ck, partez des deux séries
) k=0 ) k=0 k=0 )
de droite dont ’existence est acquise, et fusionnez pour arriver a la série de gauche.

C’est mieux que de séparer...

oy 1 T Ex g
Dois-j 1 Ef—— ist i 57—57.
ois-je vous rappeler que 2 Pl existe, mais pas 2 A 2 1

Parfois, c’est la positivité¢ qui est la plus difficile & obtenir.

Attention : Pour la positivité, on doit tester un vecteur contre lui méme.
On rappelle que ¢(7, 7) peut étre négatif ; Ou nul.
C’est chaque q§(7, 7) qui doit étre positif.

Pour le produit scalaire usuel, il est évident que 22 + y? + 22 est positif.

1 1
Pour le produit scalaire (A, C) — / A(t).C(t).dt, la positivité de / (A(t))2.dt ne pose aucun probléme.
0 0

Mais pourquoi Tr(*A.A) serait elle positive ?

a d a a b ¢
Calcul : Le produit | & & b |.| o b ¢ | apour trace... je vous laisse voir.
C Cl C77 a?) b” C77
Vi 9
Z X Z,, a b ¢ d
Le produit N K a bV ¢ d | apourtrace... mais c’est trop fort ca !
d d/ d” a” b?’ C” d’?
2 1 1 x
Mais pourquoi ( # y z ). 1 4 =2 |.| y | serait il positif pour tout triplet (z,y, z)?
1 -2 7 z

Aprés tout, 2 +4.9% +7.22 + 2.2.y + 2.2.2 — 4.y.z n’est pas une somme de carrés... Il y a des signes moins.
Et d’ailleurs, un produit comme 2.x.y peut étre négatif...

Calcul : 22 +4.9% +7.2%2 + 2.2.y + 2.2.2 — 4.y.2 ne semble pas avoir un signe évident
(x +y+2)2+3.(y — 2)? + 3.22 est visiblement positif comme somme de carrés de réels.
Développez le pour voir... et dites moi merci.
Parfois enfin, c’est le caractére défini-positif '' qui pose probléme.
Certes, il est évident que si 22 + y? + 22 est nul, forcément = y et z sont nuls.

a/ a??

a
by b a b ¢ d

e Pouvez vous prouver que si la trace de e ¢ o | a b ¢ d | estnulle, alors la matrice
d d/ d” a77 b77 C” d77

est nulle ?

e Pouvez vous prouver que si x2 + 4.y> + 7.2% + 2.2y + 2.2.2 — 4.y.z est nul, alors x, y et z sont nuls.

1
e Pouvez vous prouver que si / (P(t))%.dt est nul, alors P est nul.
0

11. Vimplication ¢(@, @) =0=a = 0



Eléments : Eléments de réponse :
22 +9y2 +22=0= 2=y =2=0 se prouve en écrivant 0 < 22 < 2? +y?> + 22 = 0.

La trace en question est une somme de carrés.

b
Si / ©(t).dt est nulle avec pcontinue et positive, alors pest nulle sur tout ]a, bl.
a

a

On définit z — [ p(t).dt, croissante (¢ positive), nulle en a (/ ...) et en b(hypothése).
Par croissance et nullité aux bornes, elle est constante. ‘

Sa dérivée est nulle. Et c’est fini.

Si le polynome P est nul sur tout ]0, 1[ alors il a une infinité de racines, et il est donc

forcément nul.

Quelques exemples de produits scalaires qu’il est bon d’avoir croisés.

Notations : On va voir qu’on peut construire plusieurs produits scalaires sur (]R2, +,.), dont le produit

scalaire usuel.

Comme il y en a plusieurs, il faut pouvoir varier les notations :

a-7 pour le produit scalaire usuel

o(d, ), (d|<), <, € >, < d|¢ > sont les notations les plus utilisées dans les livres.
!

x z
Pour (| v |,| ¥ |) —— =2’ + y.y/ + 2.2’ je vous laisse tout prouver. Ou prétendre que vous I'avez
/
z z

prouvé au moins une fois.

/
Montrez que (( ch ) , ( ay:/ )) — 422’ 4 5.y + 3.2y + 3.2y est un produit scalaire sur (R?, +,.).

Forme : évident.
symétrique : 4.2.2" + 5.y.y' + 3.2y +3.2".y = 4.2 .z + 5.9 .y + 3.2".y + 3.2.y pour tout quadruplet.

Bilinéaire : facile, mais avec plein de lettres.
Facile : dxa' +5yy +3xy +32y=42"x+5y".y+ 3.2 .y + 3.2y s'écrit aussi

( vy ) 4 3 x’

35 )Ly )
Cette écriture *U.S.V nous simplifie la vie par exemple pour la linéarité par rapport au second
vecteur :

W.S.(a.V + BW) = a.(tU.SV) + B.(tUSW)

pareil pour le premier.

Positive :
On prend deux fois le méme vecteur. On trouve 4.z2 + 5.y2 + 6.2.. Il faut prouver que ceci est positif.
Plusieurs preuves possibles.



On le regarde comme un trindme en z : 4.2% + 6.y.x + 5.y° de discriminant

(6.y)% — 4.4.(5.y%)

le discriminant est négatif, le terme dominant est
positif,

le trindme est de signe constant.

On le regarde comme un trindme en y : 5.4% + 6.2y + 4.2% de discriminant

(6.2)? — 4.5.(4.2%)
le discriminant est négatif, le terme dominant est

positif,
le trindme est de signe constant positif.
2
On le regarde comme un trindme en y/x : x2.(5.(g> + 6.2 + 4)
z x
meéme histoire
On passe en polaires : 0%.(5.cos?(6) + 4.sin*(0) + 6. cos(). sin(h))

g_(g + cos(2.0) + 6.sin(2.0))

2
%.(9 +V/37.cos(2.0 + ©)) et 9 > /37,
4 3 9+v/37 0
On diagonalise < 3 5 > se diagonalise en 8 937
2

via \/ﬁ—l 6
V3T+1 -6

et il reste du travail, & voir peut étre en exercice...

3 V2 9.4°2
On suit la méthode dite de Gauss (la meilleure) | 4.22 + 6.2.y + 5.y = (Q.x + iy) — Ty +5.92

on a cherché un terme en (a.z + B.y)? pour avoir
4.2% et 6.x.y et ensuite, on a compensé les y?

, ) 3 \2 1147
4.2+ 6.2.y+5y° = (2.x + —.y) +

2 4
Cette somme de carrés de réels est positive.

Bref, quelle que soit la méthode choisie, la quantité 4.2% + 6.z.y + 5.32 reste positive. Ou nulle.

Définie positive.
On doit montrer que la seule facon d’obtenir 4.2 4 6.2.y + 5.4 = 0 est de prendre z = y = 0.
2

2
Et c’est facile : si cette somme est nulle, alors (2.:1: + §y> +
2

est nulle, et la seule facon de s’en sortir

est d’avoir

3
= 0 puis 2.z + Y= 0.

On a bien un nouveau produit scalaire sur (R?, +,.).

Ce n’est pas le produit scalaire usuel. La preuve, les vecteurs n’ont plus les mémes normes.
4 a pour norme V4.12 +6.1.0 + 5.02 ce qui fait 2.

4 a pour norme v4.12 4+ 6.1.0 + 5.12 ce qui fait /5.

Et ils ne sont plus orthogonaux entre eux... Pourquoi pas.

Dois je vous rappeler que face & un dessin tel que
celui ci, vous me dites que les vecteurs 7 et j sont
orthogonaux entre eux...




Pour aller plus loin.
!
On peut facilement montrer que toutes les formes bilinéaires sur (R?, 4, .) sont de la forme (( ; ) , ( x/ )) —

(1 0)(7)

R : En effet, t fi bili
emarque n effet, si ¢ es uge orm_e> ilinéaire ona 5 N - o
$@i +y. 7, Ty Ty =ad(T, @ T 4y T ry(G Ty T
li ité t t
par 1near1epar,r J)por a_1>1prem1<3r V(E) egr puis NN RN
$la. i +y. g, o0ty g)=wale(i, 0)+ay (i, 7) +ya'.é(] ) +yye(7.7)
Il me reste a vous convaincre que ( Ty ) i Z . z, de par son format donne

a.x.x +bxy +cx'.y+dyy quiestlaforme attendue.

| o(i,7) o(i. 7)) («
Mieux encore ( Ty ) ( ¢(777) ¢(777) < Y )

Indiquez alors quelles propriétés sont acquises suivant le choix de la matrice

] \ symétrique | positive | défini-positive
oo v )(0)
(¢ v) (8 8) (;:
o3 ) ()
(1))
o0 a1 )-()
o0 s )-()
(3 5) ()

Autre classique.
Montrez que (A, C') — Tr(*A.C) est un produit scalaire sur (M, x(R),+,.).®

a. appelé « produit scalaire de Schur » dans certains ouvrages

Pour « forme », on fait un schéma avec les formats des matrices : YA a n colonnes et k lignes
C a n lignes et k colonnes
tA.C a k colonnes et k lignes

sa trace existe

Précis : On écrit méme des formules pour les termes généraux :
A a pour terme général o] = a}
C a pour terme général c.
Le produit *A.C a pour terme général Z ag.cf.

j .
La produit *A.C a pour termes diagonaux Z o .c

J
Le produit *A.C' a pour trace Z Z ..
i g
On trouve finalement Z Z a?.c?.
i J

La symétrie repose sur Tr(*M) = Tr(M) appliqué a M =* A.C.
La bilinéarité est acquise par simple calcul sous la forme Tr(*A.(8.B + ~.C)) sans redescendre jusqu’aux coef-
ficients.




La positivité se contente de dire »si on prend A = C, on a la somme Z Z(a;‘-)z.

i
Et si cette somme est nulle, c’est que tous ses termes sont nuls. Et ce sont tous les coefficients de la matrice.

On a donc un produit scalaire sur (M, (R), 4+, .) qui va nous permettre de mesurer la « norme » d’une matrice,
et de tester la colinéarité ou au contraire ’orthogonalité de matrices... Dans un premier temps, ¢a semble
étrange.

Mais j’ai quand méme un truc simple & vous dire :

Pour ce produit scalaire sur (M, (R),+,.), les matrices symétriques sont orthogonales aux matrices
antisymeétriques.

a b c 0 a p
Preuve : Calculez le produit scalaire de b d e | et —a 0 v | en calculant la trace de
c e f -8 = 0
a b c
b d e |.V et généralisez.
c e f

Non ! Ne généralisez pas. Soyez plus simples.

Si S est symétrique et A antisymétrique, alors on a ¢(S, A) = Tr(*S.A) = Tr(S.A) car S
est symétrique.

Mais on a aussi ¢(A, S) =Tr(*A.S) =Tr(—A.S) = -Tr(A.S) =Tr(S.A).

Or, ¢(A, S) =¢(S, A).

En mettant bout a bout : ¢(A4,S5) = —¢(A, S) puis ¢(A4,5) = 0.

Et quelle est la norme des matrices de la base canonique.

Montrez que toute matrice de trace nulle est orthogonale & la matrice I,,.

Remarque : Un colléegue de Spé se plaignait parfois auprés de moi « tes éléves, quand dans un devoir ils croisent
le produit scalaire (A, C) — Tr(*A.C), ils perdent du temps ».

J’étais quand méme heureux de voir que je ne leur avais pas menti : on croise ce produit scalaire
dans plusieurs sujets de concours

J'étais quand méme heureux de voir qu'ils se débrouillaient quand méme bien sur ces questions et
avaient les points.

Mais ensuite, pour un concours comme Mines Ponts ou centrale (et plus si affinités), le correcteur

attend la rédaction suivante :
n.k

« apres calcul sur les coefficients, on trouve , c’est donc le produit scalaire canonique sur (R™", +,.) ».
Je m’explique en taille 3 sur 3.
ai i aj
Vous partez de ay ok & et la méme avec des c¥.
az ai ai
ay o
as ch
] al ck
Vous créez deux vecteurs de taille 9 : [ a2 [ et | &
ag C3
Vous calculez leur produit scalaire usuel ai.ci + a3.c3 + ...+ a3.c3.
Troisiéme exemple.
1 s
(E,+,.) est l’espace des application continues 2.7w.—périodiques. Montrez que (f, g) — —. f(t).g(t).dt

T J-xn

est un produit scalaire.

L’existence fait appel au seul mot clef « continuité ».
La symétrie utilise la commutativité de la multiplication dans R.
La bilinéarité utilise la linéarité de l'intégrale et la distributivité de la multiplication sur ’addition.
La positivité a juste besoin de dire « fonction carré positive, et bornes dans le bon sens ».
™
Et si maintenant on prend f et suppose / (f(t)2dt=07

—T

Avec le mot clef « continuité », on obtient que f est nulle en tout point de [—m, 7| (par ’absurde ou preuve

10



déja rédigée plus haut, & maitriser pour les concours) ; mais alors par périodicité, f est nulle partout. 12

Maintenant, il y a des choses & observer :

eToute application paire est orthogonale & toute application impaire.

Oui, par orthogonale 4, j’entends ¢(f, g) = 0.

Aprés, je ne dis pas que ¢a se voit sur le graphe des fonctions, ¢a devient une propriété non visuelle pour
laquelle on ale support visuel de (R?’, = +,.) mais dans lequel on bascule I’exposant 3 en oo...

e Chaque 0 — cos(p.0) est orthogonale & chaque 8 — cos(q.0) (p et ¢ entiers distincts)

e Chaque 0 — sin(p.6) est orthogonale & chaque 6 — sin(q.0) (p et ¢ entiers distincts).

™

11 suffit de savoir calculer des / cos(p.f). cos(q.0).df en linéarisant. 13
—T

Aprés, on peut se poser des questions « quelle est la fonction du type a.cos(t) + b.sin(t) qui fait ’angle le

plus petit avec une fonction donnée & ’avance » ...

La formule vous semble flou, et étranges... c¢’est normal.

Une remarque en passant, mais on est déja passé dessus depuis longtemps.
Quand on exploite la bilinéarité, c’est comme si on utilisait de la distributivité :

(60T +8.F, 7.2 +6d) = ... = ar.8(2, 0) + a.8(@, ) + B1.0(D, 7) + B.3.6(3, D))

Et plus généralement :

n

o( e, Sov) =3 ano(elal)
=1 =1

=1 k=1

n n
en sachant que I’écriture gzﬁ( Z oz,;.?,?, Z%ED est la porte ouverte aux pires bétises...
i=1 i=1 N
Bientot : ‘ Que va donner cette formule pour des vecteurs e; tous de norme 1 et tous deux & deux

orthogonaux ?
Et aussi pour un vecteur face & lui méme

[qz)(a.ﬁ 4B, T +B.) =a2d(T, @) +2.0.8.0(F, b))+ 826V, D) ]
en profitant aussi de la symétrie.

n
Remarque : Et gb(Zai.a»), Zai.e_», ¢a donne quoi ?
i=1 i=1
[2 °) Inégalités, égalités, norme. J
L’inégalité fondamentale & démontrer est ici celle de Cauchy-Schwarz.

2
Pour tout produit scalaire ¢ sur (E, +,.), on a (¢(7, ?)) < ¢(7, 7) X qb(?, 7) pour tout couple (7, 7ﬂ

Remarque : J’aurais pu m’épargner cette année quatre ou cing démonstrations, faire celle ci une fois pour toutes,
et vous dire ensuite « on applique linégalité de Cauchy-Schwarz pour tel produit scalaire sur tel
espace ».

=\ 2 —
On la reformule (qﬁ(?, b )) <P x || 6] en commengant a parler de la norme associée.
— —
Bt aussi [¢(@, b)| < |[@|]° x || §]|*.

Le produit scalaire des deuz vecteurs est plus petit que le produit de leurs normes.
La preuve est toujours la méme, et toujours aussi belle.

%
On se donne @et b. N N
Par positivité du produit scalaire, chaque ¢(A.7 + b, \Nd+ b ) est positif.

12. gagnez des points aux concours sur les éléves qui n’ont pas assez de recul et se satisfont de « f est nulle en tout point de
[=m, 7] », il faut quand méme cet argument de périodicité pour dire « donc nulle partout » ; et c’est le grand défaut des éléves
trop « gentillets » de ne pas se rendre compte qu’ils s’arrétent au tiers du chemin juste parce qu’ils ont prouvé un truc... on n’est
plus au collége, vous devez batir des raisonnements et pas juste résoudre des exercices

13. linéariser, c’est transformer un produit de lignes trigonométriques en somme
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Par bilinéarité, chaque \2.¢(@, @) + M\.o(@, ? Y+ N g @) + ,?) est positif.

Par symétrie, chaque A\2.¢(@, @) + 2.X.¢(, T )+ (b, b).

Ce trinéme du second degré reste donc de signe constant posmf

Son discriminant est donc négatif ou nul. Et c’est ca : (2.¢(d, 7 N2 —4.0(4d, 7).(;5(7, Z}) < 0.

Remarque : On note qu’on a presque tout utilisé du prodult scalaire :
positivité, bilinéarité, symeétrie.
Il manque défini- posmve ? C est la suite.
Iy a égalité de (¢(d, b))% et (@, @).o( b T ) si et seulement si le trindme a un discriminant nul.
ceci revient & dire que le trlnome admet une racine.
1l existe Ao vérifiant ¢()\0 + b No. @ + b)
. N A
ceci force \g. @ + b A étre nul.
[L’inégalité de Cauchy-Schwarz devient une égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires.. ]

A quoi va-t-elle servir,
a part & montrer des (Tr(*A.B))?> < Tr(*A.A).Tr(*B.B) qui donnent par exemple Tr(A))? <
n.Tr(tA. A)

b b
/ f@) g / (f(t))Q.dt./ (g(t))?.dt qui donnent le principe d’incer-

titude d’ Helsenberg
Elle sert & une chose géniale : mesurer des p—angles.

e m’explique. Si on donne ¢, forme bilinéaire symétrique défini positive, on peut mesurer
e des produits scalaires gb(?, b)

e des ¢p—normes : || d ||y = /o(d, @)
o(@, D)
e des ¢p—angles : 0 = Arccos(ﬁ—)
I l]s-1I1 0[]

Qu’est ce qui nous aurait empéché de le faire ?

6(3. D)

e Que W ne soit pas entre —1 et 14, et justement, Cauchy et Schwarz nous disent qu’il y est.
a @ b 1)
e Que cela manque de cohérence ?

_>
@, b
Pour que Arccos(quotient) vaille 0, il faut et il suffit que j(ﬁ)— soit égal a 1. Cas d’égalité dans l'inégalité de
Il &l

Cauchy-Schwarz : vecteurs colinéaires de méme sens ! Super ! 5

%
. ) . , b ) .

Pour que Arccos(quotient) waille w, il faut et il suffit que H_(q(#% soit égal & —1. Autre cas d’égalité dans

g-l110 e

linégalité de Cauchy-Schwarz : vecteurs colinéaires de sens opposés ! Génial

4
Maintenant, définir angle entre ( (1) ? ) et ( (1) ; ), et le trouver égal a Arccos(g), ¢a peut vous laisser

un peu dubitatif.
Lo . . e e . 2 1 .
Mais si je vous dis que la matrice symétrique qui fait le plus petit angle avec < . b ) est ( ¢ ), moi

0 1 b
je commence & trouver c¢a joli (quoique pas évident).

Mais dans la formule de Cauchy-Schwarz, je commence & parler de norme d’un vecteur.

On se dit qu’il est naturel de poser [HE)H(;S =vo(d,d )j

Mais ceci a-t-il bien un sens ? ceci définit il bien une norme ? Au sens SPHIE ?

14. impossible de définir Arccos(—2), sauf pour Xcas qui ma répond fort justement ¢.1n(2)

12



Existence de la norme
Positivité de la norme

caractére positif du produit scalaire : (;5(7, 7) >0

Homogénéité bilinéarité : ¢(a. @, a. @) = o.¢(d, ) puis on passe a la racine,
avec une belle valeur absolue & ne pas oublier

Séparation c_a)ractére défini-positif du produit scalaire : ¢(d, @) =0= d =

Inégalité triangulaire On se donne @ et ¢, et pour comparer || d + || et [ ||+ ]|,

comparons leurs carrés :
@+ =p(d+7¢, d+7)=o(d, d)+6(<, C)+2.6(d, 2)
(1 + |I7II) = H_>||2 +[I 212 +2 II?lI H?H

On retrouve les mémes termes ||@|*> et ||| Et sinon
2. ||| €|| Pemporte sur 2.¢(d, )

On a donc établi :

[Quand on a un produit scalaire ¢ sur (F,+,.), alors on a une norme sur (E,+,.). ]

Pour divers exercices, on vous demande de montrer que @ — un truc est une norme sur un espace vectoriel.
11 vous suffit en général de prouver qu’elle est issue d’un produit scalaire & trouver par vous méme.

| espace | norme \ produit scalaire
1
c°([o, 1],R) fr— \// )?.dt (f, 9)— | [f(t)-g(t).dt
0
M, (R) M s /Tr(*M.M) (A, OYTr(*A.C)
, 2 3
(R2,+,.) (z, y) — /2202 + 6.2y + T.y2 (s,),(c,)»—>(a a )<3 7)(5,)
a c 1 2 3
(R3,+,.) (z, y) — V22 +4ay+ 622+ 1392 + 10.22 + 12.y.2 a |, ¢ |—(a dd a )2 13 6 |.
a” c’ 3 6 10

Dans la colonne norme, on a deux normes classiques, puis des normes un peu étranges.

Pour chacune, vous sentez peut étre que l'inégalité triangulaire risque d’étre longue a établir, avec des racines,
des carrés...

C’est pourquoi je vous recommande plutot de les attaquer par la colonne de gauche, de montrer que vous
avez bien des formes bilinéaires symétriques positives, défini positives. Et Cauchy et Schwarz feront le reste...

1 2 3 T
Remarque : Enfin, il faudra quand méme que vous prouviez que ( T Yy z ) 2 13 6 oy
3 6 10 z
donne bien /22 + 4.2.y + 6.7.2 + 13.y2 + 10.22 + 12.y.2.
a c 1 2 3 c
Mais arrétons nous sur a |, ¢ — (a o o) 2 13 6 |.| ¢ justement. Pour
a” c” 3 6 10 c’

nous entrainer.

Forme : formats compatibles.

Bilinéaire : 'U.S.(a.V + b.W) = a.'U.S.V + b.!U.S.W par distributivité du produit matriciel.

Symétrique : U.S.V et 'V.S.Y'sont égaux car on passe de ’'un & ’autre en transposant le réel '>

Positive : 22 +4.2.y+6.2.2+13.92+10.224+12.y.2 = (z+2.y+3.2)? —4.92—-9.22—12.9.2+13.92+10.22 +12.y.2
22+ 4y 4602+ 13.9% +10.22 +12.y.2 = (2 + 2.y + 3.2)2 + 9.y + 22

c’est une_somme de _carrés de réels
Défini pos1t1ve si la somme de carrés est nulle, c’est que..

Apres, avec ce produit scalaire, on a des déceptions...

Il ne mesure rien comme on a I’habitude : ¢ a pour norme 1
7 a pour norme /13
k a pour norme \ﬁ

Pangle entre 7 et 7 est Arcsi ( 2 )
angle entre 1 € es rcsin| ——
& 7 1/13

- =
i + j apour norme /18 (faites le calcul)

15. tU.S.V est un réel, matrice 1 sur & ; il est donc égal & sa transposée ; sa transposée est {V.!*S.U ; comme S est symétrique,
c’est fini
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mais il reste cohérent : |7 + 7112 =72+ ||7|1? + 2.6(7, )

S’ils avaient été orthogonaux, ¢a se serait appelé théoréme de Pythagore. Comme ils ne le sont pas, ¢a s’ap-
pelle Al Kashi.

On est dans une géométrie différente... Les angles ne sont plus les mémes, la régle se déforme quand vous
I'inclinez...

Cthulhu : Pour rendre angoissant son univers, Lovecrft n’hésitait pas & qualifier les géométries des piéces ol
se trouvaisnet ses personnages de non euclidiennes ».

Je n’ai pa srrtrouvé le passage ou il parle d’angles dont la somme dépasser 180 degrés.

"Ignorant tout du futurisme, Johansen atteint quelque chose qui y ressemble fort lorsqu’il parle de
la cité. [....] Il avait précisé que la géométrie du lieu de réve qu’il avait aper¢u était anormale,
non euclidienne, et qu’elle évoquait de facon abominable des sphéres et des dimensions distinctes
des notres. [...] Le soleil méme paraissait déformé dans le ciel lorsqu’on apercevait & travers les
miasmes polarisants qui sourdait de cette perversion trempée de mer, et la menace dénaturée, l’attente
angoissante se tapissait en ricanant dans ces angles follement insaisissables de roches taillées.”

Howard Phillip Lovecraft « La Folie venue de la mer, chapitre 3 de la nouvelle L’ Appel de Cthulhu »
Ne me dites pas qu’a votre age vous n’avez pas lu des livres ou nouvelles fantastiques et/ou flippantes

. de H-P.Lovecraft, ! . . L
Pourtant, si, la géométrie ainsi définie est quand méme qualifiée d’euclidienne. Car les longueurs et angles se

mesurent par un produit scalaire.
Quand on travaille avec un produit scalaire, la somme des angles d’un triangle vaut 7.

Il y a effectivement des normes qui ne sont pas issues d’un produit scalaire. On les qualifie de normes non
euclidiennes.

retrouvez dans les normes ci dessous celles qui sont issues d’un produit scalaire de maniére visible (trouvez
le produit scalaire), et celles qui ne le sont pas (sans preuve & ce stade du cours).

sur R?
Va2+y? | Mazx(|z],[y)) | \/4 2’462y + 742 | 2] + [2.9]
sur CY([0, 1],
¢ |z Sup(£®)] | £ € 0, 1) ¢ IRE | s
sur M, (R)
Tr(*M.M) sup(2|ag'| | j <mn) Tr(tM.*tP.P.M) > lal]

Les normes issues d’un produit scalaire sont quand méme plus riches, elles permettent de faire plus de choses.

Du produit scalaire a la norme et vice versa.

Il faut savoir définir la norme & partir du produit scalaire, et vice versa.

Un sens est évident et c’est la définition :

si vous connaissez ¢ pour tous les couples de vecteurs, vous connaissez la norme de chaque vecteur

1]l = Vo(d, ).

Mais réciproquement, si vous connaissez la norme de tous les vecteurs, pouvez vous retrouver les produits
scalaires des couples de vecteurs ?
Remarque : Si vous avez juste une régle, mais que vous pouvez mesurer toutes les longueurs, pouvez vous
reconstruire les projections, les angles...
Avec un double décimétre, pouvez vous mesurer les angles d’un triangle 7

On part des formules dé développement et symétrie du produit scalaire :

Wd+7, d+72)=¢(d,d)+ (¢, 7)+2.0(d,7)

ST -2 @ D)= (2. D)+ 62— 2,002, )

Je le redis : (||@ + 2|2 = [| 2|2 + || C|] + 2.0(T, ) W
EI7—7IQ=I7II2+I_>II2 2.0(d, )
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7 ? 2 115112 ? 2
Et je les exploite : [¢(d, ?):” + el — [[ll” = 1<l

2
_@P+ 1P - 11@ — 2P

N
o2, 7)< 12202 =2
On les appelle formules de polarisation.
Remarque : On pourrait aussi bien les appeler formules d’Ale Kashi. Si det @ sont les deux cotés
. o . BC? — AB? — AC?
d’un triangle, @ — Cest le troisiéme cOté, et on n’est pas loin de 5 =

AB.AC. cos(angle)...
Sinon, ces formules ont une cohérence, le produit scalaire est comme un produit de longueurs.
dans le membre de droite, on a des carrés de normes...

Je vous en offre une de plus, qui fait disparaitre les produits scalaires : ||@ + €||? + ||@ — €|? =

2|72 + 2.2

11 suffit de développer le premier membre et de voir partir les ¢(7, ?) tantot avec signe plus tantot avec

signe moins...

Celle ci porte le nom d’identité du parallélogramme.

On peut se dire que @ et @ sont les cotés, tandis que d + et d — Tsont les diagonales...

Ensuite, ce qui me turlupine est le fait que le programme officiel demande de vous présenter 'interprétation

géométrique...

En présentiel, je fais un dessin au tableau... puis je reste dubitatif.

Disons que si. Il y a un exercice un peu long mais joli.

Si la norme est issue d’un produit scalaire, alors elle vérifie 'identité du parallélogramme.

Mais on a la réciproque. Si la norme vérifie 'identité du parallélogramme, alors elle est issue d’un produit
scalaire qu’on reconstruit par les identités de polarisation.

On suppose que 'identité du parallélogramme est vraie pour tout couple (7, ?)

_ @+ - el - @|p

On définit (;5(7,?) = . II reste juste a vérifier que cette chose est bien alors

une forme bilinéaire, symétrique, positive, défini positive. Juste en utilisant les propriétés de la norme, et
I’identité du parallélogramme.

A premiére lecture, vous pouvez sauter ce qui est ici donc un exercice :
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Remarque :

Soit N une norme sur un R—espace vectoriel (E, +,.) (application positive, séparante, homogéne,
triangulairement inégalitaire). On suppose de plus qu’elle vérifie 'identité du parallélogramme
: N(u+v)?+ N(u—v)? =2.(N(u)?+ N(v)?) pour tout couple de vecteurs (u, v).

a- Montrez que c’est le cas dans les cas suivants :

(M, (R), +,.) (Co(R,R), +,.) (R%,+,.)
> (ah)? \// f(t)2.t.dt Vr?+4zy + 5.2
ik
R+, ) (X, +.)
Vaz+4dxy+5y2+22 | /P0)2+ P P(2)2 + P(3)2 + P(4)2
b- Montrez que ce n’est pas le cas pour
(MH(R)7+7') (CU(R7R)7+7') (R2’+7')
Max( Y Jaf [[1<i<n) | Max(f@)[te[-1,1) | Maa(z+yl, |z yl)
k=1
(R37+7') (RQ[X]7+a)
ly+zl+lz+z+lz+yl | Max(lP(O)], [P/(0)], [P7(0)])

méme si ce sont des normes (si ¢a vous gave, passez a la suite)
On veut montrer que sous ’hypothése “IDENTITE DU PARALLELOGRAMME”, N est une

norme euclidienne, issue d’un produit scalaire.

N 2 _N(u—v)?
¢- On pose donc “tout naturellement” : ¢(u, v) = (utv) (u-v) pour tout

N(u+v)? — N(u)? — N%v)%

couple de vecteurs. Vérifiez alors ¢(u, v) =

d- Montrez que ¢ est une forme symétrique, positive, défini positive.

e- Montrez pour tout triplet (u, v, w) : ¢(u+w, v)+ ¢(u —w, v) = 2.¢(u, v) (indication
: dans Uhypothese de l'identité du parallélogramme, remplacez v par u + w et u — w).

f- Déduisez ¢(2.u, v) =2.¢(u, v).

g- Déduisez aussi : ¢(u +w, v) = d¢(u, v) + d(w, v).

h- Montrez pour tout n de N : ¢(n.u, v) = n.¢(u, v).

i- Montrez pour tout n de Z : ¢(n.u, v) = n.¢(u, v).

Jj- Montrez pour tout r de Q : ¢(r.u, v) = r.¢(u, v).

k- Montrez pour tout t de R : ¢(t.u, v) = t.¢(u, v).

1- Déduisez que ¢ est un produit scalaire, puis que N est bien la norme qui en est issue.

Bref, une norme est issue d’un produit scalaire si et seulement si elle vérifie I'identité du parallélogramme.
C’est ce qui va nous permettre de rejeter des normes comme Sup(|f(t)| | t € [0, 1]), |z| + |y| ou
n

Sup(Y_lail | j < n}.
i=1

Remarque :

Essayez les formules de polarisation avec une norme telle que (x,y) — Sup(|z|, |y|), vous
obtenez un truc atroce.
Essayez les formules de polarisation avec une norme telle que (x,y) — 7.22 + 8.2.y + 9.2,
vous obtenez un truc trés cohérent.
r+a)? —x?—a?

2

Les 22 donnent des z.z’. Essayez :

Les 32 donnent des y.y/'.

/

(z+2).(y+y) —zy—2ay
5 )

/ /
Les z.y donnent nyé’# Essayez :

Aprés, je reconnais que 'identité du parallélogramme intervient peu aux concours.

Dernier truc idiot sur le norme, mais il aut quand méme que je le dise :

llg

@1 est un vecteur non nul, alors =, est un vecteur normé. ]

Je sais, quatre cingt quinze pour cent de vous disent »beh oui, c’est évident ». Qui est le cinq pour cent de
quarante huit qui écrit « je dois apprendre c¢a par coeur ».

Je me permettrai ensuite de vous demander de comprendre quelle propriété de la norme et du produit scalaire
vous sert pour cala.
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[3 °) Orthogonalité, bases orthonormées. ]

Une fois que 'espace \gctoriel (E,+,.) est doté d’un produit scalaire, on peut mesurer les angles entre les
vecteurs : Arccos(”(bci |a| ]?c) | )
Et sans aller jusque la, on peut se contenter de regarder si deux vecteurs sont orthogonaux.
@ et ¢ sont orthogonaux pour ¢ si et seulement si gb(?, ?) = 0 (pas de fleche, c’est un réel).
Elémentaire : | Le vecteur nul est orthogonal & tous les autres.
C’est le seul vecteur orthogonal & tous les autres (testez le contre lui méme, utilisez le
caractére défini positif).
C’est le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs d’une base (passer de « & tous les vecteurs
d’une base & « & tous les vecteurs » par linéarité et appliquer le résultat précédent).
La relation « étre orthogonal & » est symétrique
n’est pas vraiment réflexive
n’est pas transitive (déja dans le plan...)
Est il possible que det @ soient colonéaires et orthogonaux entre eux ?
Tout aussi élémentaire, mais important mine de rien.

On se donne un vecteur @ non nul, alors {@ | ¢(@, @) = 0} est un sous-espace vectoriel de (E,+,.) (Por-
thogonal de @a voir dans (R?, +,.) comme un plan orthogonal & @).

Vous vous apprétez a le faire par « stable par combinaisons... ».

Non. On le fait par « noyau de U —s ¢(7, 7) ». Cette application est une forme linéaire (et non plus bili-
néaire car on a figé un vecteur). Son noyau est ’ensemble cherché. Et comme c’est le noyau d’une application
dont 'ensemble image est R, on déduit que ce noyau est de dimension dim(F) — 1.

Réciproque : | Tout sous-espace vectoriel de (E,+,.) de dimension dim(E) — 1 peut il se mettre sous la
forme « les vecteurs orthogonaux & un vecteur non nul » ?

Pare exemplg dans (R?,+,.) le plan d’équation 2.z +y — z = 0 est le plan orthogonal &

- =
2.1 + j — k pour le produit scalaire usuel.

T T
Mais quel est son vecteur normal pour le produit scalaire (| v |,| ¥ |) +—
z 2
2 1 3 x’
(z y z).[ 1 2 4 Y
3 4 9 z

Attention, 'orthogonalité dépend du produit scalaire choisi...

Notation : En présentiel, j’utilise la notation « orth¢gonal » pour faire marquer que c’est pour ¢.

Mais je doute que mon correcteur orthographique accepte...

Les vecteurs i et j sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel, celui en z.2’ + 3.y (oui : 1.04+0.1 = 0).
Mais ils ne le sont plus pour le produit scalaire en 41.z.2" — 12.2".y — 12.2.y/ + 34.y.9/.

La preuve : 41.1.0 — 12.0.0 — 12.1.1 + 34.0.1 = —12. Ils forment entre eux un angle obtus pour ce produit
scalaire.

Autre exemple : ( _34 ) et ( i ) sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel (calcul : 4.(—3)+3.4 = 0).
Mais ils ne le sont pas pour le produit scalaire 41.z.2" — 12.2".y — 12.2.y' + 34.y.9/'.

la preuve : ( —4 3).(_4112 EZQ>.(Z>=(—4 3).(17050)=0.

Ah tiens, si ! Cous de chance ?
Exercice : Pouvez vous trouver un couple de vecteurs (non nuls) qui soient orthogonaux a la fois pour

!/
le produit scalaire usuel et pour le produit scalaire en ( Ty ) . ( ? é ) . ( ayc/ ) ?

Digression en passant.

On prend un espace de probabilités (2, P), et des variables aléatoires.

On définit alors ¢(A, B) = E(A.B) — E(A).E(B) (espérance du produit moins produit des espérances).
Pouvez vous prouver que c’est une forme bilinéaire symétrique, positive ?

Pour positive, vous devrez montrer E(A%) — (E(A))? > 0. C’est la positivité de la variance. Elle vient de
E((A - u)?) avec u = E(A).
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Ca ne fait pas un produit scalaire. mais on n’en est pas loin (il manque défini positif)..

Le probléme est que les variables aléatoires constantes sont orthogonales & toutes les autres. Et ont une
« presque norme » nulle.

Mais ensuite, des variables aléatoires indépendantes 'une de ’autre sont orthogonales pour ce « presque
produit scalaire ».

Il y a des idées 1a derriére.

Mais revenons plus terre & terre.

Montrez que les matrices de la base canonique de (M,,(R),+,.) (des 0 partout et un 1 qu’on proméne) sont

orthogonales entre elles pour le produit scalaire usuel en Tr(*A.C).
1 ™
Montrez que ¢, est orthogonal & ¢, (p # ¢) pour le produit scalaire (f,g) — —. f(t).g(t).dt.

L

T T

1
Je vous fais le second : cos(p.t).cos(q.t).dt = 7 cos((p + q).t) + cos((p — ¢).t)).dt.
e a )
sin((p+q).t) | sin((p—q).t)
Ptq + P—q

Question : Que se passe-t-il pour p égal & ¢ 7 Qu’est ce qui vous empéche d’intégrer avec des sinus ? Que
trouvez vous quand méme ?

On intégre avec des [ ] . Comme p + q et p — ¢ sont entiers, les sinus donnent 0.
t=—m

Quel est 'avantage de cette orthogonalité quand on I’a.

J’en vois trois :

e montrer qu’une famille est libre (et si elle a le bon cardinal, que c’est une base)

e pouvoir décomposer aisément un vecteur sur une base orthonormée

e récupérer la projection orthogonale d’un vecteur sur un sous-espace juste avec des produits scalaires.

[Toute famille de vecteurs deux & deux orthogonaux et non nuls est libre.

Application sans tarder : la famille (cg,c1,...¢p,...51,82,...54,...) avec mes notations habituelles (¢, =
0 — cos(n.0) et s, = 0 — cos(n.f)) est libre.
On suppose les u, deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire ¢ et non nuls.

On prend des réels «; et on suppose Z PRTIAE 0 L’objectif est la nullité des «; .

Méthode 1 : 0= ¢(e_1>, 0) = qb(el, Zai.ul ZO‘Z qb €1, ez) = 0. ¢(61,el) et comme ||el|| est non

nulle, oy est nul.
On falt de gleme avec les autres.
Méthode2: | 0=o(0,0)=o(> o, > o). Zal ajo(er,e]) = Z( D21

7
Pour que cette somme de reels positifs s01t nulle il faut que chaque réel le soit. Et comme

aucun || || n’est nul, c’est la faute aux o.

Avantage de ce théoréme :

e on peut prouver que des fonctions forment une famille libre

e si la famille orthogonale (voire orthonormée) a le bon cardinal, elle forme une base de I’espace vectoriel en
question.

e sur une base orthonormeée, il devient facile de décomposer un vecteur.

Remarque : Pardon 7 On est pa_s>sé d’orthogonale & orthonormée ? Oui, il suffit de renormer les vecteurs

de la famille en W
¢

18



Exemple : On se donne quatre réels distincts a, b, c et d.

On montre que (P, Q) — P(a).Q(a) + P(b).Q(b) + P(c).Q(c) + P(d).Q(d) est un produit
scalaire sur (R3[X],+,.).

Ici, le seul point & éclaircir est « défini-positive ».

On prend P, on calcule (P(a))? + (P(b))? + (P(c))? + (P(d))?. C’est un réel positif.

Il est nul si et seulement si P est nul en a, b, ¢ et d, ce qui lui fait trop de racines : il est nul.

On considére alors les trois polynomes o Athos(X) = (X — b).(X — ¢).(X — d)
e Porthos(X)=(X —a). (X —¢).(X —d)
o Aramis(X) = (X —a).(X —b).(X —d)
e Dartagnan(X) = (X —a).(X —b).(X —¢)
Ils sont tous dans (R3[X],+,.).
Et ils forment une famille orthogonale pour ce produit scalaire (simple calcul, on somme
quatre termes mais A chaque fois un des facteurs est nul).
Ils forment donc une famille libre, et méme une base...
Et attendez, ce n’est pas fini.

Pour décomposer un vecteur sur une base orthonormée, il suffit d’effectuer des produits scalaires.
Pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs sur une base orthonormée, on effectue des produits.

ﬁ
Soit en effet (&1, ...,e,) une base orthonormeée '® de (E,+,.,$)'7 et @ et b deux vecteurs.
n n

On les écrit a priori sur la base @ = Zak.e_k) et b = Zb’j.e_j).
k=1 j=1

On calcule ¢(@, e]) en développant par bilinéarité :

n
qﬁ(? E) Zak.¢(e_;€>7 EZ) mais tous les ¢(e_k>, e_f) sont nuls, sauf un qui vaut 1.

k=1

¢(d,e) =
C’est une formule & lire maintenant de droite a gauche '®, elle nous donne les composantes du vecteur sur la

base orthonormeée.

noo = =
= _ o(d,el)
Sans norme : | Si la famille est juste orthogonale et pas forcément orthonormée, on a E —.

ko= 1¢(€2761)

_>
’L

n
Ou meme @ — Z |a Hcg %W
e; el e
=1

C’est dans la dermere que I’ on voit le pl us de cohérence.
On calcule ensuite d) a, b Z ag.Bj.¢ ek, e])

On a certes n termes, mais il n’en restera que n puisque seuls les cas k = j donnent un terme non nul.

Zak Bre

Je vous lalsse ecrlre la formule dans le cas « orthogonale ».

Et dans le cas @ = b

Et je vous laisse remplacer ay et S par leurs valeurs. C’est votre boulot. le mien est de vous donner le nom
de cette formule : Parseval.

Parseval

n n n
@ = o(@.a).a 6(@,5) =S 6(@,a).6(F,eh) 1@ = |3 (6@, &)
k=1 k=1 k=1
Elle sera surtout pratique en dimension infinie pour les séries de Fourier, pour connaitre les coefficients d’une
fonction C! 2r—périodique sur la base des ¢, et des s,...

16. collage pour deux a deux orthogonaux et normés, version rapide : d)(e_f, e_J)) = 55 qui vaut 0 sauf pour i = j

17. la notation avec les deux lois, et ¢permet de dire qui est le produit scalaire
18. politiquement, c’est rare les passages de droite & gauche, & part Jean-Luc Romero
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Exemple : Reprenons la base de (R3[X], +,.¢) notée (Athos, Portos, Aramis, Dartagnan) ®

Les vecteurs ne sont pas normés, normons en un :

||Athos||? = (Athos(a))?+ (Athos(b))? + (Athos(c))?+ (Athos(d))? = ((afb).(afc).(afd))2

(X —0).(X —¢).(X —d)
(a—0b).(a—c).(a—d)

et trois autres du méme modéle.

Les quatre polyndmes sont alors

Les polynomes de Lagrange !

Et comment décomposer une fonction ? En effectuant des produits scalaires.

¢(P, Athos) = P(a).Athos(a) + P(b).Athos(b) + P(c).Athos(c) + P(d).Athos(d) = P(a)
X—-b.(X—-0c).(X—-d

On  décompose donc  P(X) = P(a).( ) ©)-{ )

(a—"b).(a —c).(a —d)
(X —a).(X —b).(X — c)‘

P(d).
(d) (d—a).(d=b).(d—c¢)
Vous vous étiez douté que cette décomposition reposait sur une histoire de produit scalaire ?

a. juste parce que j’avais dit trois polynomes alors que j’en définissais quatre

Attention : Si vous travaillez avec le produit scalaire usuel, la notion se fait avec un point.
Et vous allegez Zd) a ez eZ en @ Z—> _>
Prenez une loupe pour ne pas vous planter : 7 el el et non pas d.el el

Il y a un point du produit scalaire vecteur contre vecteur
et Pautre de la loi externe réel fois vecteur.

n
Je vous recommande de distinguer les statuts : Z a - 67 X e“ avec parenthése et x.
k=1
Combien des fois ai-je vu des Z d - €€ terminer en Z - lel?
k=1 k=
Matrices : La formule @ = 2(7 ) x el se lit aussi @ = Z e_Z) meéme si c’est étrange
_ k=1 k=1
d’écrire b x 4 a la place de 4. b .
Mais si l’on est sur ’espace usuel (R", +,.), le produit scalaire se calculer par « colonne qui
T
tombe sur ligne » comme ( a b c ) y
z
3 a x
Notre somme prend la forme Z b . ( a b c ) oy
k=1 \ ¢ z
3 a x
On factorise (Z b |.(a b c)) Yy
k=1 \ ¢ z
3 a
Et Z b |. ( a b c ) doit bien étre en effet la matrice unité si (e_f, &3, 6_3>) est une base
k=1 \ ¢
orthonormée.
1 0 0 2/3 1/3 —-2/3
Testez avec (| 0 |, 1 |,[ O ])oumeme (| 2/3 |,| —2/3 |, 1/3 ).
0 0 1 1/3 2/3 2/3

Gros avantage : sur une base orthonormee on retrouve les formules dont on a !’ habltude

C’est comme si vous calculier @. b = .z "fyy+z.2 et || D)2 = 224y?+22 en éerivant @ = x.6{+y.€3+2.€3.
On va en reparler.

{Sb“ °) Gram. ]
Et si la base n’est pas orthonormée ?
La, il faut faut utiliser la matrice de Gram
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19. mathématicien danois dont le nom me permet de faire des calembours
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Reprenons 14 ot nous en étions tout a I’heure :

q = Zak €f et b = ZB] €; ou 51, . _>) est une base quelconque de (E,+, ., ¢) notée S.

On calcule o(d, Zak B8;.6(Zk, 1)

Et 14, il y a n? termes, dont plus aucun ne se targue de valoir 0 ou 1.

Au mieux, on peut isoler les ai.ﬂi.|\5_i>\|2 et regrouper les ay.[5; avec a.0;. Mais & quoi bon.
Non, il y a mieux.

On regroupe les termes et on reconnait le développement du produit matriciel

O(E.5) oE.F) .. oE.5) 8
¢(E>,?):(a1 a o an). ¢>(52:7€1) ¢(€2:,€2) ¢(52.,€n) ' éz
SELE) $ELE) ... SELE) Ba

Dois je vous demander de vérifier avec des sigma de sigma ? Dois je déja vous dire de vérifier que le résultat

est bien un réel ?
(b(i)?i)) (ZS(E_]),Q) > ( 61 > avec

Dois je vous inviter & juste regarder et comparer ( a1 Qo ) . < 6(z3.71) ¢(5_> €_>) 3
2, €1 2, €2 2

= = = =
d)(ozl.el + ag.€3, P1.61 + ﬂQ.&‘Q) ?
Sincérement, c’est ce que je préfére vous inviter  faire.

- -
La formule encadrée dit ¢(@, b ) = A.S.B avec A et B les vecteurs des composantes de @et b sur la base

8.
5 2 -1 x’

Remarque : C’est comme ces ( T Yy z ) 2 7 1 T et autres que j’ai définis pour
-1 1 8 2!

avoir des produits scalaires inhabituels sur (R*, +,.).
Mais finalement, ce que dit notre calcul, c’est que tous les produits scalaires sur (R”, +,..)
sont de cette forme ‘A.5.B.

D’ailleurs, si je prends par exemple la forme bilinéaire symétrique positive défini-positive

¢_>_(><‘;>,<Z>_)> — (:E y)(; i).(;;),on constate qb(?,?) = 5,

(i, j)=2et (g, j)="T..

Que peut on dire de la matrice S 7 Qu’elle contient toutes les information sur ¢.

En effet : En effet, si vous connaissez ¢ pour tous les couples (5_137 5_;) de la base, alors on connait ¢
partout.
C’est le b+a=ba et b+i=bi de la (bi)linéarité.

On l'appelle donc « matrice de Gram », et pour moi c’est ’objet le plus utile en algébre bilinéaire.

Le programme officiel la glisse sous le tapis.

Mais des sujets de concours la font revenir, y compris en probas. Ou méme de vieux sujets d’oral que certains

examinateurs continuent & poser avec ce qu’on appelle ST, ensemble des matrices symétriques & spectre positif.

= = = = = =
R I 67.7) 7.7) o7 T)

Regardez bien G = *% ou ¢(?7?) ¢(?7?) ¢(_> k) | et
: : : - = - 50—
bET) bET) .. D) S(K.7) o(K.7) (K. %)

dites moi tout ce qui vous passe par la téte.... Non, pas toi Marius, merci, j’ai trop peurd... Ni Mathieu qui va
nous montrer qu’on peut I’écrire ‘T T. Ni Julien, mon fils spirituel qui va essayer de voir si elle reste pareille
si on mélange ’ordre des termes.

Cette matrice est symétriqgue. Car le produit scalaire est symétrique.

20. a partir de maintenant, je ’appelle G et pas S, en hommage & Gram, méme si Gram est rien
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n.(n+1)
2

Remarque : Les produits scalaires vivraient donc dans un espace de dimension — (choisir la moitié

supérieure de la matrice).

Mais profitions en pour dire que les produits scalaires ne forment pas un espace vectoriel.
La somme de deux formes bilinéaires symétriques positives défini positive ’est elle encore 7
Peut-étre. Mais 'opposée...

Bon, ’an prochain, dans le cadre de certains sujets de concours, vous parlerez peut
étre juste de formes bilinéaires symétriques. sans positivité. Ou méme en physique. Vous
connaissez et vous avez aimé /x?+y2+ 22, vous connaitrez et apprendrez & aimer
Va2 +y2 + 22 — C2.12 % et la contrainte /22 + y2 + 22 < C.t car on ne se déplace pas plus
vite que la lumiére...

a. avec ¢ = vitesse de la lumiére par homogénéité
Ses termes diagonaux sont positifs. Strictement, sinon il y a le vecteur nul dans la base, et ¢a, c’est trés surprenant.

Sa trace est donc positive.

Ses mineurs de taille 2 sont positifs. Les petits déterminants de taille 2 centrés sur la diagonale.

- = - =
(i, i) o(i,j)
o(g,1) o(j,7)

Vous donnez un nom au résultat > 0. Oui, strict car sinon... les vecteurs seraient

colinéaires...

Pour information, il en sera de méme des mineurs de taille supérieure, jusqu’au déterminant lui méme.
Mais ca, on y viendra plus tard.
Quand méme : ‘ Mais si on admet que G s’écrit *T.T, ¢a devient facile, non ?

Ses valeurs propres sont positives.
Cadeau : Méme si ce n’est pas au programme, je vous le fais.

Soit b un vecteur propre de G de valeur propre \.
On a alors G.B = \.B.
On calcule alors par hasard !B.G.B. Ceci vaut donc ‘!B.\.B c’est a dire \.!B.B et méme

A (Br)*.

k=1
Mais comme c’est 'B.G.B, c’est a dire ¢(B, B) (carré de la ngrme).
On regarde les signes, A est positif.

Toi aussi, tu veux fabriquer des matrices de Gram.
En taille 1 car tu est un peu con : un réel strictement positif.

En taille 2 : prends une matrice symétrique de diagonale positive et de déterminant positif : ( i 6 ) oui,

( g 2 ) non (trouvez un vecteur dont la « norme » ne serait plus positive).
En taille 3 : prend une matrice inversible 1" et écris !I.T". Tu auras une matrice de Gram. Si si !

Vérification : | Pour tout couple (4, C), AT T.C existe et c’est un réel.

La bilinéarité est acquise par simple calcul.

La symétrie passe par « tA.'T.T.C est un réel, donc il est sa propre transposée : ‘AIT.T.C =
(PAIT.T.C) =t C'T.T.A.

La positivité vient de A'T.T.A =t B.B avec B = T.A. C’est donc la somme des carrés des
composantes de T.A. Ca fait un réel positif.

Et il n’est nul que si T A est nul, donc A = 0,, car T est inversible.

1 01 1 3 1 2 5 1
Etvoila : [ 3 2 2 ). 0 2 5 |=[5 17 13
1 5 0 1 2 0 1 13 26

Et donc 2.x.2" +5.(x" .y +z.y) + (xv.2' + 2’ .2) + 17.y.y +13.(y' .z + y.2") + 26.2.2" définit une forme bilinéaire
symétrique positive, défini positive.
Et 2.22 + 10.2.y + 2.2.2 + 17.y% + 13.y.2 + 26.22 est positif....
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Et si... : Et si je vous disais que le déterminant de la matrice ainsi construite est le carré d’un
volume ?

Mais si. det(G) = det(*T.T) = det(*T). det(T) = (det(T))?.

Et det(T) est un volume, celui du parallélépipéde fait avec les trois vecteurs colonne.

Et si vous avez pris pour T une matrice dont les trois vecteurs colonne formaient une base

orthonormée ...
u u W u v ow

Pouvez vous justifier que v v v | W v W donne I3 juste pas des
w w/ w77 u” U?? u)”

considérations d’orthogonalité des trois vecteurs colonne ?
Un truc un peu délicat que je réserve aux MP : changement de base sur les matrices de Gram.
(E,+,., ) est un espace euclidien 2*

On le dote de deux bases (s—f, .. 5;) et (e—1>, en) On crée deux matrices de Gram
#(,5) 0(E.E5) ... o(E.5) ¢(el,e) o(ef,e3) ... o(ef,ep)
6(53,51) 6(33,53) ... ¢(85,&) o p(e5,e1) ¢(e3.e3) ... o(es,en)
= . . . € = . .
¢<g—z,a> ¢<?n,3) o 9(En,ER) 6@ a) @nad) ... o@e)

et une matrice de passage P qui exprime les era Daide des e_;.
Et je vous demande une relation entre G, I" et P .

Un truc en G = P~1.I".P vous tente ? Vous avez tort mais je ne vous en veux pas...
Sauf que la matrice obtenue n’est plus symétrique.

Non, la bonne formule est |G =¢ PT.P

Preuve : On prend deux vecteurs @et et on calcule leur produit scalaire ¢(@, ).

Il se calcule par 'A.G.B ot A et B sont les deux vecteurs colonne qui expriment d et b
sur la base B. N
Mais c’est aussi TA.T.B ol A et B sont les deux vecteurs colonne qui expriment @ et b sur
la base 3.

Or, A=P.Aet B=P.B.

On a donc ‘A.G.B = ¢(@, b) =* (P.A)I.(P.B) = A.('PL.P).B.

On identifie en effacant A et b aux deux extrémités de la formule : G =t P.I.P.

Et on peut vérifier que la matrice reste symétrique
Remarque : ‘ Si la nouvelle base est orthonormée, on obtient I,, = PT.Pet doncI' =t T.T avec T = P~ !..

— —
A partir de 13, un exercice tel que « trouver un produit scalaire dans le plan tel que (¢ — 3. j , 1 —2. j )

soit orthonormée » devient purement calculatoire.

Mais on perd toute compréhension.

_(13 oo [ 135
OnposeP(2 1),oncalculeP.P( 5 2),

T T
On peut vérifier qu’avec 13.x.2' + 5.(¢'.y + z.y') + 2.y.y', ¢ —2.j et ¢ — 3.4 ont pour norme 1 et sont
orthogonaux...

Pouvait on avoir ne autre idée ?
Non.

Deux autres.

a.1? +2.b.(-2) +e. (=22 =1
On écrit a priori a.z.2’ +b.(2'.y+2.y') +c.y.y’ et on impose a.12 +2.b.(-3) +e.(=3)? =1

a1l +b.(1.(=3)+1.(=2)) +c.(-2).(-3) =0
Ou alors on écrit 7 = 3(7> - 27) - 2(7> - 37) et 7 = (7} - 2. 7) (—z> 3. 7) et on développe par

exemple
— — — —
(3. (? —2.7 ) 2.(1 — 3.7)7 (i —2.7)— (7 — 3. 7)) par bilinéarité en sachant que les deux vecteurs de

21. oui, espace vectoriel normé de dimension finie, avec produit scalaire
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la formule sont orthogonaux entre eux et normés.
Vous le voyez le 13.

Probléme : Je suis quand méme passé de ‘A.G.B =' A.("PI'.P).Ba G =' PI.P.
Avec un argument fallacieux d’identification...
Le genre méme de chose qui est idiot en maths.

Alors que faire ? Multiplier par B~! & droite et “t A~-1 & gauche ? Quelle horreur aussi !
Vous avez vu leurs formats ? Un vecteur colonne n’a pas d’inverse...

Non, on utilise un lemme d’identification :
(si pour tout couple de vecteurs (A, B) on a 'A.S.B =! A.M.B alors S = Mj
Et comment on le prouve ?

1
0
Prenez A= B = | . |et vous avez s} = m}.
0
0
1
Prenez A =B = .| et vous avez s2 = m3. Et ainsi de suite.
0
1 0
0 1
Prenez A = . et B = . et vous avez s% = m%.
0 0

Et ainsi de suite.

Mais il était capital que ’hypothése dise bien « pour tout couple (4, B) ».

[4 °) Existence de bases orthonormées. Projecteurs orthogonaux. ]
Ca a l'air pratique les bases orthonormées. Mais est ce que ¢a existe toujours.

Pour le produit scalaire usuel de (RS, +,.), la base canonique est orthonormeée, et on utilise les formules de
Parsevale sans méme s’en rendre compte.

Mais par exemple, pour le plan d’équation = + y — 2.z = 0, peut on trouver deux vecteurs formant une base
orthonormée pour le produit scalaire usuel.

9 . . . T ' 1 3 ' .
Dans le plan (R*, +,.) muni du produit scalaire (( Y >7 y ))»—> ( Ty )( 3 10 )( y ),11 est

clair que la base canonique n’est pas orthonormeée ( @ et j ont pour normes 1 et v/10 pour angle entre eux

3 o . . T
Arccos(— ). Mais existe-t-il une base orthonormée de premier vecteur colinéaire & i ?

V10

~

T z’ 1 -1 -8

x
Dans (R?, +,.) muni du produit scalaire (| y |,| ¥ |)— (z y z).| -1 2 12 y o,
z 2! -8 12 &4 2!

la base canonique n’est visiblement pas orthonormée ; mais peut on trouver une base orthonormée ?

1
Dans (R,[X],+,.), muni du produit scalaire (P, Q) — / P(t).Q(t).dt la base canonique n’est pas ortho-
0

normée Mais existe-t-il une base orthonormée ?

Je traite laquelle de ces questions ? Choisissez 7

/! /
Dans le plan (R?,+,.) muni du produit scalaire (( ;j ) ,< x/ >) —(z oy ). ( :1,) 130 ) . < x/ >, il

Y Yy
est clair que la base canonique n’est pas orthonormée ( 7 et j ont pour normes 1 et v/10 pour angle entre

3 N . . o -
eux Arccos(— ). Mais existe-t-il une base orthonormée de premier vecteur colinéaire & i ?

V10
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C’est Céline qui a choisi. On va commncer par ¢a. Elle a raison, c’est le plus facile.
1 est déja normé. C’eit> un bon début. 22,
Et 'angle entre 7 et j est aigu. N
Mais quand on va passer de angle entre 7 et 7 : 0
- = 3
angle entre ¢ et j :Arccos(\/—ro )
— —
angle entre ¢ et —¢ 7
il y a bien un moment ot par continuité on va rencontre un angle dreit...
iy N — - =\
Et l'idée (tout béte ?) est de prendre le vecteur j — (i, 7). 4 .

Pourquoi lui ? Logique. Deux justifications.

- . %
A posteriori : Cal_)culgls son Xrodmt _s;ak}nre avec i RN
6(7, TN =0(i. 7)) - re(i.7)
5. 7) -
Et si justement, on a choisi A = (j’j, ca fait 0. Il est orth¢gonal & i .
o(i, 0
: - =2 oo - = A NP
O_)nvahdeqb(z,j—(b(z,])Z)qu(z,])—i(z,j)qb(z, )_3 3.1=0.
A priori : j n’est pas orthogonal & ¢ puisqu’il contient du 7 .

Combien de i dans j ?
C’est. Parseval qui nous le dlt Si on se dit qu’il existe une base orthonormée de premier

- =
vecteur ¢ : (4, e3), alors ] se décompose
— = =

T =0(7.7)7 +¢(7 e).et

- =
— - = ) —
et la composante de ] suivant i est bien ¢( 5, 7 ) (et % si ¢ n’avait pas été norme).
o(i, i

—

Enlevez ce morceau, et le vecteur obtenu est orthogonal a i
On peut méme faire un faux dessin.

(G.7) ~ -

Bref, j - %’j i est orthggonal & i .

¢(i, i)

Et il est non nul. Sinon, j serait un multiple de 7 et méme le plus béte d’entre vous refuse ca. 23

Bref, la famille (¢, j — 3.4 ) est orthogonale.
Il reste & normer ce second vecteur pour avoir une base orthonormée...

Et quelle chance : ( —3 1)(; 130).(_13>:(—3 1).<(1)>:1.Ilestnormé!

La base (i, i — 3.1 ) est orthonormée pour ce produit scalaire.
Travaillez sur cette base pour tous vos calculs, et ce sera simple.

x x!
Dans (R3,+,.) muni du produit scalaire v |, | ¥ | —
z 2z’
1 -1 -8 x’
(z y z).| =1 2 12 |.| ¥ |, la base canonique n’est visiblement pas orthonormée ;
-8 12 &4 2
mais peut on trouver une base orthonormée ?

Faites moi confiance, c’est bien un produit scalaire, et on \3 le noter ¢.
Mon premier est ¢ et il est déja normé. Bon début. °=1.

e
Mon second est Es = j — ¢( j ,e_f).e—f.

1 3

22. soit qu’on calcule ( 1 0 )( 3 10

) . ( (1) ) soit qu’on dit que c’est le terme en haut & gauche, comme le sentit

Gram

23. qui est le plus béte d’entre vous ? Réponse : celui qui tente de répondre a la question. Puisque je vous ai bien expliqué en
début d’année que la seul relation d’ordre possible sur les humains est « est égal a », et que c’est un ordre pas du tout total, il
n’y a donc pas de plus petit ni de plus grand
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Deux preuves : Calculez son pr_o}dult scalage avec el, il vaudra 0 :
=\ =y
0(Bs,el) = 6(7,21) — 6(7,el)-d(el, &) = =1 — (~1).1 =0
Ou alors : si on a fini et qu’on a trouvé une base orthonormée (e_f, e_g, e_;;), alors par?seval,
on aura N N
J =07 el +o(f @) e+ o] e e , .
et il suffira d’effacer ¢( j 7e_;f) €1 pour obtenir un vecteur ¢( j ,e_g).e_g +o(j ,e_g,)).e_g> naturel-
lement orthogonal & .

- =
On pose donc EQ j —(-Def=j+1i.
1 -1 -8 1 0
Ce vecteur est non nul. Mais pasnormé.( 1 1 0 ). -1 2 12 1 |=(110) 1 | =
-8 12 &4 0 0
1.
- =
Ahsi ! Il est normé :e3 = j + i .

— =
La famille [ 7', i + j ) est orthonormée. Mais ce n’est pas une base de (R*, +,.). Juste une base orthonormée
du plan d’équation z = 0.

Vous me voyez, venir ? On sort du plan avec k mais on regarde ce que k avait dans ce plan. Et on ’efface.
—§ = k — o k el) —o(k, 62).62 est un vecteur orthogonal aux deux premiers.

PIAS : PIAS, c’est I’acronyme de « Play it again Sam », comme dans le film Casablanca.

Je vous le rejoue, et de deux fagons.

Si on espére trouver une base orthonormée (e_f, €3, 6_3>), alors on a

— - — —
k=¢(k,et).ei +o(k,e3).¢s +o(k,e3).e3

et donc k — ¢(k ,e_f).e_l> —o(k, 6_2>).€_2> est colinéaire & 3.

Si on calcule (;S(%> N Oé2.€_2>, e_f) et gb(?> R g 012.6_2>, 6—2>), par orthonormalité on
trouyve N
o(k,e7) —arl+0et ¢(k,e3)+0— as.1
C’était donc le choix qui s’imposait.
1 -1 -8 0
Calcul effectif : ( 1 0 0 ) -1 2 12 0 =
-8 12 84 1
-8
( 100 ) ? =-8
?
1 -1 -8 0
( 1 10 ) -1 2 12 0 =
-8 12 &4 1
-8
( 1 10 ) 12 =4
?
0 1 1 4
Mon troisiéme est E3 k +8.e 4.6_2> = 0 +8.1 0 — 4. 1 = —4
1 0 1
1 -1 -8 4 0
On vérifie quand méme ( 1 0 0 ) -1 2 12 |.| —4 ( 1 00 ) 0 = 0 et pareil
-8 12 84 1 4
pour lautre.
Et si le prof a bien fait les choses, ce vecteur est normé :
1 -1 -8 4 0
(4 =4 1).| -1 2 12 —4 |=(4 -4 1). [0 ]|=4
-8 12 84 1 4

Ah non tiens...
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La nouvelle base, orthonormée, est

[u—y

o

1/2
1

1 1 -1 -8
On vérifie que c’est une base : P=| 0 1 =2 ) est inversible d’inverse T= | 0 1 4
0
0
Bonus : Et si on calculait ‘T.T = 1
4

0 1
0 0 1 4 = -1 non !
2 0

C’est bien elle !
Pardon ? Un troisiéme avant que ¢a sonne et qu’Emile vienne me poser des questions ?

Dans (R3, +,.) muni de la base canonique dans le plan d’équation = + y — 2.z = 0, peut on trouver deux
vecteurs formant une base orthonormée.

1 2
Une base de ce plan, c’est facile : (| —1 |,[ 0 |) par exemple (notée (3, 3)
0 1
1
: 3 L9 =7 1 )
Le premier n’est pas normé? e = —. | —1 | lest.

V2 o

Le second n’est pas orthogonal au premier ?

— 2 2 1 1 !
Ey=¢—(5-ef)xeg=| 0 —. | -1 =11
V2 \ o 1

1) V2
Il est toujours dans le plan.
Et il est orthogonal au premier.

1 1 1 (L

On le norme : | (—. | -1 —. | 1 ])|est une base orthonormée du plan.

i\, ) s

Il est temps de présenter ’algorithme, que vous avez di comprendre déja par vous méme. Il porte le nom de
Gram-Schmidt.

On se place dans un espace vectoriel euclidien (E,+,.,¢) muni d’une base (e_f, g3,.. 5_n>), pas forcément
adapté au produit scalaire (elle a une matrice de Gram G qui n’est pas la matrice unité, les produits scalaires
sur la base 3 se calculent par ‘U.G.V) .

Alors il existe une base orthonormée pour ¢ (e_1>, e5,... e_n>)

Et histoire d’en sous-entendre la construction et garantir 'unicité, on va imposer que la matrice de passage
de 5 a B soit triangulaire & diagonale positive.

Contrainte : Que cache cette contrainte de « matrice de passage triangulaire & diagonale positive » ?

Que i est construit a l’aide de (3, e 5_13), et sa composante suivant 1 est positive.
Algorithme proprement dit :

%
Etape 1 : On n’a méme pas le choix : e = ﬁ
€1lle

On aurait pu choisir son opposé, mais le terme diagonal doit étre positif.
Etape 2 : On construit déja Ey = 5 — ¢(5_2>, e_f).e—f.
On confirme : il est non nul
il est dans Vect(z1,23)
il est orthogonal & ef
.>

Es
On le norme €3 = ——.

|| E2l| g

i
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, =
Etape k : On construit Ey = 27 — (/)(5_;:, e_f)e_f
i=1
' k-1
Ce vecteur est non nul (famille initiale libre et Z (et ?f)?f dans Vect(_1>, ce €p1)
i=1

dans Vect(e_1>, . ek_i,e_k>)
orthogonal a Vect(ef, ...ey_1) car orthogonal & chaque vecteur de sa base

orthonormée _

. s Ey
Il reste & le renorme : ef = ——.
1Ewls

Exercice : déterminez || Ex||* 4 Paide du déterminant de la matrice G rognée a ses k premiéres
colonnes et k premiéres lignes.

Arrivé a la n*™¢ étape, on a une famille orthonormée. Elle est donc libre, elle a le bon cardinal. C’est une
base.

Et la matrice de passage est triangulaire supérieure, & diagonale positive.

Pour aller plus loin.
Ce théoréme prouve que les bases orthonormées existent, méme si le produit scalaire est « étrange ».

L’algorithme dépend de ’ordre dans lequel vous avez pris les vecteurs.

Si vous arrétez ’algorithme en cours de route, vous avez quand méme construit une famille orthonormée,
base du sous-espace vectoriel Vect(g7, ... 7).

Si la famille dont vous partez est déja orthonormée, ’algorithme ne la modifie pas.

Si les k premiers vecteurs de la famille sont déja normés et orthogonaux entre eux, ’algorithme ne les modifie
pas.

Meéme sur un espace « surprenant », dites vous que vous prenez une base orthonormée E_1>, ... 21 et les calculs
redeviennent ceux dont vous avez I’habitude dans (R",+,.) euclidien usuel.

Sur la nouvelle bas, le produit scalaire de deux vecteurs se calcule par produit simple ¢(7, 7) =t U.V.
Regardons alors en détail cette formule, comme déja fait avant, en tenant compte du fait quun vecteur
s’exprime de facons différentes suivant la base sur laquelle on travaille.

] | base canonique | base orthonormalisée de Schmitt |

[o(d, ) =] WGV=_ | DAY

Mais les formules de changement de base dit U = T.U puisque T est la matrice de passage (les vecteurs de
la nouvelle exprimés sur 'ancienne).

On reporte : V(U,V), {(T.U).G(T.V) =t U.V.

Le lemme d’identification déja cité donne 'T.G.T = I,.

On a donc, en multipliant : G =! (T~1).T~! ou pour se simplifier la vie : G =t P.P.
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1 2 -3
Exemple : 2 5 —2 | est la matrice de Gram de la base canonique pour le produit scalaire...
-3 -2 26
T x! 1 2 =3 x!
Oui, justement (| v |, | v |) — (2 vy z) 2 5 =2 |.1 ¢ est
z 2z -3 -2 26 2z
bien un produit scalaire sur (R3, +,.) et le seul point sensible est d’écrire
1 2 -3 T
(z y z) 2 5 =2 ||y |=@+2y—322+(@y+4y)?+2°
-3 -2 26 z
Ensuite, I’algorithme donne
- — — L .
Etape 1 : ef = ¢ (déja normé)
- e
Etape 2 : Es = j — 2.4
- = = s ,
es = j — 2.4 (déja normé)
Btape3 : By— k +3.7 —4@ =117 —4.7 + k
e = 11._2'> — 4.? + k (déja normé,merci moi !)
1 -2 11
La matrice T est ici 0o 1 -4 et elle obéit au critére de changement de base de-
0 0 1
mandé.
1 2 =3
Son inverseest 7T"'=[ 0 1 4 .
0 0 1
1 00 1 2 -3 1 2 -3
Et on vérifie 2 1 0 01 4 = 2 5 =2
-3 4 1 00 1 -3 -2 26
Et si vous comprenez de plus en plus de choses, c’est normal...
Remarque : Avec la formule G =* P.P, on retrouve un résultat pressenti par certains :

un déterminant de Gram est positif * et méme strictement positif pour une famille libre.
Il est vrai que si la famille est liée, I'un des vecteurs est combinaison des autres, et le
déterminant est nul.

C’est cohérent avec les opérations que vous avez pu tester sur les matrices de Gram : vous
avez beau les bidouiller, le déterminant ne change pas de signe (échangez deux vecteurs vous
devez échanger deux lignes ET deux colonnes), renversez un vecteur : une ligne change de
signe, une colonne aussi...

Mais j’ai encore mieux. Un déterminant de Gram mesure le carré d’un « volume » (carré d’un
déterminant usuel).

a. mais si : det(G) = det(* P). det(P) = det(P)?
Je vous offre d’ailleurs ici un début de probléme sur les déterminant de Gram, de Cayley et de Menger :
Un triangle du plan a pour sommets A, B et C' de coordonnées (a’, a”), (V/, b”) et (¢/, ¢”). L’aire du triangle

1 1 1 1 o o
est notée S. Montrez2.S=|a o ¢ |=|1 b b
a” b” C” 1 c/ C”

1 1 1 1
0 14 a2 +a”? 1+adb +a’b” 1+d.d+a.c”
0 1+d.b+a.b” 1402 b2 1+0b0.d+b.¢”
0 1+d.d+a’.c” 1+b.c+b.c" 142 +¢2
1 1 1
a/2 + a772 a’.b’ 4 b CL/.CI + a’.c’
dV a7 VYT W
a/.c/ + a”.c” /.C/ 4 b”.C” cl2 + C7>2

Déduisez : 4.52 =

puis —4.52% =

=)
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0 1 1 1 0 1 1 1
1 —24d?-24a"%2 =24V -2ab -2d.cd-2a.0 1 0 AB? AC?

et —16.5% =\ | Uy awy —ob? _ap? oy o |Ctenfin—16.8%= p T o
1 —2a.cd—2a’.¢c” —-2b.c—-2b.c7 2.7 — 2.2 1 AC? B(C? 0

(déterminant de Cayley-Menger?*).

(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db)
16

Retrouvez la formule dite de Heron?® : S =

oua, betc

désignent les longueurs des trois cotés du triangle.

1 1 1 1

0 AB?* AC?* AD?
AB? 0 BC? BD? | (dite formule de Piero della
AC®* BC* 0 CD?
AD* BD®* CD?* 0

Pour un tétraédre de R?, la formule est 288.V3 =

=== O

Francesca®® ). Prouvez la.

Que disent ces formules 7 Que pour calculer une aire, un volume, on n’a pas besoin de déterminer les coor-
données des points ou des angles. Les longueurs des cotés du triangle suffisent. Ou du tétraédre.

Dans certains sujets de concours, portant sur ce qu’on appelle les polyndémes orthogonaux, on ne construit
pas la base orthonormée par la méthode de Gram-Schmidt, mais on demande de constater que c’est bien elle
que l'on construit, par une autre méthode.

Orthogonaux ? : | On parle de polynémes orthogonaux quand on a un produit scalaire sur (R[X],+,.) et que
les polynoémes construits sont deux & deux orthogonaux pour ce produit scalaire. Et chaque
polynoéme P, est de degré n, ce qui confirme que la matrice de passage de la base canonique
a cette base est triangulaire ®.

Vous en croiserez dans des sujets de concours, associés aux noms de Legendre, Laguerre,
Gegenbauer, Tchebychev, Hermite, Hilbert...

P(1).Q(1) i
Vi—g2

1
Oui, ceux de Tchebychev correspondent au produit scalaire (P,Q)) — /
-1

Devinez vous le rapport 7

a. peut étre méme ce bout de phrase vous permet de comprendre pourquoi l'inverse d’une matrice
triangulaire est triangulaire

On va traiter a titre d’exemple une famille classique.
1

On prend le produit scalaire (P, Q) — / P(t).Q(t).dt.

0
Si on applique la méthode de Gram-Schmidt & la base canonique, on obtient dans I’ordre

1
X — % V3.(2.X - 1)
|
X2 - X+ G V5.(6.X%2 —6.X +1)
3 3 |
X3 - §.X2 +e X oo VT7.(20.X3% —30.X%2 +12.X — 1)

Bon, les calculs comme X2 — ¢(X3,1).1 — ¢(X3,v/3.(2.X — 1))./3.(2.X — 1) — ¢(X3,V/5.(6. X% — 6.X +
1)).v/5.(6.X% — 6.X + 1) ont été faits a 'ordinateur (pour une fois, je gagne du temps par rapport au cours
en présentiel 27).

je vous demande quand méme de constater que les v/3, v/5 et autres se simplifient, les coefficients redeviennent
rationnels, car chaque fois qu’il y a un v/7 il y en a un autre.

Mais en fait, on peut deviner les polynémes en question 28.

24. Karl Menger mathématicien du vingtiéme siécle né ¢ Vienne mais devenu américain en 1937, connu pour son “€ponge”
fractale, de volume nul et d’aire infinie

25. Heron d’Alexandrie, premier siécle, mathématicien grec, auteur de nombreux livres et d’astucieux systémes mécaniques

26. XV siécle, mathématicien italien (oui, avec ce nom) qui formalisa la notion de perspective et volumes dans
R? et reste d’ailleurs connu comme peintre

27. 14 ol je gagne aussi du temps par rapport au présentiel, c’est que je ne m’arréte pas d’un seul coup pour dire que tel
enchainement de mots me fait penser & une contrepéterie

28. le « on » qui devine ¢a, ce n’est pas vous, ni moi, il faut quand méme y penser
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On pose P, = X".(X — )" et H, = (P,)™.
Chaque H,, est un polynoéme de degré (n +n) — n.
Et ils sont deux a deux orthogonaux.

1
Prenons un exemple : ¢(Ha, H3) = / (Py)” ().(P5)®)(t).dt.
0 1
0
Le polynéme Ps;” admet 0 et 1 comme racines triples, donc (Ps)” est encore nul en 0 et 1. Le terme « crochet
« est nul.

On intégre par parties 2 ¢(Hy, Hs) = /0 (Py)” ().(P3)®)(t).dt = [(Pz)”(t).(Pg)”(t)};— / (Py)®)(t).(Ps)” (t).dt.

1
On recommence avec / (P2)®)(t).(Ps)”(t).dt qui donne encore un terme crochet nul, et une intégrale
0

1
/ (Py) D (8).(Py)'(8).dt.
0
1
Encore une ? Méme nullité du terme crochet grace & P3(0) et P3(1). Et I'intégrale donne / (Py)®)(t).Ps(t).dt.
0
Et qu'en est il de (P,)®) ? Elle est nulle. On I’a trop dérivée, cette pauvre fonction de degré 4.
1
A vous de vous convaincre que ce serait le cas pour / (Pq)(q).(Pr)(T).dt et d’envisager une rédaction claire
0
; I'exercice est classique...

Bref, les P, sont deux & deux orthogonaux. Et on peut calculer leur norme et les normer.

Pour ce cours, on se contentera des quatre polynémes écrits plus haut.
Et ils vont nous servir pour un probléme des « moindres carrés ».

Mais avant d’attaquer celui ci, je me permets de vous présenter un autre classique (moins utile c’est vrai que
Porthogonalité) a lire sur les matrices de Gram : les familles & obtusangles et les familles équiangulaires (ou
gerbes).

Une famille de vecteurs est dite & angle obtus ou obtusangles si les vecteurs font tous entre eux des angles
plus grands que ’angle droit.

Quel rapport avec les matrices de Gram ? Qui dit angle obtus dit produit scalaire négatif.

Les termes hors de la diagonale de la matrice de Gram sont donc négatifs.

Et je vous pose la question pour le produit scalaire usuel dans (R", +,.) @
combien de vecteurs contient au maximum une famille obtusangle

a. de toutes fagons, pour un autre produit scalaire en (U, V) —! U.G.V, on se place sur une base orthonormée
offerte par Gram Schmitt et tout devient produit scalaire « usuel »

Dimension 0. Il n’y a qu’un vecteur. Seul un matheux peut dire « oui, il fait un angle obtus avec lui méme ».
Et il I'écrit méme. Donc famille de un vecteur.

Dimension 1. les vecteurs sont colinéaires. Pour qu’ils fassent un angle obtus entre eux, il faut qu’ils soient
de sens opposés, on n’en prend pas plus que deux.

1: Les deux vecteurs opposés font entre eux un angle m c’est & dire Arccos(—1).

Dimension 2. Dans le plan ? Moi j’ai une configuration & trois vecteurs. Si si ! Normalement, vous devez avoir
la réponse, en un mot. De deux lettres...

Et je vous laisse prouver qu’il n’est pas possible d’avoir quatre vecteurs faisant deux & deux des angles plus

7T . R .
grands que 5 (oui, la requéte est « strictement » ).

2: Les trois vecteurs opposés font entre eux un angle 7 c’est a dire Arccos(—1/2).

Mais oui, la réponse en deux lettres c’est j et j2 ! Avec dessin & appui si nécessaire.
Dimension 3. Dans ’espace ? 1l existe une famille de quatre vecteurs faisant entre eux des angles obtus.
_)
c

. ~ % N
Et on peut méme demander que ce soit le méme angle entre ces quatre vecteurs 77 b, ¢ et d deux a deux.

Et 14, on se met & parler de famille équiangulaire. Et a faire de la chimie...
Si si, de la chime.

29. by parts
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On prend @ & 7 de norme 1 et ils font entre eux le méme angle «.

77 a3y a7 ad
_>
La matrice de Gram associée est alors %% %% %g %g qui est donc ici simplement
da 4% d7e dd
1 ¢ ¢ ¢
c 1 ¢ ¢
c ¢ 1 ¢
c ¢ c¢ 1

Et son déterminant est nul. Pourquoi ? Mais parce que la famille est liée dans (R3, +,.). 7 est combinaison
des autres, la derniére colonne est combinaison des autres.

Et si vous le calculiez ce déterminant ? C’est un exercice classique, y compris en dimension 7.
1 ¢ ¢ ¢

Déterminant : | On doit calculer le déterminant de la matrice z i i z qu’on écrit
c ¢ ¢ 1
C (& (& C
(& (& (& C
c ¢ ¢ ¢ —|—(1 —C).I4.
C (& (& c
c ¢ c ¢ 4c 0 0 O
. c ¢ ¢ c : : 0O 0 0 O
Et la matrice se diagonalise en D = avec
c ¢ ¢ ¢ 0O 0 0 O
c ¢ ¢ c 0O 0 0 O
1 1 1 1
[ 1 -1 o o
pP= 1 0 -1 0
1 0 0o -1

il suffit de deviner les valeurs propres (0 avec grosse multiplicité car matrice de rang 1) et
vecteurs propres.

1 ¢ ¢ ¢
1 ¢ ¢ _ —1
Onaalors | = | . |=PDP " +(1-c)l;
c ¢ ¢ 1
1 ¢ ¢ ¢
A 1 _
et méme Z . (1: i =P(D+ (1—c).Iy).P7 L
c ¢ ¢ 1
4.c+1—-c 0 0 0
Son déterminant est donc celui de D + (1 —¢).Iy = 8 1 a ¢ 1 8 . 8 . Joli?
0 0 0 1—c

On a donc (1 —¢)3.(1+ 3.c).
c est le cosinus de ’angle entre les vecteurs. Il ne peut pas valoir 1.

1
On a donc cos(a) = -3
On 1¢ | dimension 1 | dimension 2 | dimension 3 | 7 |
é :
1 restme Arccos(—1) | Arcsos(—1/2) | Arccos(—1/3) | ?

Arccos(-1/2)

>

Arccos(-1)

Avccos(-1/3) vous la reconnaissez cette

molécule ?

Et 14, le prof de maths se lamente.
Pourquoi les professeurs de chimie demandent d’appendre par coeur un certain 109° 28’ (qui n’est méme pas
une valeur exacte) pour le tétraédre (et le méthane) au lieu de dire aux éléves Arceso(—1/3)?
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Surtout qu’aprés c’est pour en prendre le cosinus ou le sinus...

Et ensuite, le prof de maths se demande : que serait la chime en dimension 4, avec Arccos(—1/4).
Et que devient cet angle quand le nombre de dimensions tend vers 'infini.
Cochonnet : Et tant qu’on joue & augmenter les dimensions :
comment se range le cochonnet dans un jeu de boule quand la dimension augmente :
https ://www.youtube.com/watch ?v=--tL1sHTMXw
6 minutes du centre Henri Lebesgue

(5 °) Projecteurs orthogonaux. Moindres carrés. ]

Une fois n’est pas coutume, je vais introduire la notion par un exemple, un exercice.
Pardon ¢ C’est au contraire mon habitude ? Oui, je 'avoue. Je préféere vous faire manipuler la notion sur des exemples
pour vous convaincre de lutilité de telle ou telle notion, de telle ou telle définition.

Question : quel est le polynéme qui approxime le mieux I’exponentielle sur [0, 1].

Pourquoi s’y intéresser 7 parce que on ne sait pas calculer facilement e® pour = réel. Or, si on a une bonne
approximation de e* pour x entre 0 et &, on pourra étendre (en ayant juste connaissance d’une constante
e) a la connaissance de tous les e™.e” c’est a dire e"**avec n dans N et z dans [0, 1]. Bref, on connait alors
x — e” sur tout R, segment par segment.

Question : pourquoi « le polynome qui approxime le mieux 'exponentielle sur [0, 1] » et pas

« un polynome qui approxime le mieux '’exponentielle sur [0, 1] » 7
Pourquoi a-t-on unicité ?

Autre question : ‘ Quel degré ? On va commencer petit, mais on va voir que tout est possible.

Des réponses possibles :

2 JIS 4 n

° 1+x+?+€+—+...+% avec n « assez grand »

il s’agit d’un développement de Taylor (idée que j’espére étre naturelle).

Mais pourquoi prendre I'approximation en 0 plutot qu’en 1.0u en 1 ?

C’est une trés bonne approximation « au voisinage du point », mais elle devient moins pertinente quand on

s’éloigne.

@X-DX-1)  X(X-1) 1, X2X-1)

e on prend par exemple — .
(=1).(-1) %71 1.1

.€ en ayant mis en mémoire e

et e'/2,

C’est un polynéme interpolateur de Lagrange. Il donne la vraie valeur en trois points. Mais ailleurs, il a
tendance a se déformer.

Si on augmente le degré, le polyndéme coincide en de plus en plus de points, mais a envie de se tordre de plus
en plus (car un polyndome de degré n change trés souvent de signe).

Avec la fonction exponentielle, ¢a se passer plutdt bien... 11 y a d’ailleurs quelques sujets de concours qui
tournent autour de cela, avec des restes de Taylor Lagrange multiplicatif...

Mais déja, la question est mal posée... Quels sens donner & « bonne approximation » 7
La différence P(x) — e® est petite « sur tout l'intervalle ».
Mais dans quel sens 1a aussi 7 C’est normal de se poser la question. La question de la norme...

« au pire » minimiser Sup(|P(z) — e*| | z € [0,1])
T
o i
S'agit il d’une contrainte « en moyenne » minimiser /0 |P(x) — €e"|.dx
T
« au sens des moindres carrés » minimiser / (P(z) — e*)?.dx
0

On va choisir la troisiéme.
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Pourquoi : e Parce que c’est ce qu’on sait faire au mieux, avec le cours d’algébre bilinéaire. ¢

e Parce que l'erreur élevée au carré est un truc judicieux. Quand erreur est petite, son carré
Pest encore plus (erreur 0,01 : carré 0,0001)

Quand ’erreur est grande, son carré l’est encore plus (erreur 2, carré 4).°

e On va donc chercher & ce que l'erreur soit uniformément petite sur l'intervalle.

a. 134, ca fait justification de mes cours de physique de lycée
b. 14, ca m’évoque la variance en probabilitésE((X — p)2) avec p = E(X)

Taylor en © Taylor en 1./2

fonction a

approximer

les approximations ratées comme

Et pour trouver notre solution, il faut totalement changer de point de vue, prendre tout ceci de haut.

Voir les fonctions comme des éléments d’un espace vectoriel

Une fonction affine c’est  — a.x + b. C’est donc deux paramétres.

Les fonctions affines vivent dans un plan. Dans un espace de dimension 2.

Chaque élément de ce plan est une fonction affine.

1l faut imaginer que quand vous placez le pointeur de la souris sur un point (a, b) de ce plan, une fenétre
dans le coin dessine le graphe z — a.x + b.

L’origine donne la fonction nulle. Si vous promenez le pointeur sur Ox vous avez le fonctions constantes, et
sur Oy vous avez les fonctions « affines passant par lorigine ».
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plan des

fonctions
affines

Comme les mathématiques sont un monde d’imagination, je vous laisse imaginer justement ce pointeur que
vous déplacez pour visualiser des fonctions affines.

Et je vous laisse ensuite considérer que ’exponentielle n’est évidemment pas dans ce plan. Elle n’est pas
affine.

1
Et on mesure sa distance a une fonction affine par / (e! — P(t))%.dt (ici, c’est le carré de a distance pour
des raisons d’homogénéité). ’
1
C’est le carré d’une norme. La norme issue du produit scalaire (P, Q) — / P(t).Q(t).dt.
Et on cherche donc & minimiser la distance d’un vecteur & un sous-espace. 0
quel est le vecteur du plan qui est (e
plus proche de exp pour la norme
issue du produit scalaire
1
(P.O— [Pe)Q(H)dt
o
A

plan des

fonctions
affines

Reprenons donc avec une vision « purement géométrique dans un espace de dimension 3 » 30 :

Quel est le vecteur du plan « en bas » le plus proche du vecteur iPpelé exp?

On a une formule pour récupérer cette partie : (@. i ). 4 + (@.j ). sion est dans (R”, +,.) usuel.

Et sinon, on trouve le projeté avec la formule <;3(exp,e_o>).e_0> + qﬁ(exp,e_f).e_l) ol (e_0>, e_f) est une base or-
thonormée du plan sur lequel on projette (puisque les formules de Parseval donnent exp = ¢(exp, e_g).e_()) +

30. c'est Vect(zx — 1, x — z, x — €%) pour ceux qui veulent le voir
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o(exp, (3_1>).e3_1> + autres.
Oui, ce sont des formules utilisées lors de 'orthonormalisation de Gram-Schmidt, pour trouver « le morceau
a effacer » et pas soustraction « le morceau orthogonal au plan ».

exp est ici

e qu'il manque a exp pour
etre affine

fonctions ceci est son

projeté

Mais il faut disposer d’une base orthonormée du plan des fonctions affines pour ce produit scalaire.
Facile : tout a été fait auparavant : (1, v/3.(2.X —1)).

1
On a juste deux intégrales & calculer en tout ou parties : /et.l.dt et / et V/3.(2.t — 1).dt.
0

Tous calculs faits 3!, c’est [t — (18 — 6.¢).t + (4.e — 10)) Vous l'auriez deviné, vous ?

L’application t — e’ — ((18 —6.¢).t + (4. — 10)) qui mesure la différence (en jaune sur notre
schéma) est orthogonale & toutes les fonctions affines. Et sa norme est ’erreur commise.

Remarque :

Et si on s’arréte en cours de route ? 1. / e'.1.dt (formule ¢(exp, e_g).e_g) est Papplication constante qui ap-

proxime le mieux expau sens des moindres carrés, c’est sa projection sur la droite des fonctions constantes.

Et si on veut aller plus loin ? On veut une approximation du second degré. Un arc de parabole et non plus
une droite.
Cette fois, la visualisation de « projection sur un espace de dimension 3 au sein d’un espace de dimension un
peu plus grande » n’est plus trés pratique.
Mais le résultat est simple : on passe de ¢(exp, e_g).e_()) + & (exp, e_f).e_f avec (e_o>, e_f) orthonormée
a ¢(exp,e_0>).e_0> + <i>(exp,e_1>).e_1> + ¢(exp, e_2>).e_2> avec (e_o>, e, e_2>)
orthonormée
Et comme l'algorithme de Gram-Schmitt est de type glouton 2 et construit un par un les vecteurs, on a juste

& ajouter un terme :

31. aux concours, on vous arrétera avant que vous ne poussiez trop loin de tels calculs, ou alors vous aurez un logiciel tout
prét

32. « En informatique, un algorithme glouton (greedy algorithm en anglais, parfois appelé aussi algorithme gourmand) est un
algorithme qui suit le principe de faire, étape par étape, un choix optimum local. » C’est Wiki qui ’dit. Et il cite le « rendu de
monnaie », mais vous vous en foutez avec le « sans contact ».
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(/1 et V/5.(6.42 — 6.t + 1)).dt>.\/3.(6.X2 —6.X +1)
0

Si vous y voyez quelquechose sur le dessin & coté... R g [ 07 [0 i 7 7

On pourra bien sir appliquer & d’autres fonctions que ’exponentielle, et obtenir des approximations au sens
des moindres carrés.
Si 'application est déja affine, la formule de Parseval dit que c’est elle qu’on retrouve.

Point de vue géométrique : la formule ¢(7, e ) eh + ¢(7 ) e{ pour projeter sur Vect(eo, e_f) est classique
(si effectivement (e_g, e_f) est orthonormée) est un classique. Vous la connaissez en dimension 1.

scalaire

Pour projeter le vecteur sur la droite de vec-
teur directeur normé vous utilisez (?ﬁ)ﬁ
Et si le vecteur directeur n’est pas normé :

(@.d).d
Droite : e
%

Et vous connaissez les qb(ﬁ,e_f).el + ...+ <j)(7,(z_n>).e_n> comme associés a trois noms : Gram, Parseval et
Schmidt.

Et sans algébre bilinéaire 7 Juste avec de ’analyse ?
L’éléve qui n’a pas ce point de vue « projeter le vecteur exp sur I’espace vectoriel des polynémes de degré
inférieur ou égal & 2 peut quand méme se lancer dans des calculs.

Il note a + b.X + ¢.X? un polynome générique » de (Ro[X],+,.) et il se dit qu’il doit minimiser
1

(' —a—bx —ca®)?.dx.

0
Il développe le carré et sépare en plein de termes par linéarité de I'intégrale.

Je vous offr(2a le calcul : .2

b 2.a. b. -1
a2+§+%+a.b+ §C+76—2ae +2.a—2b—2.ce! —|—4c—|—
Et comment rendre ceci le plus petit possible ? C’est un trindéme du second degré en a, en b et en c.

2.
On a annule la dérivée par rapport a chacun : 2.a® + b+ ?C +-2e'4+2a4=0
2.b

=7 __2_
23+2+2 0

C .C

s 26 +4=0
st b2t

C’est un systéme maintenant linéaire (normal, on a dérivé du second degré en a, b et c).
Et si on I’écrit matriciellement, est ce que la matrice est inversible 7
Vu comme ¢a, vous ne savez pas !

Attendez, je vous reprends les calculs, mais sans calculer les intégrales. C’est mieux. Si si, faites moi confiance.
1
lintégrale / (¢! —a —b.x — c.x®)?.dx se développe en

a? ¢(50 80)4‘52 ¢(51,51)+C (52,52)+2ab¢(50,51)+2ac¢( €0,€ 2)+2-b-0-¢(5—1>75—2>)
—2.0.6(exD, 20) — —2.b.6(6XD, 1) — 2.c.0(eXD, £5) + o(exp, exp)

en notant ¢le produit scalaire dont on parle, et e =t —— 1,e{ =t —— t et 5_05 =t — t2, la base canonique
de (RQ(X]a +7 )
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$(25,20) ¢(z0,E1) 6(z,5) a $(exP, £0)
Aprés dérivation ®3, le systéme devient | ¢(z1,2) #(&1,21) ¢(1,53) b | = | o@Exp,el) | etla
¢(E_2)a 8_0>) ¢(E_2)7 5_1>) ¢(E_2>, 8_2>) c ¢(eX ) 52)

matrice est bien inversible.

C’est la matrice de Gram.
Evaluation : Vous avez suivi les étapes : c’est bien.

Vous avez envie de comprendre des choses, vous vous dites qu’il doit y avoir des choses & grattouiller
14 dessus : je vous ai donné le virus de l’algébre linéaire.
Vous commencez déja a faire des calculs : attendez, on vous fera ¢a l’an prochain.

¢(80»80) ¢(50751) d)(E_()),E_Q)) (i)(E_o),(ﬁ)

(e_l’, 53) o, a—f) ¢(a—f, 8—5) o(21, D)
(g3, £3) ¢(s—5, g)  ¢(E3,8) ¢33, D)
#(20,6xD)  ¢(1,6xD) $(3,6xD)  P(exP, exp)

Mais par exemple le quotient par

#(28,28)  ¢(28,29) ¢(60762)
#(51,88)  o(z1,50) ¢(51,52) mesure le carré de la distance de exp au sous-espace
¢(€_2),€_0>) ¢(€_2>,€—1>) #(23,23)

Vect(24,21,23) (carré de la norme du vecteur jaune).

Dans tout ce qui précéde, j’ai parlé de projection orthogonale sur une droite, un pan, un sous-espace de
dimension 3 ou autre.

Si on causait de tout ca ?

Un projecteur projette sur son image, en effacant son noyau.

Un projecteur orthogonal projette sur son image, en effacant son noyau, mais en plus image et noyau sont
orthogonaux : Ker(p) L Im(p).

Avantage : pour un projecteur orthogonal, une fois que vous avez 1’1mage vous avez son noyau :
= - =
Ker(p) = Im(p)* {k|Vz e Im(p), ¢(i, k) =0}

Et vice versa : une fois que vous avez son noyau, vous avez i())n _1)rnage :
Im(p) = Ker(p)* {1|Vk € Ker(p), ¢(k, i) =0}

Le réflexe quand on fait un dessin pour un projecteur est blen trop souvent de projeter orthogonalement.
Mais dans (R?,+,.) (avec le produit scalaire usuel) il y a plusieurs projecteurs sur Vect( 7, j ), suivant la
direction que vous effacez. Mais un seul projette orthogonalement.

Lesquelles de ces matrices sont des matrices de projecteurs, lesquelles (laquelle) sont des matrices de projec-
teurs orthogonaux ?

=

1 0 -1 1 0 1 1 0 -1 1 00
01 -1 01 -1 01 0 010
0 0 O 0 0 O 0 0 1 0 0 O

soleil au zénith

votre ombre est plus qourte que vous

Propriétés plus ou moins élémentaires.
a Id et O35 sont des projecteurs orthogonaux.
Si p est un projecteur orthogonal, alors Id — p est un projecteur orthogonal.

Le projecteur p est orthogonal si et seulement si V(?, 7), ¢(p(7), b - p(?)) =0.

Le projecteur p est orthogonal si et seulement si V(@ 7), o(p(d), ?) = ¢(d, p(_b)))

p est un projecteur orthogonal si et seulement si sa matrice vérifie P> = P et 'P.G = G.P.
p est un projecteur orthogonal si et seulement si sa matrice sur une base orthonormée vérifie
P’—Pet!P=P

g Le projecteur p est orthogonal si et seulement si V', |[p(d)|] <
Faut il apprendre toutes ces propriétés 7

o | |0 [T

]l

33. et simplification par 2
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Il y en a qui sont évidentes.
Par exemple a : E est orthogonal a { f }.

Pareil pour b puisque p et Id — p échangent le noyau de I'un contre 'image de ’autre et vice versa.

Le ¢ doit étre évident. Il n’en a pas lair 7 Il Dest.

L’image est orthogonale au noyau.

Et qui sont les vecteurs de I'image : les ]ﬁ?)
du noyau :les b — p(?) (souvenez vous Ker(p) =

Im(Id - p))

La condition ¢(p(@), b —p( b)) =0 dit donc exactement « image orthogonale au noyau ».

La d est celle qu’on retient.
Elle n’a pas l'air évidente ? Il faut bien quand méme qu’il y ait un peu de travail.

’ Pourtant, prenez le ¢ : ‘ pour @ et b ‘ (b(p(?)7 b —p(?)) =0 ‘ ¢(p(7) ?) o(p( 7 ), ? ‘
| | pour bet @[ o(p(b), @ —p(@)=0] ¢(d@, p(¥)) =op(@) (V) |

Il n’y a plus qu’a conclure par transitivité.

Vous voulez remonter de V(@ ?), o(p(a), ?)
gonaux a tous les vecteurs de Ker(p).

— T - 7
Allez, prenez @ dans Im(p) et bdans Ker(p). La formule ¢(p(@), b) = ¢(a@, p(b)) donne alors

¢(E>, ?) = (j)(E>7 6>) = 0. Si si, reliez, tout est la.

=o(d, p(?)) a « toues les vecteurs de Im(p) sont ortho-

] p est un projecteur \ P?=pP ‘

Le e est la traduction matricielle de
| V(@ b), ¢(p(@). b)=06(d. p(b)) | "(P.A).G.B) =" AG.(P.B) |

le lemme d’identification donne bien *P.G = G.P.
Remarque : Cette relation *P.G = G.P sert trés peu. Et peu d’éléves la connaissent.

En fait, on travaille toujours sur une base orthonormeée, et cz)(p(?), Z}) = g{)(ﬁ), p(g>
‘{(A.P).B=A.(P.B)et donconale f :'P =P,

celui 14, tout le monde connait.

Et j’ai encore le souvenir cuisant d’une année ou le concours des ENSI (c’est devenu les CCP)

en filiere PC a fait travailler les éléves sur une base non orthonormeée. Ils devaient écrire et

utiliser P.G = G.P et tous ou presque ont utilisé P = P qui figurait dans leur cours...

)) donne

4 8 6
Exercice : —. | 8 16 12 | est un projecteur orthogonal.
6 12 9

Vérifiez : projecteur (P? = P7)

Déterminez son rang (égal a sa trace puisque c’est un projecteur et que sur une autre base on aura
1 00 1 00
0 00 Joul 01O
0 0 O 0 0 O

Déterminez son image (les vecteurs colonne)

Déterminez son noyau (équation).

Vérifiez que 'image est orthogonale au noyau.

Exercice : Construis toi méme ton projecteur orthogonal de rang 1 :

a a
Prends un vecteur normé [ b | avec a® 4 b 4 ¢ =1, et construis la matrice (a b ¢ ). [ b
c c

Vérifier que c’est une matrice carrée
qu’elle est symétrique

qu’elle est solution de P? = P
Déterminer son noyau (vecteur directeur)

son image (équation)
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Vérifier que tout vecteur du noyau est orthogonal & son image.

Exercice : Construis toi méme ton projecteur orthogonal de rang 2 :

a a
Prends deux vecteurs normés | b | et | b | avec a®?+b2+c? =1et (a/)2+(V')?+(¢')? = 1, et construis
c c
a a
lamatrice (a b ¢ ).[ b |+(a b ¢ ). ¥ |.Ahoui, il manque une hypothése pour que cette
c c

somme soit une matrice de projecteur orthogonal...
Bon, tout est dans la question, il n’y a pas grand chose & faire.

Exercice : Construis toi méme ton projecteur orthogonal de rang 2 dans R?® :

a a
Prends un vecteurs normé b et b avec a®> + b2 + ¢ = 1, et construis la matrice
c c
a a
( a b c ) .| b ].Maisil est derang 1 lui ! Certes, mais que penser alors de 13—( a b c ) b )7
¢ c

Pardon ? J’ai oublié un des résultats élémentaires ? Oui. Je le donne en exercice. Mais il n’y a pas que lui.

’Exercice : Soit p un projecteur orthogonal. Montrez : V@, ||p(@)|| < |||l ‘

Ici, je vous donne juste un conseil. On a un projecteur, quelle est la formule & écrire. Non, pas seulement
pop=p. Mais comment décompose-t-on tout vecteur ?
Ensuite, je vous donne un nom : Pythagore.

Exercice : Soit p un projecteur. On suppose : Vd, ||p(7)|| < HE)H Montrez que p est un projecteur
orthogonal.
Et 1a, la piste est dans les classiques de ’algébre bilinéaire.

Ecrivez ||p(@)|| < ||@|| non pas pour un @ quelconque, mais pour A\. k + i avec avec k dans le noyau et i
dans I’image. Ensuite, c’est toujours une belle histoire de trin6me du second degré qui reste de signe constant...

Oui, j’ai dit qu’il n’y avait pas que cela que j’avais oublié ou laissé de coté.
J’ai utilisé une notation étrange : Im(f)-. Avec le symbole L en Dair.
Que ceux qui avaient vu qu’il fallait définir ¢a lévent la main.

Vous savez que vous avez l’air cons si votre petit frére vous regarde, en train de lever la main devant votre
ordinateur alors que vous n’étes méme pas en visio-conférence...
Bon, je vous explique.

(6 °) Orthogonal d’un sous-espace vectoriel. ]
Eh bien, c’est simple et logique. L’orthogonal d’un ensemble A est ’ensemble des vecteurs orthogonaux &
tous les vecteurs de A.

(On pose donc A+ ={U € E |Vd € A, ¢(d, ) =0}. J
La définition dépend évidemment du produit scalaire choisi.

Dans R3, I’orthogonal d’un plan doit bien étre une droite, et vice versa.

Allez, on va tester votre sagacité :
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a AT est un sous-espace vectoriel de (E, +,.).

b Et={0}et {0}t =EF

c ANAL ={0}.

d (AH)T = A

e (A+B)r =AtnBtet (ANB)T = At + Bt
f Ao At =F.

g

Si on met bout a bout une base orthonormée de A et une base orthonormée de AT on
obtient une base orthonormée de (E, +,.).
Je vous donne quelques unes des démonstrations. A vous de voir & quels points elles correspondant.

Si un vecteur est a la fois dans A et dans son orthogonal, il est orthogonal & lui méme, et il est donc nul.
Réciproquement....

Un vecteur orthogonal a tous les vecteurs de A + B est donc en particulier orthogonal & tous les vecteurs de
A et a tous les vecteurs de B. Il est dans A+ N B*.

aci ; - — — —
Réciproquement, si on a ¢(¢, @) = ¢(¢, b) =0 pour tout couple (7, b) de A x B, alors on a ...

Qui sont les vecteurs orthogonaux au vecteur nul ? Tous !

En appliquant le résultat précédent & Atet BL on a (A+ + B+)t = (A+)+ N (BL)* et on passe a I'ortho-
gonal...

Le seul vecteur orthogonal & tous les vecteurs de (E,+,.) doit au moins étre orthogonal & lui-méme.

Un vecteur de @ est forcément orthogonal & tous les vecteurs qui sont orthogonaux & tous les vecteurs de A.
C’est un peu compliqué a lire, mais c’est parfaitement cohérent...
Mais ¢a ne prouve que A C (A+)+. Et I'autre sens... Cherchez encore...

Pour tout @ de A , Uensemble {7 EF| ¢(7, 7) = 0} est un sous-espace vectoriel de (F,+,.) , en tant que
noyau d’une forme linéaire o — gf)(?, 7)
Ensuite, on intersecte des sous-espaces vectoriels, on a un espace vectoriel.

ﬁ
En utilisant ANA* = { 0'} et la dimension de chacun, on arrive, avec la formule de Grassmann 4 AG A+ = E.
Ou alors justement, on montre le g avant le f.

En fait, on pense avoir tout démontré. Mais en fait, on n’a pas forcément (A+)+ = A. En tout cas, pas en
dimension infinie..
Et donc plusieurs des autres résultats restent en suspens.

Je vous ai méme offert en TD un exemple ouF' est un sous-espace vectoriel strict de (F,+,.,¢) vérifiant
F C (F4)* = E, avec inclusion stricte...
Mais il faut prendre un espace vectoriel de dimension infinie.

C’est pour cela que le programme officiel est gentil. En sup, on reste en dimension finie.
Et 14, tout ce que vous avez écrit plus haut est vrai.

La clef :
Soit A un sous-espace vectorielle de (E,+,.) (de dimension finie n) alors dim(A+) = dim(E) — dim(A). ]

On part de rien. Méme pas de ﬁ, non de rien (et c’est libre).
On compléte en base de A : (z7,...7).

On compléte en base de (E,+,.) : (H, ..E_1€>7Ek+1, .. EL))

Ou sait que (Ex+1,- - - 51) est une base d’un supplémentaire de A. mais pas forcément de celui qui nous inté-
resse.

Mais on va faire appel & Gram-Schmidt pour redresser la base (5_1>7 - 5_13, Ektls- - 5_n>) en base orthonormée
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de E : (e_f,...e_k),ekJrh...e_n)).
Déja, par construction (matrice de passage triangulaire), (1, ...e;) est restée dans A et en forme une base
(par orthonormalité elle est libre, et elle a le bon cardinal).

Mais qui est alors Vect(egii,. .- e_n>) Moi je dis que c’est un supplémentaire de A, mais que c’est méme AL,
Chacun des vecteurs ey, est orthogonal & (e_1>, e e_;z) donc a A.
Par combinaison, tous les éléments de Vect(ep11, ... e_n>) sont orthogonaux & tous les vecteurs de A.

On a donc Vect(epgi,...en) C AL,

Mais la réciproque ? Prenons un vecteur W dans AL,

On le décompose sur la base orthonormée : U = al.e_f + ...+ ak.e_k) + akﬂ.ek—H) + ... an.e_n>.
Mais non, on ne fait pas de ’algébre bilinéaire avec ¢a ! On a la formule de Parseval :

U =¢(d,e1).e5 +...+ (0. el)-ef + (U, enat) easi + ...+ &(U &)

Mais comme il est dans A=, les coefficients (7, e1) & (T, e;) sont nuls.

Il ne reste que @ = ¢(U, exii)-ehrt + ... + (U, e,).e, et il est dans Vect(epgi,...er).

J

Ayant Vect(Egy1,...5,) = AL, sa dimension est bien n — k.
Et les bases bout & bout donnent bien A @ A+ = E.
Remarque : Avec dim(A+) = dim(E) — dim(A) , on obtient aussi dim((A1)+) = dim(E) — dim(A+) =
dim(A).
Avec linclusion A C (A1)L et I'égalité des dimension, on a l’égalité des ensembles... tant
qu’on peut effectivement parler de dimensions.
Exercice : Retrouvez sans effort que (dans (R*,+,.) pour le produit scalaire usuel) orthogonal du plan
d’équation x +y —3.z=0est Vect(i + j —. k).
Existe-t-il un produit scalaire sur (R®, +,.) pour lequel I'orthogonal du plan d’équation
z+y—z=0soit Vect(?—i—?)?
Existe-t-il un produit scalaire sur (R®, +,.) pour lequel I'orthogonal du plan d’équation
x4y — z =0 soit Vect(_i)Jr?)?
(7 °) Isométries d’un espace vectoriel euclidien. ]
Une isométrie est une application qui conserve les normes.
Remarque : On en a vu des phrases comme
e 'image des la somme est la somme des images
e 'image du produit est le produit des images

e la norme de I'image est la norme de ’objet
La phrase est ici « la norme de 'image du vecteur est la norme du vecteur ».

Et on va ajouter « l'application est linéaire ». Méme si il y a un exercice un peu classique qui montre la
linéarité avec ’hypothése de conservation des normes.

On quantifie ?
Non, on propose des définitions, on va voir si elles sont équivalentes
] f est linéaire de (E, +, ., ¢) dans lui méme |

= = =
a RCANGI I
b (@, b), ¢(f(@), /(b)) =¢(d, b)
¢ la matrice de Gram de (af,...a,,) est la méme que la matrice de Gram de (f(ai),... f(ay))
d f transforme les bases orthonormées en bases orthonormées
e f transforme une base orthonormée en base orthonormée
Ah, on va montrer que ces définitions sont équivalentes.
Classique : Phrase classique pour dire
si une application f vérifie 'une de ces propriétés, alors elle vérifie les autres.
Et donc

e si on vous demande de montrer « f est une isométrie »,
o montrez I'une d’entre elles

e si on vous dit « f est une isométrie »

o vous pouvez utiliser tous ces résultats

42



On va passer d’une propriété a I'autre, et certains résultats sont inutiles dans ce qui suit.

Livres : Des livres de maths vont vous établir I’équivalence de propriétés a a f en montrant la chaine
]a:>b\b:>c\c:>d\d:>e\e$f\f:>a\
a=b On conserve les normes, pourquoi conserve-t-on les produits scalaires 7 parce qu’ils

s’expriment a I’aide de normes :

o(f(), 1(0)) = 7 (@) + SN = 117(@) = £()II)
o(f(@), f( (1@ + B = 1@ = )IP)
O(f(@), f( (||7+ BIF 117 — B|°) par a

O (@), F(B) =0(d. b)

b=a Prendre le cas particulier d =1 et passer a la racine.
b=rc On remplit la matrice de Gram avec des produits scalaires, c’est tout.
c=b Si ¢a marche pour toutes les familles de n vecteurs, écrivez le pour une famille de deux

vecteurs, et vous avez la conservation du produit scalaire de deux vecteurs.
c=d La famille est orthonormée, sa matrice de Gram est I,,.

L’image de Gram de la famille image est I,,.
(C’est aussi une famille orthonormeée. Et comme le cardinal est resté le méme

)
)
£(8))

»&M—u&\»ﬂ.&\»—l

)
)
b)

d=e Si ¢a marche pour toutes les bases, alors ¢a marche pour une.
de (el o7 ; =7 =
e=a On prend une base orthonormeée (eq,...eq), de base image (f(e7),... f(eq)) orthonor-
mée aussi. .
On se donne une vecteur @ = Z ay.el, d’i image f Z .- f er,) par lineéarité.
k=1
d
La formule de Parseval sur la base (e7,...eg) donne ||d|| = Z(ak)z.
k=1

Bon, la fin, vous 'avez...
(Ca n’a rien a voir, mais je viens d’entendre une citation de Sofia Kovalevskaya :

« Nul ne peut étre mathématicien s’il n’a pas ’ame d’un poéte ».

L’identité est évidemment une isométrie.

Son opposé aussi.

Ce sont les seules homothéties ?* qui soient des isométries.

En dimension 1, il n’y a que donc que deux isométries : Id et —Id.
En dimension 2, on aura les rotations. Et des « pliages ».

Une isométrie est forcément injective. Puisque si Pon part de f(@) = 0, on a ||f(@)||=0 puis || || = 0 et
- _

enfin @ = 0.

Une isométrie est forcément bijective. Sauf si on travaille en dimension infinie. 33

Perfide : La dérivation est elle une isométrie ?

Vous avez envie de dire « Non », car la dérivation n’est pas injective. Elle a un noyau : les

applications constantes.

Mais si je vous dis « attention, tout dépend de E ». Vous voyez la subtilité ?
Si on prend E = Vect(sin, cos) ? La, la dérivation est un endomorphisme bijectif (écrivez sa

. . -1
matrice sur la base « canonique » : ( ? 0 ) C’est pas mal, non ?

La réciproque d’une isométrie est une isométrie (maintenant qu’on sait qu’elle existe).

La composée de deux isométries est une isométrie, puisque chacune conserve les normes.

Tiens, on met tout ¢a bout a bout : les isométries de (F, +, ., ¢) forment un groupe...

...pour la loi de composition. Ne mélangez pas. la somme de deux isométries a peu de chances d’étre une
isométrie...

34. homothétie c'est @ — )\.7, et comme matrice c’est A. Iy
35. mais dans le titre j’ai écrit « euclidien », c’est donc que la dimension est finie
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On introduit alors une notation : Oy(E) est 'ensemble des isométries de E, pour le produit scalaire ¢.

Et (O4(E), o) est un groupe. Pas trés commutatif.

Mauvaise idée : On a donné un nom & ce groupe des isométries de F.

On T’appelle le groupe « orthogonal ».

Et c’est une trés mauvaise idée. Carrément foireuse.

Il faudrait I’appeler « orthonormal » ou « orthonormé » puisqu’il est fait des
applications qui préservent I’orthonormalité des bases. D’accord, ¢a sonne moins
bien, mais c’est précis.

Et surtout, 1a ou le choix est trés mauvais :

les projecteurs orthogonaux ne sont pas dans le groupe orthogonal.
En effet, eux, ils réduisent les normes.

Et ils ne sont pas injectifs °.

a. sauf Id qui est le seul projecteur orthogonal qui soit « orthonormé » si je puis dire

Et quand on travaille sur (R", +,.) avec le produit scalaire usuel, on parle de O,,(R).

Le programme nous demande de déterminer Oz(R) et de le découper en O (R) et O (R) (isométries directes
et indirectes).

L’ancien programme demandait aussi de déterminer OF (R).
Et en Spé, on découpait O, (R).

C’est quoi Ot et O~ ? Pas des ions.

Une isométrie a un déterminant (le déterminant de sa matrice sur n’importe quelle base). Et ce déterminant
est non nul (bijective). On découpe donc en fonction du signe de ce déterminant.

Je vous offre la taxonomie 3¢

isométries directes isométries indirectes
n=0 () matrice vide (déterminant 1)
n=1 Id de matrice (1) —Id de matrice (—1)
n=2 les rotations < CF)S(O[) —sin(a) ) les symétries < cgs(a) sin(a) )
sin(a)  cos(a) sin(a) —cos(a)
n=3 les rotations autour d’un axe des trucs
Retour : Plus haut, on a pris E = Vect(sin, cos) et défini f = la derivation. Et j’ai dit « ce sera une

isométrie ». Mais quand méme, ¢a dépend du produit scalaire choisi.
Vérifiez que ces formes bilinéaires symétriques sont des produits scalaires
et dites moi si la dérivation est un produit scalaire pour elles :

(a.cos+b.sin, «a.cos+f.sin) a.a+0.p

(a.cos—+b.sin, «a.cos+p.sin) a.oo+2.b.3

(a.cos+b.sin, a.cos+f.sin) aa++aﬁ+ba+3b.ﬁ
(f. 9) )+f() '(0)
(f. 9) / (0

Bon allez, on regarde les isométries en dimension 2.

Pour moi il est évident que depuis le début de I'année vous avez compris que Cf)s(a) —sin(a) est la
sin(a)  cos(«)

matrice de la rotation d’angle « sur la base orthonormée de (R2, +,.). Mais il faut que je vous le reprouve.

Et que je vous convainque que c’est une isométrie.

36. La taxonomie est une branche des sciences naturelles, qui a pour objet de décrire les organismes vivants et de les regrouper
en entités appelées taxons afin de les identifier, les nommer et les classer au moyen de clés de détermination. Bref, je me la péte
pour ne pas dire « classification »
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11 suffit de vérifier sur une base :

( 1 — < cos(a) ) il a tourné de « et est resté normé

0 sin(a)

0N~ sin(a) il a tourné de « et est resté normé
1 cos(a)

Cf)s(a) et —sin() sont orthogonaux entre eux
sin(«) cos(a)

ot s 1 0
comme ’étaient < 0 > et ( 1 )

On a transfgrmé E)ne base orthonormée directe en base orthonormée directe, c’est une isométrie.
Et comme 7 et j ont tourné de «, c’est tous les vecteurs qui le font.

Complexe : On peut aussi le narrer sous forme complexe : ( Zj ) — pet? —s pet0ta)
p.cos(f + a)
p.sin(0+a) )
Les formules de trigonométrie donnent
p.cos(0+a) = p.cos(f).cos(e) —p.sin(f).sin(a) = z.cos(a) —y.sin(a)
p.sin(@ +a) = p.cos(f).sin(a) +p.sin(f).cos(a) = z.sin(a) —y.cos(a)
On a bien x.cgs(a) —y.sin(a) | _ c9s(a) — sin(a) NERY
x.sin(a)  +y.cos() sin(e)  cos(a Y

Bon, les rotations sont des isométries directes du plan.
Pourquoi sont-ce les isométries directes du plan ?

Remplissons la matrice sur la base canonique, avec pour seule cgldition « isométrie directe ».
La premiére colonne doit étre normée, puisque c’est 'image de ¢ .

5
Elle est donc de la forme ( cgs(a) ) )
sin(a) 7

cos(a) cos(B
sin(a)  sin(B

7r -
frigo, on doit étre sur la bonne piste). a — 8 vaut donc 5 ou —. Et la contrainte « déterminant positif »

cos(a) cos(a+7/2) >
sin(a) sin(a+7/2) )’

La deuxiéme colonne doit étre normée : ( ; ) avec cos(a).cos(f) + sin(a).sin(5) = 0 (de la

donne finalement I'unique modéle (

Bref, les isométries directes du plan sont les rotations. Et comme R,.R, = R,.Ry = Rq+~, on en déduit que
le groupe (OF (R),0) est commutatif (isomorphe & [, 7| pour 'addition modulo 2.7).

cos(a) cos(a — m/2) )

sin(e)  sin(a — 7/2)

En passant, on a trouvé "autre modéle d’isométrie en dimension 2 : (

cos(a)  sin(a)
sin(a)  — cos(a)
On peut interpréter géométriquement ces isométries indirectes.
On peut aussi profiter de notre cours sur la diagonalisation.

On trouve le second modéle ( ), de déterminant —1.
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( cos(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a)

Trace Déterminant Spectre Diagonalisation
2. cos(a) 1 {et-@, e7ta} D= ( et 0 > P= < 1. 1 )
’ 0 e »o ) —i 9
cos(a)  sin(a)
< sin(a) — cos(a) )
Trace Déterminant Spectre Diagonalisation

; . Cru | o= (35 )= (Sl

On constate que les isométries directes se diagonalisent toutes (sur C) avec la méme matrice de passage. C’est
ce qui explique qu’elles commutent entre elles...

Les isométries indirectes se diagonalisent avec une matrice de passage qui est une matrice de rotation. Et a

rotation prés, on a donc le « pliage » de matrice D = ( (1) 1 > que l'on peut appeler z — Z.
L. cos(a)  sin(a) cos(a/2) \ [ cos(a/2)
On vérifie ( sin(a) — cos(a) ) ' ( sin(a/2) ]\ sin(a/2)

¢ < cos(a)  sin(a) ) ( —sin(a/2) ) _ ( sin(a/2) )

sin(a) —cos(a) J\  cos(a/2) —\ —cos(a/2)
Sur la droite faisant un angle /2 avec O, les vecteurs sont invariants.
Sur son orthogonal, les vecteurs sont transformés en leur opposé.

2
- - cos(a)  sin(a) (10
On a une symétrie orthogonale. Vérifiez < sin(a) — cos(a) ) = ( 0o 1)
" Sa + I2
2

E est un projecteur orthogonal.

base canonique

fG)
( (gé) ) =PDP'=P
ot méme ( cos(a)  sin(a) ) _ ( cos(a/2) —sin(a/2) ) . < 1 0 > ( cos(a/2)  sin(a/2) )

1 0
0o -1/

La formule < c.os(a) sin(a
a) —cos

S11

Pfl

sin(a)  — cos(a) sin(a/2)  cos(a/2) 0 -1 —sin(a/2) cos(a/2)

cos(a/2)  sin(a/2)
—sin(a/2) cos(a/2)
si lit (1) _01 on symétrise par rapport & ’axe horizontal

(mtars) ootassy )

On l’a constaté, les R, (les rotations) commutent.
En revanche, les Ss (les symétries) ne commutent pas en général.

on fait tourner la page pour place ’axe noir « horizontal »

on remet la feuille dans le bon sens
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Regardons ce qui était avant du cours.
Et ca donne quoi le produit de deux symétries 7

AN
S5 @)Y 5 S(@) Avee deux symétries
: successives c'est
comme $i le vecteur

. avait tourné d'un
Non. Ne calculez rien.

Reéfléchissez.
Comme des miroirs. Deux miroirs faisant entre eux un
angle...

angle double...

Ou alors comme des algébristes.

C’est le produit de deux isométries. C’est une isométrie.

Chacune a pour déterminant —1. leur produit a pour déterminant 1.
C’est une rotation.

: - (@) —sin(a) _ (B)  sin(B)
produit A.B R, = < Ziori(a) C(S)S(a) ) Sp = ( Z?ﬁ(ﬂ) —SCOS(ﬂ) ) A
ORI _ _
Rp = ( sin(8) CQS(B) ) fla-ftp = Hap el = 5
s (o o T s s =R
B

A une époque, on jouait comme des petits fous avec ces formules :
par exemple pour calculer R,.Sg, on remplacait R, par S,.53 avec v — 8 = « puis on simplifiait les
Sgensemble.

Une remarque. Je passe mon temps & raisonner sur les matrices. Je devrais raisonner sur les applications.
Mais la matrice sur la base canonique dit tout.

Tiens, d’ailleurs, le programme demande de caractériser les matrices d’isométries.

On part de V(U, V), ¢(W, ) = ¢(f(), f(V)).

On traduit matriciellement : V(U, V), 'U.V =t (M.U).(M.V).

On développe : V(U, V), UV =t U'M.M.V et méme V(U, V), 'U.L,.V =t U'M.M.V.

Le lemme d’identification donne le critére

Les matrices d’isométries sont inversibles, et leur propre inverse est leur transposée.
Ceci s retrouve facilement en découpant en colonnes.

Dans le calcul du produit !M.M , les colonnes de M tombent sur les lignes de M.
Dans le calcul du produit *M.M |, les colonnes de M tombent sur les colonnes de M écrites en ligne.
Quand c’est la méme, on doit trouver 1 : colonnes normées.

Quand ce n’est pas la méme, on doit trouver 0 : colonnes orthogonales entre elles.
On est passé d’'une base orthonormée & une autre.

Remarque : Une matrice M vérifiant {M.M = I,, peut étre vue comme

e matrice d’isométrie

e matrice d’une base orthonormée.

Ca fait une grande différence ?

Toute matrice de permutation, avec ses n 1 bien placés peut étre vue comme
e matrice d’isométrie particuliére
e matrice de changement de base orthonormée juste mélangée
0 0 1
- = = 2.
0 0 | tourne autour de Vect( i + j + k) d’un angle 5 Saurez vous le prouver ?
10

1
0
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Piege : Tous ces calculs ont été faits sur une base orthonormée.
Sinon, on reprend V(, ¥), (U, V) = ¢(f(), f(¥)) et on obtient

tM.G.M = G ou G est la matrice de Métro-Gram-Meyer.

Mais 14 encore, ce serait vache qu’un sujet de concours vous fasse ce coup la.

Naif : Partant de la condition nécessaire ‘M.M = I, les éléves aboutissent (& juste titre) a
det(M)? = 1.
Ils en déduisent la condition nécessaire det(M) =1 ou det(M) = —1.
Mais elle n’est que nécessaire et nullement suffisante. Combien ai-je vu d’éléves aux oraux
de concours s’arréter tout fiers aprés avoir calclé : det(M) = 1, c’est une isométrie...

cos(8) —sin(B) \ . o ip
Reprenez nos Rg = ( sin(8)  cos(B) et vérifiez *R.R = I>.
cos(f8)  sin(B) - t _ tg _
Reprenez nos Sg = ( sin(8) — cos(3) et vérifiez *S.S = I, et en plus 'S = S.
1 2 =2 1
Exercice : Pour vérifier que 3" 2 1 —2 | est une matrice d’isométrie, que préférez vous faire ?
1 2 2

Calculer ‘M. M ?
. . . 4+4+1 R
Regarder si les trois colonnes sont normées —g et deux & deux orthogonales

2.(-2)+214+12=07
Pour moi, y’a pas photo.

Tant qu’on y est, vérifiez que le dernier vecteur est produit vectoriel des deux premiers.

Si je vous demande le déterminant vous vous lancez dans un calcul ou vous souriez 7

Si je vous dis que c’est une rotation, comment trouver vous son axe ?

Bonus en taille 3.

Je vous donne les questions pour montrer que toute isométrie directe de (R3, +,.) canonique est une rota-

tion. 37
On prend donc M vérifiant *M.M = I3 et det(M) = 1.

a - Montrez que M admet au moins une valeur propre réelle.
b - Montrez que cette valeur propre vaut 1 ou —1 .
¢ - Montrez que si M admet une valeur propre complexe, celle ci est de module 1.
d - Montrez que si M admet une valeur propre complexe non réelle, alors elle admet aussi .
e - Montrez qu’au moins une des valeurs propres vaut 1 (on notera A un vecteur propre de valeur propre 1)
f - Montrez que Atest stable par M
g - Montrez que M agit comme une rotation sur le plan A~.
1 0 0
h - Montrez que M est semblable & | 0 cos(a) —sin(«)
0 sin(a) cos(a)
i - Reconnaissez dans cette matrice une matrice de rotation d’angle o autour de I’axe formé par le premier
vecteur de base.

Quelques éléments de réponse, en vrac. Retrouvez la question.

a - Si les trois valeurs propres sont réelles, elles ne peuvent pas valoir toutes les trois —1 (déterminant égal
a &), donc au moins une vaut 1.

Siil y a une valeur propre réelle et deux complexes non réelles, le déterminant vaut o.A\.\, comme il est égal
a 1, c’est que « est positif...

B - le polynome caractéristique est de degré ”, on applique le théoréme des valeurs intermédiaires.
— — —
~y - Soit bdans AL. On a alors ¢(d, b) = 0 et donc ¢(f(d), f(b
B
o(d, f(b)) =

37. pas & apprendre par cceur ; déja réussir a suivre est bien

)) = 0 (isométries) et on retrouve
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6 - Le polynodme caractéristique est & coefficients réels...

e-Silona f(d) = a. @ en passant au module, on obtient || @|| = |a|.||@|| et donc o vaut & ou —1 (un
vecteur propre n’est pas nul).

© - On se place sur une base formée de @ et de deux vecteurs orthonormés dans A~+.

¢ -SionaM.Z=a.Zalors M.Z =a.Z et méme M.Z = a.Z car M est & coefficients réels.
Puis 'Z'M =a.tZ. B B
On multiplie membre & membre : {Z!M.M.Z = |a|?.tZ.Z.
n
Je vous laisse deviner la fin en montrant que *Z.Z est un réel strictement positif en Zﬁzk qu’on pourra
k=1
simplifier.

a b ¢
Allez, pour finir, je vous recommande ’exercice du T.D. avec la matrice c a b qui est matrice de
c a

b
rotation si et seulement si a, b et ¢ sont les racines de X3 — X2 + p avec p positif plus petit que 4/27.
C’est un probléme qui a tourné sur plusieurs concours (Mines de Sup, E3A,...) ou aux oraux (CCP,...).
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