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2011/12 [ EXERCICES/COURS ] D . S . 1

<o) > Quel est le coefficient de a?.b® dans le développement de (a + b+ ¢+ d)>?

<02 > Quel est le coefficient de a*.b*.c dans le développement de (a +b+c—d)®? (e )
<0B)> Développez (a+b+c)>+ (a+b—c)®>+ (a—b+c)®+ (—a+b+c).

< &) > Pour quelle(s) valeur(s) du complexe « les deux racines complexes du polynéme X2 — (4 +
2.i).X 4+ « sont a distance 2 'une de 'autre (les nombres complexes sont asimilés & des points du plan
complexe).

(conseil : ayez un point de vue géométrique...)

< #(2) > Pour quelle(s) valeur(s) du réel « les deux racines complexes du polynome X2 —(4+2.7). X +a
sont elles a distance 2 I'une de l'autre ?

J— —_—
< &(1) > On note ¢ 'hexacycle (a,b,c,d, e, ) sur une liste de six éléments (il envoie a sur b, b sur c et
ainsi de suite, jusqu’a f sur a). On note 7 la permutation qui échange a et b. Déterminez TopoT (2 |

I 3 points

2011/12 [ RATIONNALITE ] D . S . 1

On se propose de rechercher les angles pi-rationnels dont le cosinus est rationnel. Une mesure
angulaire « est dite pi-rationnelle si le quotient o/ est rationnel (exemple : 2.7/5 est pi-rationnel,
mais un radian ne lest pas).

On pose donc : C = {a € R|(a/7,cos()) € Q*}.

I- 1) 7/3 est il dans C'? 7/4 est il dans C'? /6 est il dans C'?

I- 2) On note 3 'angle de |0, 7/2[ dont la tangente vaut YR Calculez son cosinus et son sinus & 107°

prés,
I- 3) Donnez une infinité d’éléments de C'.

II- 1) Soit o dans C. On pose alors ¢ = cos(«). Calculez alors cos(2.«) et cos(3.«) & l'aide de ¢. Qui
est alors 8.c* — 8.c2 + 1 (justifiez, évidemment) ?

I1- 2) Montrez que 2.a, 3.« et 4. sont aussi dans C. (2 p.

II- 3) Montrez pour tout n dans N : cos((n +1).a) + cos((n — 1).a) = 2. cos(n.cv).c 1p. ) Déduisez
Pexistence d’une suite (T;,) de polynomes & coefficients entiers vérifiant T),(c) = cos(n.«) pour tout n
de N (vous raisonnerez par récurrence “a double hérédité” et vous donnerez la relation de récurrence
qui calcule T),41 & l’aide de T), et T,,_1).

II- 4) Montrez que le terme dominant de T, est 2"~ 1. X™. (5o

I1- 5) Montrez que le coefficient constant de T, est 0, 1 ou —1 suivant la valeur de n modulo 4.
II- 6) Vérifiez que Ty est bien égal a 16.X° — 20.X3 + 5.X. Calculez Tp.

II- 7) Montrez que tous les n.cc avec n dans Z sont aussi dans C.

20 points

Ny
ITI- 1) On suppose qu’il y a dans C un ¢élément ~ de la forme P avec p et ¢ premiers entre eux, et ¢
q

N

multiple de 4. Montrez que b 1 est dans C' et calculez son cosinus.( 2t ) Concluez.



IV- 1) On suppose toujours a dans C', montrez qu’alors son cosinus ¢ vérifie |T),(¢)| = 1 pour un n non

nul bien choisi.

IV- 2) Un exemple pour comprendre. On suppose qu’un rationnel de [—1, 1], s’écrivant p/q avec p et
q entiers premiers entre eux, est solution de I’équation |Ts(x)| = 1 d’inconnue x. Montrez qu’alors p

divise 16.p° — 20.p3.¢> + 5.p.¢* et ¢°. Déduisez que p vaut 1 ou —1.
IV- 3) Montrez qu’alors ¢ divise 16.
2 2.p? — ¢
IV- 4) Montrez aussi que 2.p—2 — 1 est aussi solution de |T5(x)| = 1. Déduisez que |p72q|
q q
1 11 1
vaut 1, 718 5 Trouvez les solutions rationnelles de |T5(x)| = 1 d’inconnue z.
IV- 5) Pour quelles valeurs de k entier le nombre k.7/5 est il dans C'?

V- 1) Montrez, en vous inspirant de ce qui a été fait ci-dessus, que les seules racines d’une équation
|T(x)| = 1 d’inconnue rationnelle = dans [—1, 1] avec n impair sont dans ’ensemble & quatre éléments

11
{_11_§7§a1}'

VI- 1) Soit o un élément de C' qu’on suppose de la forme p.7/q avec p et ¢ premiers entre eux et ¢
pair, non multiple de 4. Montrez que |cos(2.c)| vaut 1/2 ou 1.z ) Quelles sont alors les valeurs
possibles de cos(a){ 2.

VII- 1) Déduisez qu’il n’y a que huit éléments de C' dans | — 7, 7] dont vous donnerez la liste. ot )

l 30 points

VIII- 1) Déduisez de ce qui précéde 'ensemble S des mesures angulaires w-rationnelles dont le sinus

est rationnel.

IX- 1) On veut enfin déterminer I’ensemble 7' des mesures angulaires w-rationnelles dont la tangente

11—t
est rationnelle. Montrez pour tout 6 de | — /2, 7/2[ : cos(2.0) = m Montrez que si « est

dans T alors 2.« est dans C. Explicitez T (2w )
8 points { 8 points

D.S.1 I MPSI2 ( 71 points ] Annee 2011/12 DS.1




Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 (Variations sur la formule du binéme. ]

On nous demande déja de développer (a + b+ c+d)® et d’y chercher un terme en a?.b3. On le fait par
étapes. On regroupe en ((a + b) + (c+ d))® et on a donc six termes déja : (a +b)°, 5.(a + b)*.(c + d),
10.(a + b)%.(c + d)?, 10.(a + b)%.(c + d)?, 5.(a + b).(c + d)* et (c 4 d)®. Et seul le premier terme sera
exempt de toute trace de c et d. On ne développe donc que (a + b)°. Et 1a on utilise & nouveau la

formule du binéme & 1’ordre 5, et on trouve un unique terme en a3.b? et c’est | 10.a>.b

On développe ensuite (a + b+ ¢+ d)8. Tous les termes sont alors homogeénes & des “puissances six”. Et
on vous demande le coefficient de a?.b*.c ! C’est un terme de degré 7. Il n’y en a pas dans la formule.
Que répond on alors 7 On répond “coefficient égal a 0.

1l s’agit ensuite de développer (a+ b+ c)? et des variantes avec un signe moins. On commence par celui
avec des signes “plus”. On le fait par étapes : (a +b)> +3.(a +b)%2.c+ 3.(a +b).c? + ¢3 et on développe
et regroupe.
(a+b+c)P=a®+b>+c+3.(a2b+ab®+a’c+a.c®+b%.c+b.c?) +6.a.b.c
On remplace ensuite ¢ par —c :
(a+b—cP=a®+b—c3+3.(a2b+ a.b? — a’>.c+ a.c> —b%.c + b.c?) — 6.a.b.c
et b par —b puis a par —a :
a—b+c)°=a"—0"+c +3.(—a”.0+a.b”+a“.c+a.c”+0°.c—b.c’) —06.a.0.c

b 3 3 b3 3 3 2 b b2 2 2 b2 b 2 6.a.b
(—a+b+c)d=—a®+b3+c+3.(a®>b—ab?+a’c—ac®+bc+bc?) —6.abce
Il ne reste plus qu’a sommer. Les termes se regroupent et dans certains cas se simplifient. La grande
somme vaut :

2.(a® + 0%+ ¢3) +6.(a®>.b+ a.b®> + a®.c + a.c® + b .c + b.c?) — 12.a.b.c

Un tableau peut étre utile pour une question de ce type.

2011/12 [Le polynéme & paramétre X2 — (4 + 2.4).X + a. J D.S.1

Raisonnons déja par conditions nécessaires avec un point de vue géométrique.

On suppose que ce polynéme admet deux racines complexes z; et zo. On note M; et My les deux
points d’affixes zjet zo. On sait déja : z3 + 20 = 4 4 2.7 et z1.29 = «. Le milieu du segment M7 M,
est le point C' d’affixe 2 + i. Et la longueur de ce segment est de 2. On en déduit que M; et Ms sont
diamétralement opposés sur le cercle de centre C et de rayon 1. Leurs affixes sont donc de la
forme (2 + 1) +¢e%% et (2+1i) — e?.

On calcule alors : o = (2 +1+ e“’).(? +i— ew). On trouve : a = 3+ 4.1 — e?*?, Et 6 bouge comme
il veut.

Le point d’affixe a décrit un cercle de centre 3 + 4.7 et de rayon 1.

Réciproquement. Supposons que « soit de la forme 3 + 4.i — e2*?. On cherche les deux racines du
polynome X2 — (4 +2.1).X + 3 + 4.i — €2*? en passant par le calcul du discriminant :

A=(4+240)2 4.3 +4i— %) =462 est le carré de 2.e'?.

Les deux racines sont 2 + i + €% et 2 + i — %, Et la distance qui les sépare vaut bien 2 (vision
gémétrique de la chose, s’il vous plait).

Je n’ai pas essayé la démarche consistant & poser o = a + i.b et a calculer les racines puis la distance qui les
sépare.

On veut a présent que « soit réel. Or, o peut juste bouger sur un cercle de centre 3 + 4.7 et de rayon
1 (en tournant “a l’envers”; et “deux fois trop vite” certes, mais ¢a ne change rien...). Or, ce cercle ne



coupe pas 'axe des réels. Il n’y a donc pas de solution réelle a.

2011/12 [La composée de trois permutations. ] D.S.1

On compose une transposition, un cycle de taille 6 et une transposition. Le plus simple est de suivre
[a][b]c[d]e]f]]liste ]

blajc|d|e]|f T

c|lb|dle|f]a %)

cla|d|e|f]|Db T
—

On décompose en suivant un élément, tel que a, et on retrouve un hexacycle : (a,c¢,d, e, f,b).

Finalement, a et b ont échangé leurs roles.

2011/12 [Les angles m-rationnels & cosinus rationnel. Des exemples. ] D.S.1

Les trois angles 7/3, 7/4 et 7/6 sont m-rationnels. Mais leurs cosinus valent respectivement 1/2, /2,2
et v/3/2. On ne garde donc que 7/3.

les six éléments & la trace :

On pose donc 3 = Arctan(7/24) avec des notations propres. On cherche le cosinus par la formule

1 576
célebre 1+ tan?(8) = . On trouve vite cos?(3) = ——————— = —— et en passant & la racine

cos2(B) T 1+49/576 625
: cos(f) = % (le cosinus est positif, car on est entre 0 et 7/2).

v

Pour ce qui est du sinus, on effectue tan.cos et on trouve (vérifiez la relation cos? +sin® = 1 si

vous voulez.
On veut des valeurs approchées 4 10~ prés ? On pose la division ? Mais non !

96

)= 335~ 100
De méme sin(3) = 0,28. Et si on y tient : sin(3) = 0,28000 & 10~ 5preés.

Le cosinus et le sinus sont décimaux. C’est mieux que “rationnels”.

A ce stade, on ne sait pas encore si cet angle 3 est mw-rationnel. On verra qu’il ne Iest pas.

Facile. On écrit cos( = 0,96 et “la division tombe juste”.

[ 2011/12 ] [Les polynomes de Tchebitchev (puisque c’est eux...). ] [ D.S.1 ]

On connapit son cours : cos(2.a) = 2.c2 — 1 et cos(3.a) = 4.c3 — 3.c.
On continue : cos(4.a) = 2.cos?(2.a) — 1 =2.(2.c2 — 1) =1 =8.c* — 8.2 + 1.

Comment continuer pour valider cos(5.a)) = 16.c®> — 20.¢3 + 5.¢?

On développe cos(5.a) = cos(4.a + a) = cos(4.cr).c — sin(4.a).s.

Il nous manque sin(4.a) ? C’est 2.sin(2.a). cos(2.a)) puis 4. sin(a).c.(2.c — 1).

On a donc : cos(5.a) = (8.c* — 8.¢2 + 1).c — 4.sin?*().(2.c% — 1).c.

On y remplace sin?(a) par 1 — ¢?. On développe, et on a bien 16.c> — 20.¢* + 5.c.
Ah tiens, ce n’était pas demandé...

On suppose donc que « est un multiple rationnel de 7 et que son cosinus ¢ est rationnel. Tous les
nombres de la forme n.« avec n entier sont encore des multiples rationnels de 7 (n.a/7 est le produit
d’un entier par un rationnel, c’est un rationnel).

Ensuite, si ¢ est rationnel, toutes les quantités comme 2.¢2—1, 4.¢>—3.¢, 8.¢*—8.¢2 +1 sont rationnelles,
comme sommes et produits de rationnels.

Le plus simple est de dire que I’ensemble des rationnels est stable par addition et multiplication (on
appelle ¢a un anneau), sans méme effectuer de lourds calculs.

On sent venir la généralisation. Par récurrence sans doute...

Par la formule cos(a + b) = cos(a). cos(b) — sin(a). sin(b) et sa variante cos(a — b) = cos(a). cos(b) +
sin(a).sin(b), on développe cos(n.a + «) et cos(n.ac — «) et on somme. Les termes en sinus s’en vont.



Et il reste bien cos((n + 1).a) + cos((n — 1).a) = 2. cos(a). cos(n.q).

On déséquilibre : ¢,41 = 2.c.c,, — ¢,,—1 en allégeant la notation de maniére compréhensible, du moins
j'espére.

Je noterai souvent cette année ¢ et s a la place de cos(6) et sin(f), et il m’arrivera de noter ¢, et s, pour
cos(n.0) et sin(n.0).

cos(l.a) et cos(2.ct) sont des polyndmes en c¢ (respectivement : c et 2.c> — 1). Si on suppose, pour
un n donné, que cos((n — 1).a) et cos(n.a) sont des polynomes en ¢ (notés Tn—1(c) et Tn(c)), alors
2.¢.Ty,(¢) — Tr—1(c) est & son tour un polyndme en ¢, que ’on peut noter ), 1(c). Il reste, par somme
et produit, un polyndéme en ¢ (que I'on n’explicitera pas plus que Tr1+1(X) = 2. X.T,,(X) — T—1).

C’est le caractére héréditaire pour une récurrence du type “(P,, ~ et ~ P,,_1) impliquent P, ;”. Celle
ci est initialisée & deux rangs, c’est bon (si elle ne 'avait été qu’a un rang, on n’urait pas pu propager
le propriété). La propriété est valable & tout rang.

Attention, il y a ici deux difficultés.

e La récurrence n’est pas du type simple “P, vraie et P, = P,,41” mais “(Py ~ et ~ P;) vraies et
(Pp—1 ~et~P,) = P,1", appelée a juste titre de “a4 double hérédité”.

e On propage une propriété d’existence (de polynémes) et non pas une formule, contrairement & ce
qu’il se passait souvent en Terminable. C’est un peu aussi la différence entre un cours de maths (des
théorémes et propriétés) et un cours de physique mal assimilé (des formules).

e La formule T,,,1 = 2.X.T,, — T,,_1 est un résultat en annexe mais n’est pas du tout du tout ce qu’on
propage par récurrence. C’est 'existence...

On calcule donc de proche en proche :’ T ‘ ‘ T";1 ‘ T, ‘ Tt \
(1] ] 7 [x2Xx[ /7 |
’ To ‘ T1 ‘ T ‘ Ts ‘ Ty ‘ Ts ‘ P ‘

(1 [ X [2X°-1[4X°-3X [8X'-8X°+1 [ 16X°—20.X°+5X [32.X°—48.X" +18.X° -1

Il est possible de retrouver Ts avec des approches plus “terminale” (au sens noble du terme), comme
cos(6.a) = 4.cos®(2.a) — 3. cos(2.c) dans la quelle on remplace cos(2.a) par 2.c* — 1.

Il y a aussi 2. cos(6.a) = %" 4 e 04> = (¢8%)0 1 (740 = (¢4 14.5)® + (c — 4.5)®. O développe par formule
du binéme avec des %, des 4.¢%.i.s., des —6.5%.c* et autres. On regarde ceux qui se simplifient deux a deux par
conjugaison. Tl reste 2.(c® — 15.5%.c* 4 15.5*.c> — ¢®). On remplace s* par 1 — c¢? et s* par (1 — ¢*)? et ainsi de
suite. On trouve un polyndme en c.

On note vite que T}, va commencer par 2" 1. X" (degré n, une puissance de 2, mais un retard a Uallumage
dans la puissance qui fait qu’on n’a pas 2"). Sauf pour n égal a 0.
On le démontre par récurrence, encore a double hérédité. L’initialisation est dans la lecture du tableau.

Supposons ensuite que T}, commence par 2" 1. X" et T,,_; par 2"~2. X"~ ! pour un certain entier n
(objectif : T}, 41 commence par 2".X"*1), Dans 2.X.T},, on a justement un terme en 2.X.2"~1. X"
c’est & dire 2. X"*! comme attentdu, et aucun terme de —7T},_; ne pourra venir le compenser. On a
donc le bon terme, et c’est bien celui de plus haut degré.

On note la encore un raisonnement avec des explications plus que des formules qui ne pourraient que
contenir des points de suspension et/ou des indices multiples pour désigner des coeflicients qu’on ne
connait pas (ceux des autres termes du polynome).

On note qu’une fois sur deux, le coefficient constant de T,, est nul, et qu’une fois sur deux, il vaut 1
ou —1 avec alternance de signes. Comment formaliser ¢a ? En jouant sur la parité et en parlant des Ts, et
T5.p+1 et non pas juste des Tr,.

On propose donc : T5 ,(0) = (—1)? et T2 p4+1(0) = 0 (oui, car le coefficient constant, c’est la valeur en 0).



Cette formule est correcte en petites valeurs de p.
Supposons ensuite la formule correcte au rang p pour un certain entier p (objectif : les deux for-
mules au rang p + 1). On calcule alors : T (,41) = 2.X.Tp,41 — T2, qu'on applique en 0
Ty pi2(0) = 0 — Ty, (0) = —(—=1)? = (—1)P*! déja une des deux formules est validée. On continue
en utilisant T (p41)41 = 2.X. T2 p12 — Topy1- On calcule en 0 : 75 ,11(0) =0 —0 = 0.

e ] T2p(0) = (=17
La propriété {TZ.p+1(O) _ 0
rence pour tout p.

est héréditaire et bien initialisée, elle est donc établie par récur-

Encore une fois, ce qu’il faut faire avant tout, c’est bien se demander quelle est la bonne propriété a propager
par récurrence...

Et puis tout & coup, un éléve plus intelligent que les autres trouve une méthode directe, sans récurrence ! Si
si !

Il dit juste : je vais prendre le cas particulier ou ¢ est nul (il a choisi & = 7/2). On a alors
T,(0) = cos(n.at) = cos(n.m/2). Pour n impair, on tombe sur 'intersection du cercle trigoométrique
avec ’axe imaginaire : ce cosinus est nul. Pour n pair, I’angle est un multiple de 7 et son cosinus vaut
1 ou —1 suivant parité...

Comme quoi les réflexes de Terminable comme “entier n donc récurrence sur n” sont de mauvais réflexes.

2011/12 [Les n.a sont dans C. ]

On a supposé « dans C. a/7 est donc rationnel. Tous les n.«e/7 le sont aussi. Et les cos(n.«) sont de
n

la forme T),(c) avec T,, polynome & coeflicients entiers. On a donc une quantité de la forme Z aj.c®
k=0

avec c rationnel et des aj entiers. On trouve un rationnel & chaque fois. On identifie la propriété “n.a

est dans C”.

Et n est positif ou négatif, puisque cos(n.a) est égal cos(|n|.c) si n est négatif.

[ 2011/12 ] [Angles de C de la forme 7.p/q avec ¢ multiple de 4. j [ D.S.1 ]

On s’interroge sur la présence dans C' d’un élément de la forme v = 7r.4% avec p impair pour que la

fraction soit irréductible). Si un tel élément est dans C' tous ses mutiples y sont aussi comme on vient de
le voir. Mais alors en particulier k. est aussi dans C' . C’est bien un angle w-rationnel, pas de probléme.
Mais son cosinus vaut cos(w.p/4) avec p impair. Il suffit de regarder sur un cercle trigonométrique pour
voir que ce cosinus vaut alors \/i/ 2 ou —V/2 /2. Et un tel réel n’est pas rationnel.

On a donc une contradiction.

On vient donc de faire un raisonnement par 1’absurde :

il n’y a pas dans C d’élément de la forme p.7/q avec ¢ multiple de 4.

On va voir bientét s’il y a des éléments avec q impair. On verra enfin s’il y a des éléménts avec ¢ pair mais pas
multiple de 4. Et on aura fait le tour de tous les angles w-rationnels.

[ 2011/12 j[Existence de n vérifiant Ty (c) = 1 ou T (c) = —1. J [ D.S1 J

U
Tout ce qu’on suppose, c’est que « est de la forme —.7 et que cos(n.a) est de la forme P avec p, q, u
v q

et v entiers.

Que veut on calculer ? T, (c) c’est a dire cos(n.«) par définition des T,. Mais il s’agit donc de
cos(u.n.w/v). Et si on choisit n égal & v, que trouve-t-on ? Justement cos(u.7w) qui vaut justement
1 ou —1 (cosinus d’un angle plat ou nul).

On nous demande de prouver 'existence d’un n au moins. Justement, le dénominateur de «/m con-
vient.



Pour o égal a w/3 qui est bien dans C, on a bien cos(3.ct) = —1 et on a bien Ts(cos(mw/3)) = —1

2011/12 [L’exemple avec le degreé 5. ] D.S.1
On prend donc un rationnel de [—1, 1] qu’on écrit p/q et qu’on suppose solution de |T5(z)| = 1.

On traduit 16.(%)5 - 20.(2)3 n 5.% e { _, 1}.

On réduit au dénominateur commun et on effectue un produit en croix : 16.p°> — 20.p%.¢%> + 5.p.q* est
égal & ¢°ou —¢°. On commence & comprendre le rapport avec la suite.

Que p divise 16.p° — 20.p3.¢> + 5.p.¢*, c’est cadeau ! On écrit p.(16.p* — 20.p%.¢> + 5.¢*).

Mais comme cet entier est égal & ¢° ou —¢°, on déduit que p divise ¢°.

C’est Ia qu’il faut raisonner un peu. Comment I’entiers p peut il diviser ¢° alors qu’on a supposé que p et
g navaient aucun facteur commun a part 1 (la fraction est irréductible, numérateur et dénominateur
sont premiers entre eux !). Ce n’est pas cohérent ! Mais si ! Mais il n’y a qu’une solution : p est égal
a 1, seul entier capable d’étre premier avec des entiers qu’il divise.

On sait donc maintenant que c est de la forme 1/q avec q entier.

. 16 20 5 . .
On reprend notre équation : —— — — + — vaut 1 ou —1. On retourne vite dans ’ensemble des entiers

¢ ¢
plutot que celui des rationnels : 16 — 20.¢% + 5.¢* = ¢° ou 16 — 20.¢®> + 5.¢* = —¢®. On arrange encore
un peu : 16 = 20.¢> — 5.¢* — ¢° ou 16 = 20.¢> — 5.¢* + ¢°.
L’entier ¢ divise toujours le membre de droite. Il divise donc le membre de gauche.
q divise 16. Il vaut donc 1, 2, 4, 8 ou 16.

Quand on lit tout ¢a sur le papier, c’est évident. Quand on doit le trouver soi-méme un vendredi aprés midi,
¢a l’est moins... Pourquoi ?

Les seules racines rationnelles autorisées sont donc de la forme 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 ou leur opposés.
On pourrait alors les tester une a4 une, mais ce n’est pas ce que I'on va faire. (C’est étrange ¢a. Mais c’est
Jjuste parce que I’on regarde un exemple et qu’on veut s’attaquer ensuite au cas général.Rien ne vous interdisait
néanmoins d’avoir recours a des méthodes plus “terre a terre”, par de simples calculs algébriques. Elles vous
rapporteront des points si elles ne sont pas entachées d’erreurs.

On veut prouver que 2.(p/q)? — 1 est encore solution de I’équation T;,(x) € {—1,1}. On fait un gros

calcul ?

C’est trompeur. Le gros calcul est faisable. Et il aboutit finalement aprés quelques simplifica-

tions. Mais j’ai quand méme du mal & passer de 16.(p/q)® — 20.(p/q)® + 5.(p/q) = 1 (ou —1) a
207 — ¢*\? 2.p° — ¢*\3 2.p° — ¢° . )

16.(T) — 20.<T> + 5(T> = 1. Et on comprend mal ce qu’il y a de caché

derriére.

Pourtant, c’est si simple.

Ce rationnel de [—1, 1], si on D’écrivait cos(c) avec o« bien choisi dans R (un arcosinus pour étre

franc) 7

Il nous faudrait alors considérer T),(2.c> — 1) c’est a dire T),(cos(2.)). Par définition, il s’agit de

cos(n.2.a). Et déja, cos(n.a) est supposé étre égal & —1 ou 1 (c’est ’hypothése |T;, ()| = 1). n.« est

un angle nul ou plat. 2.n.a est un angle plat, et son cosinus vaut 1.

On est donc passé sans heurt de T),(c) € {—1,1} & Ty, (c) = T, (2.c> — 1) = 1.

Comme 2.(p/q)? —1 est racine de Ty et qu’il est rationnel, on lui applique le raisonnement déja appliqué
a p/q. Son numeérateur aprés simplification vaut 1 et son dénominateur divise 16. On retombe sur la
liste de 1 &4 1/16 au signe prés.




Au fait, j’ai oublié d’exploiter une des informations : p vaut 1. On résume : ¢ vaut 1, 2, 4, 8 ou 16 et
|2/¢® — 1| vaut 1, 1/2, 1/4, 1/8 ou 1/16.

q a le droit de valoir 1. Il semble pouvoir valoir 2. Mais au dela, ¢a ne passe plus.

Les seules valeurs possibles de p/q sont donc 1 et 1/2 au signe prés.

1 est d’ailleurs bien solution de |T5(z)| = 1. Mais 1/2 ne l’est pas.

Bilan : les seules racines rationnelles de T5(x) = 1 et de T5(z) = —1 sont 1 et —1.

Les seuls cosinus qui soient racines rationnelles de T5(x) = 1 au signe prés sont 1 et —1. Or, si un angle
a est de la forme k.7/5 son cosinus ¢ vérifie T5(c) = cos(k.7) € {—1,1}. Pour que cet angle soit dans
C, il faut donc que son cosinus soit rationnel et racine de |T5(z)| = 1. Il vaut donc 1 ou —1.

Bref, les seuls angles de la forme k.7/5 qui sont dans C' sont les multiples de .

Oun va généraliser cette idée au cas des angles de C de la forme k.7 /n avec n impair.

[ 2011/12 ][Angles de C de la forme k.7 /n avec n impair. j [ D.S.1

On prend un angle o dans C de la forme k.w/n (le rapport o/ est le rationnel k/n). Il vérifie
T, (cos(a)) = cos(n.a)) = cos(k.w) € {—1,1}. Son cosinus est donc une solution rationnelle de ’équa-
tion |7}, (z)| = 1 d’inconnue z.
Or, on a quelques informations sur le polynéme T,, avec n impair. Il est & coefficients entiers, son terme
constant est nul et son terme dominant est 27~ 1. X",
L’équation s’écrit sous la forme 2" 12" + ...+ gz =1ou 2" 'a"+... 4+ a;.x = —1.
On prend z de la forme p/q puisqu’il est rationnel. On reporte et on multiplie tout par ¢"
2"l p" 4+ ... 4 a1.p.q" " = ¢" au signe prés.
Comme p divise le premier membre de maniére évidente, il divise le second.
Mais p et g sont premiers entre eux. La seule solution est que p soit égal a 1 (ou —1).
n—1
On reprend : 2" ' +.. . +a;.q" ! = ¢" au signe prés. On déduit : 27! = — Z ap.q" %+ ¢". Comme
k=1

q divise le membre de droite, il divise le membre de gauche.

Les seules valeurs de ¢ possibles sont 1, 2, 4, 8 jusqu’a 271,

On sait déja que 1 est une valeur possible d’ailleurs.

On refait alors le coup de 2.(p/q)? — 1. Clest cos(2.). Et il vérifie T,,(2.c> — 1) = cos(2.n.a) =
cos(2.k.m) = 1.

Le rationnel 2.c? — 1 est racine de I’équation |T},(x)| = 1. Il est donc égal & un des nombres 1, 1/2, 1/4
jusqu’a 1/27-1,

On a donc c et 2.c> — 1 qui sont & prendre dans la liste ci dessus, au signe prés.

On peut prendre ¢ = 1, ¢ = 1/2.

Si on prend c plus petit que 1/2 en valeur absolue, alors 2.c2 — 1 est entre —1/2 et —1. Et il ne peut
pas étre dans la liste des 1, 1/2, 1/4 et autres.

On arrive donc dans la liste indiquée {—1,-1/2,1/2,1}.

E 2011/12 ] [Angles de C de la forme 7.p/q avec g multiple de 2 mais pas de 4. j E D.S.1 j

On prend un tel angle a. Son double 2.« est de la forme 7 /p/q" avec ¢’ impair (sinon on a un multiple
de 4).

On est donc ramené a la question précédente. Son cosinus vaut donc 1/2 ou 1 au signe prés. Or, ce
cosinus de I’angle double est 2.c2 — 1. On a donc quatre cas a traiter :

e 2.cos?(a) — 1 = —1 conduit & cos(a) = 0. C’est cohérent, et on retrouve 7/2 et ses variantes.

e 2.cos?(a) —1 = —1/2 conduit & | cos(a)| = 1/2. On connait déja ces solutions, et elles ne correspon-
dent d’ailleurs pas & une forme 7.p/q avec ¢ pair non multiple de 4.

e 2.cos?(a) — 1 = 1/2 conduit & cos(a) = v/3/2. C’est incohérent, et on refuse donc.




e 2.cos?(a) — 1 =1 conduit & | cos(a)| = 1. C’est incohérent avec la forme 7.p/q avec g pair.
Bilan : pas d’angles de la forme demandée.

Connait on tous les angles de C'? On a cherché des angles m-rationnels, de la forme 7.p/q par définition
méme. On a regardé les différents cas :

e ¢ impair : le cosinus vaut —1, —1/2, 1/2 ou 1,

e ¢ pair mais pas multiple de 4 : le cosinus vaut 0,

e ¢ multiple de 4 : pas de solution.

On a bien tout essayé sur les congruences possibles pour ¢ modulo 4.

Bilan : il n’y a pas tant d’angles que ¢a dans C. Leurs cosinus ne peuvent prendre que
les valeurs suivantes : —1, —1/2, 0, 1/2 et 1.

Au signe prés et modulo 2.7 : 0, 7/3, 7/2, 2.7/3 et 7.

On a huit solutions entre —7 et 7.

2011/12 [Angles m-rationnels dont le sinus est rationnel. ] D.S.1

. . . 77 .
Comme on passe du sinus au cosinus par la transformation § — 5~ #, on comprend qu'’il suffit de

reprendre la liste de C et de lui appliquer la transformation citée.
Les sinus possibles sont —1, —1.2, 0, 1/2 et 1.

Entre O et 7/2 : 0, /6 et m/2.

On compléte par parité et périodicité.

2011/12 [Angles m-rationnels dont la tangente est rationnelle. ] D.S.1

1 —tan?(a)
1+ tan?(a)
Si tan(a) est rationnel, alors 1 — tan?(a) et 1 4 tan?(«) sont rationnels (produit et somme) et leur
quotient l'est aussi. cos(2.a) est donc rationnel. Et 2.a est donc dans C.

Mais alors (1 —t2)/(1 + t?) ne peut prendre que quelques valeurs : —1, —1/2, 0, 1/2 et 1. On cherche
alors les valeurs possibles pour tan(«) et on élimine méme celles qui ne sont au final pas rationnelles.
Et au final, il ne reste presque rien : tan(a) ne peut prendre que les valeurs 0, 1 et —1.

La formule cos(2.a) = est dans le cours.

On notera que 'angle 8 qui avait un sinus, un cosinus et une tangente rationnels tous en méme temps n’est pas w-rationnel.

D.S.1 I MPSI2 ( 71 points | Année 2011/12 D.S.1




Charlemagne

Vendredi 30 septembre
2011/2012

On veut, pour x donné, réel positif, donner un sens au réel \/x ++\/x + \/x + /x + ... et voir 5’il a

des propriété particuliéres. Mais comme il y a des points de suspension, il faut I’attraper comme limite
de suite. Cette suite, on la définit comme suit : ug =0 et V n € N, u,y1 = /T + u, (calculez alors
u1, u2, ug). Vérifiez 'existence de tous les termes de cette suite 1 pe ) Montrez par récurrence que
cette suite est croissante, majorée par x + 1. Déduisez qu’elle converge.( spr. ] Exprimez sa limite “plus
simplement” comme fonction de x (normalement, un trait de fraction et une seule racine). Calculez

\/6+\/6+\/6+\/ﬁ et sa partie entiére zp. ) Montrez que \/er T+ Vr+xT+... est

un entier naturel si et seulement si = est le double d’'un nombre triangulaire (les nombres triangulaires

n
sont les nombres de la forme k)( =z )
0 points k=0 | 0 points

2011/12 ( SOMMES DE NEWTON j ]_) . S . 2

Pour tout entier naturel p et tout entier naturel n, on pose : Sp(n) = Z EP =07 +17 427 4. . .4+ nP. Calculez
k=0

So(n) pour tout n (si vous avez un doute sur un des termes, j'en profite pour vous rappeler que pour a et b

entiers, il y a b® applications d’un ensemble & a éléments vers un ensemble a b éléments).

On va calculer Si(n), S2(n), Ss(n), Si(n) par des méthodes intelligentes et généralisables (c’est a dire en

n

évitant a tout prix la récurence sur n...), Pour alléger, on posera A(n) = Z k, B(n) = Z E*, C(n) = Z K,
’ k=0 k=0 k=0
BE(n) =Y k' F(n)=) k"
k=0 k=0
n n

Rappel sur les sommes : si o désigne une somme E a, qui est E an—p ! (opération de renversement)( 1 pt._]
k=0 k=0

X- 1) Montrez alors : 2.4,, = Z k+ Z(n — k). Déduisez la valeur de A,,.( zpe )

k=0 k=0
n

X- 2) Montrez : Cpi 1 = Cp + (n+1)3 = Z(k + 1)3. Déduisez la valeur de By, (25 )

k=0

X- 3) Montrez aussi : 2.C,, = Z K3 + Z(n — k)?’. Déduisez la valeur de C,, a 'aide de A,, et
k=0 k=0
B,

n
XI- 1) Variante : pour tout couple d’entiers (i,7), on pose a;; =i x j. Calculez pour tout i donné Z a; ;.
Jj=1

n n

Calculez Z Z i 2pe )

i=1 j=1
XI- 2) Pour k plus petit que n, montrez Z a;; = 2.k A, — k? (ot maz(u,v) est le maximum de

uetv) ze )

max(i,5)=k

10



XI- 3) Calculez Z ( ai7j). Retrouvez la relation qui relie A,, et C’n.

k=1 mazx(i,j)=k

XII- 1) Soient d un entier naturel et f une application de classe Cy11 (ce qui signifie d + 1 fois dériv-

~ fM0) 4, ettt
able & dérivées successives continues), montrez pour tout réel x f(z) = g T + i / (1-
k=0 ToJt=0

). £ (¢.2).dt (par récurrence sur d, en intégrant par parties).[ s pi_)
XII- 2) Déduisez (pour d au moins égal a 4 et | f®)| bornée par un certain M) I'existence d’une application

” (0 3 (o @ (0
p vérifiant f(z) = £(0)+f'(0).0+ L 2( a4 6( a4 24( Lt ot (o) et lim o(z) = 0.(zre ]
XII- 3) Montrez pour tout z réel et tout k entier : 2.sin(x/2).cos(k.z) = sin(

2.k+1
L
2.k —1 I 2.0+ 1
sin ( 5 x) puis 2.Sin(x/2).<§ + kg_l cos(k.a:)) = sin ( n;— x) 3 pt.

3 5
XII- 4) Déduisez Dexistence de trois applications «, § et v vérifiant (x ~ 51 + 1520 + x5.a(w)> X
2n+1 Bpa? Da? 4 2n+1 2n+1)32%  (2m+1)5.2° 5
- + 2 + ﬁ(x)) = 5%~ 15 + 3810 + z°.y(x) et

2
JICEI%) alr) = 0, ;}L% B(x) = 0 et :lg%fy(x) = 0% ) Retrouvez alors la valeur de B, et trouvez la
valeur de D,, .

XII- 5) Montrez I’existence de trois applications

N

!
XIII- 1) On rappelle la définition des coefficients binomiaux : (Z) = m pour 0 < k< n

1 n
avec n et k entiers. Vérifiez (i) = (Zi 1) — (k f_ 1) (formule de Pascal) 2z .. ] Déduisez Z (g) =

p=>5
1 . . < s
) (formule de Zhu-Shizi en colonne 5) 2 pi. ] Déduisez la relation qui calcule E), a l'aide de n,

An; Bn: Cn et Dn-

XIV- 1) En reprenant la méthode que vous voulez ci dessus, trouvez une relation qui exprime Siy1(n)
a l'aide des S;(n) pour i de 0 & k.(ape. )

XIV- 2) Déduisez que Sk(n) est un polynéme en n dont vous préciserez le degré et le coefficient domi-
nant (si vous avez conjecturé ce degré et ce coefficient, sans avoir de preuve, donnez les, c’est déja Qa...).

(n+

- 1) On a trouvé une belle relation entre A,, et C,, (pour tout n), c’est a dire entre S3 et S;. On va
montrer que c’est le seul cas ou un tel type de formule apparait. On suppose donc qu’on a (Sp)d =5,
pour un triplet d’entiers (p,d, q). Montrez alors : d.(p+1) =q+1et (p+ 1) =g+ I

In(x)

[ sur [2, +00[ (vous devrez peut étre étudier déja les

- 2) Dressez le tableau de variations de z —

variations du numérateur de la dérivée).( s vt |
In(d)

- 3) Montrez pour tout d supérieur ou égal a 3 et tout p entier : 1 < In(p) (2o

- 4) Déduisez que les seules solutions & (S,)? = S, d’inconnues (p,d,q) sont (1,2,3) et les solutions

évidentes de la forme (p, 1,p).

D.S.2 MPSI2 ( 102 points ] Année 2011/12 D.S.2
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 EEtudede 24 ST J

Avec les données d’initialisation, avec z fixé, on a uy = 0, uy = z, us = V& ++x, uz =
2+ v/ + /. On semble bien parti.

éja, une chose est stre, on a u; > ugp-
Ou va prouver par récurrence sur n la croissance de (uy,). On doit donc prouver Vn € N, u,411 > uy,
pour tout n. C’est donc vrai pour n égal & 0. On passe a ’hérédité.
On suppose donc pour un n donné : u,4+1 = u,. On ajoute x de chaque coété : z+ w11 > =+ uy,. On
passe & la racine sur ces réels positifs : \/x + up+1 = /& + ty,. On reconnait alors : tpyo = Unt1. Et
tel était bien notre objectif.

Le plus difficile était de savoir ce qu’on voulait obtenir au rang n + 1.

Il faut & présent prouver la majoration par x + 1. On fait encore une récurrence, cette fois sur la
propriété u, < x + 1. Elle est vraie pour n égal & 0 (on a bien 0 < = + 1).

On suppose & un certain rang : u, < z + 1. On ajoute = de chaque coté puis on passe a la
racine (opérations qui respectent le sens des inégalités). On obtient u,; < /2.2 + 1. Mais ce n’était
pas ca l'objectif ! On voulait u,,1 < z + 1 ! Prétendre avoir conclus serait juste prouver qu’on
n’a rien compris... Seulement voila, on a /2.2 +1 < z 4+ 1 pour tout = (¢a se prouve en écrivant
22+1< 22 +22+1=(x+1)? et en passant a la racine). On écrit donc simplement :

’(un<x+1) = (Upy1 = VT +u, <V2.x+1 gx%—l)‘

et c’est bon.

La suite réelle (u,,) est croissante, majorée (le majorant dépend de z, mais x est fixé). Elle converge donc.
Mais qui est sa limite ?
C’est un réel A, (il dépend de x) vérifiant A = vz + .

1+vV4x+1

On se retrouve a résoudre une équation du second degré dont les deux racines sont — 5 et
1—-vV4zx+1 . . . ..
— Mais comme la suite croit et démarre avec la valeur 0, sa limite est positive et ne peut

1++1+4+4x
2

Ah, j’ai oublié un détail : lexistence de la suite ! Ce serait idiot de raisonner sur une suite... qui
n’existe méme pas !

On fait encore une récurrence sur n (mais il fallait la faire plus tot). Le premier terme ug existe. Si u,
existe et est positif, alors \/u,, + = existe et est positif. C’est bien ’hérédité de cette récurrence.

2011/12 [ 6+ 1/6 + V6 et autres. } D.S.2

On traite quelques cas particuliers donc.

Pour z égal a 6, la suite (0,v/6,v/6+ 6,16+ 6+ 16,...) converge vers le point fixe posi-

tif, solution de A = +/6+4+ A, qui n’est autre que 3. De maniére “amusante”, on a donc

\/6 + \/6 + 16+ 6+ ... =3| (& condition bien sir de mettre une infinité de termes). Sa partie

entiére vaut 3. Mais si on ne met qu’un nombre fini de racines et qu’on passe a la partie entiére, on
retombe & 2 puisque la convergence se fait en croissant strictement.

étre que (raisonnement par élimination).

12



1++vV4zxz+1

Notre racine itérée est un entier naturel si et seulement si ————— est un entier naturel, que I’'on

va noter n. Comme tout est positif, on peut éléver au carré et résoudre, avec inconnue z. On trouve
4x+1=(2n—-1)2 puisr =n?—n.

n
. . . n.(n+1
Quel rapport avec les nombres triangulaires 7 On sait bien qu’on a Z k= %
k=0
sait pas, il faut vite apprendre son cours). Le double d’un nombre triangulaire, c’est un nombre de la
forme n.(n + 1), c’est & dire n? + n. Alors, signe plus ou signe moins ? Il y a une erreur ?
Non. Il n’y en a pas. Juste un indice & décaler :

n—1

(\/x+\/x+\/x+...:n) & (x:n2—n:2.2k)
k=0

2011/12 [Premiéres sommes de Newton, ZZ:O kO et ZZ:O kL. } D.S.2

n

Dans la somme Z kY il y a n + ltermes, tous égaux a 1. Oui, k° vaut 1 on le sait... mais pour k non

k=0
nul. Mais 0%, ca fait quoi ?
Les éléves n’ayant pas compris le cours de Terminale disent que ¢a n’existe pas, que c’est une forme
indéterminée.
Que nenni ! Ce qui est indéterminé, c’est la limite de (f(2))?®) quand z tend vers a sachant que f
et g ttendent vers 0 en a. L4, en effet, c’est indéterminé. Mais on est dans le monde des limites, et la
vraie forme, c’est “(limite ~ nulle)lmite~nulle ogt indéterming”.
En revanche, ici, c’est (entier ~ nul)"er~mul Et ca, ca vaut 1. C’est en effet le nombre d’applications
d’un ensemble & zéro élément vers un ensemble & zéro élément. Il y en a une : ’application vide, qui
ne fait rien.
On retient donc : 0° = 1 quand on parle d’entiers.

Et on aura bien (limite ~ nulle)limite~nulle jndéterminé.
n

On peut conclure : Z kY = n + 1 pour tout n.

k=0
On écrit la somme o sous forme développée : 0 = ag+ a1 + ...+ a,. Et on regarde l'autre ( ?) somme.
C’est ap, + an_1+ ...+ ag. On y retrouve les mémes termes, mais de a,, & ag. Si 'addition n’était pas

commutative et associative, on pourrait tenter de distinguer cette somme de o. Mais il n’en sera rien
n n

dans nons ensembles d’entiers et autres. On a donc ar = Ap_g-
q
k=0 q=0

(et si on ne le

n n
Dans le cas particulier de la somme A,,, on a a la fois A,, = Z ket A, = Z(n — ¢) par renversement
k=0 q=0
de somme. On peut donc sommer en nommant k dans les deux cas la variable de sommation. On a

donc 2.4,, = Zn: k+ zn:(n — k).
k=0

k=0
n n

Ou fusionne en une seule somme : 2.4, = Z(k’ +n—k)= Z n. On trouve n + 1 termes tous égaux

k=0 k=0
a n. La somme vaut n.(n + 1).

n.(n+1)

On divise par 2 : A, = (résultat connu).

C’est la méme démonstration que celle qui se présente ainsi :

13



| An=J0] +#1 | +2 [ 43 |+...]+n]
Ap= |n|+n-1) | +(n—=2) | +(n—=3) | +... | +0 | Ony croise n + 1 termes tous égaux a
2A,=1|n +n +n +n +n | +n

n. On divise par 2 la relation 2.4, = n.(n + 1).

2011/12 [Somme suivante Ezzo k2. } D.S.2

On va calculer B,, en tentant de calculer C,,.

On calcule C,,4+1 qui est fait de C,, et d’un terme en plus, par définition méme d’une somme de 0 a
n+ 1. Et ce terme vaut (n+1)3. On a donc Cy, 11 = C,, + (n+1)3 . On peut dire “par définition méme
des sommes...

n+1
On a aussi : Cpy1 = Zk?’. On reconnait n + 2 termes, de 0% a (n + 1)3. Le terme 03 est

k=0
nul. Il ne nous reste que n + 1 termes non nuls, comme dans C,. Simplement, il y a un dé-
callage d’indice. On a donc C,.; = ZZ;”& ¢ = 22;1 ¢%. Et ensuite, on pose ¢ = k + 1 avec

k qui va aller de 0 & n. On change partout dans la somme (bornes, formule, nom). On a bien
n

Co1 = (00) ~ 13428 4k (418 = Y (k+ )%
k=0

On garde la formule précédente, et on développe par la formule du binéme : B, 11 = z:(k3 +3.k+
k=0

3.k +1). On sépare en quatre sommes : By = Z E* +3.n. Z k? + 3. Z k4 (n+1) (le dernier
k=0 k=0 k=0

terme correspond au cas des n + 1 termes égaux a 1.

On retrouve C,,, 3.n.B, et 3.n.A,,. On a donc C,, + (n+1)® = C,, +3.B,, + 3.4, + (n+1) (et le n+ 1,
c’est bien Sp(n).

n.(n+1).2n+1)

5 en factorisant.

On simplifie, et on isole B,,. On trouve B,, =

C’est un résultat a connaitre a partir de maintenant. Et on pouvait le prouver géométriquement. Qu par récur-
rence sur n si on veut vraiment étre ridicule...

Cadeau en bonus. Et si on faisait le méme raisonnement pour la somme des kP, notée Sp(n)? On prétend
n

vouloir calculer Sp41(n). On écrit deux formules : Spii(n + 1) = Spy1(n) + (n + )P = (k4 1) en
k=0

ayant juste décallé les indices dans la seconde.
n p+1

1\ .

On développe par la formule du binéme : Sp41(n+1) = Z (Z (p—: )kl)

k=0 0

+1

p n
On permute les sommes : Spy1(n+1) = Z (p —: 1>Zkz)

1= =

On isole le terme extréme (Zﬂ) > o kKPT! qui nest autre que Spy1(n).

p
On le simplifie et il reste (n 4 1)PT! = Z <p ': 1)_51.(71)_
1=0 - )
(n1)PF1_ Z (p-: )Sz(n)
On isole (p —; 1)-5;7(71). Puis on divise : Sp(n) = ":(;_H .

14



C’est la formule qui va servir a calculer S,(n)a l'aide de So(n), S1(n) jusqu'a Sp_1(n).
Ce qu’on retient : c’est en cherchant a calculer avec un exposant en trop et un terme en trop qu’on lattrape.

2011/12 [Somme des cubes. ]

On reprend une idée déja utilisée. On calcule la somme des cubes une fois dans le sens normal
02 + 13 + ... + n® et une fois dans le sens rétrograde : n3 + (n — 1)3 + ... + 13. On somme

2.0, = zn:m +zn:(n— k)P = Zn: (K + (n— k)?).
k=0 k=0

k=0

n
La bonne nouvelle : quand on développe le cube, les k? s’en vont : 2.C,, = Z(n3 — 3.2k +3.n.k%).
k=0
On sépare en trois sommes connues : 2.C, = (n+ 1).n® — 3.n%2.A, +3.n.B,.

2 2
n“.(n+1
On remplace par ce qu’on sait : C,, vaut %

On attaque la démonstration par un tableau de taille n sur n de terme général ¢.j, noté a; ; par usage
d’un double indice (c’est & lui qu’on comprend qu’on va utiliser un tableau).
n

apreés factorisation.

n

On fixe tant i que n et on regarde Zzy Dans cette somme, on factorise ¢ et on trouve i. Zj. On

j=1 j=1
reconnait i.A4,, qu’on écrit donc zw
n n n
On somme ensuite sur i : Z ( zy) = ZzAn Comme la variable de sommation est i, le terme
i=1  j=1 i=1
n n n
A,, peut sortir de la somme : Z ( zg) =A,. Zz
i=1  j=1 i=1
n n
Mais alors, on rectrouve A,. On a donc Z (Zu) = (4,)%
i=1  j=1

La somme de tous les éléments du tableau vaut (4,,)2.
On P’a eue en sommant en lignes, puis en sommant les cumuls en lignes.
Sommer en colonnes n’aurait rien changgé.

On calcule cette fois Z a; j. Pour que le maximum vaille k, il y a deux possibilités : i vaut k&
maz(i,j)=k

et jvadelak,oualors j vaut ket i vade 1 & k. On a donc (ag,1 +ag2+...+apk)+ (a1, + a2k +

...+ agk) — ag (oul, il ne faut pas que ay j soit compté deux fois. C’est comme si on sommait selon

un motif en forme d’équerre.
k

De par la symétrie des roles de ¢ et j dans a; ;, on a donc Q(Z k.j) — Qg k-
j=1

k
On sort ce qui ne dépend pas de la variable de sommation 2.k. Zj — k2
j=1

k.(k+1)

On remplace par ce qu’on sait, et la somme en équerre vaut 2.k. — k? ce qui donne k3.

12

2
On peut vérifier pour les premiéres valeurs sur des tableaux : , 6 | 8 . Les
9

sommes valent 8, 27, 64 et ainsi de suite.
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Que fait on ensuite 7 On somme pour k£ de 1 & n. On a pris toutes les cases du tableau. On a donc
sommeé tous les éléments du tableau, mais par des découpages un peu plus étranges que les sommes en
lignes...

Mais la somme de tous les éléments, c’est déja (A,)2.

" . 1)\2
, 5_ (a2 (" (n+ '
On a donc bien ,;,1 k> = (A,) (72 )

On a méme accés a une démonstration purement géométrique si on veut.

2011/12 [Formule de Taylor avec reste intégrale. ] D.S.2

On prend f de classe suffisante pour que les dérivées en 0 déja existent, et pour que f("*1) présente
dans l'intégrale, existe et soit intégrable. On a une grosse formule avec tout un terme somme et un
terme intégrale.

On doit initialiser la formule pour d égal 4 0 . Dans le premier membre : f(z). Dans le second :
1

1
f(0) + / (1 — )% f/(x.t).dt, c’est a dire £(0) + / x.f'(x.t).dt (quitte a faire entrer le z dans intégrale
0

0
puisque la variable d’intégration est t). On calcule cette intégrale. La fonction t — x.f/(¢t.z) est la dérivée
de t — f(x.t). L’intégrale se calcule donc :

1 =
a:/ f(z.t).dt = {f(xt)]t (1) = f(x) — f(0) les f(0) se simplifient, et il reste f(z) comme dans le
0 t=

premier membre.

On a donc initialisé la formule. On va passer a I’hérédité.
On suppose la formule vraie & lordre d :
f( d+1 1
Z b+ p / (1 — )L f4D(t.2).dt et on veut la formule au rang d + 1, avec un
t=0

terme de plus dans la somme et des dérivées et puissances d’ordre plus élevés dans 'intégrale.
I e ()
(1-t)? — —(1-t*/(d+1)
t=1
L'intégrale devient [— f(d)(t.x).(l(;i)i;rl}t: + 7 Sy (1= )+ 2 (). dt
(d+1)(0)

(d+1)

d ) d+1 fl ( )
le terme d’indice d 4+ 1 & ajouter & Z .z¥ pour passer a Z P
k=0 =
d+2 t=1
m/ (1 — t)d+1.f(d+1 (tx)dt La formule dlte “de
*Jt=0
Taylor avec reste intégrale” est donc ici établie...

On regarde l'intégrale et on intégre par parties : {

d+1

Le terme rectangle donne exactement une fois multiplié par 971 /d!, et on y reconnait

Et lintégrale, aprés multiplication devient

Regardonc ce qu’elle donne avec d égal a4 4 :

flxz) = f(0)+ f(0).x + f”2(0) a?+ f(i)s(o) a® + f(z)i ) t 4—T 1 (1 — )% fO)(t.z).dt. On a les

termes de la formule attendue.

1
x
On voit qu’il nous reste a poser : ¢(x) = YR / (1—t)%.fO)(t.).dt. On vérifie déja que cette intégrale
0

ne dépend bien que de x (t est juste une variable d’intégration). On veut savoir si elle tend vers 0 quand
x tend vers 0. La présence du z en facteur nous donne envie de répondre “oui”. Mais si on écrit par

1
exemple 1 = z.—, on n’ira pas prétendre que 1 tend vers 0 quand x tend vers 0. Il faut faire mieux.
x

On va majorer ce qu’il reste une fois qu’on a factorisé le x. On majore f©)(t.z) par M, on majore
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(1—1t) par 1 et on finit donc par majorer 'intégrale par M (aire du rectangle de longueur 1 et de hauteur
M, puisque 'intégrale est une aire). De méme, on minore par M. L’intégrale est entre —M et M. La
quantité ¢(z) est comprise entre M.z et —M.z. Par encadrement (ou “gendarmes” ou “sandwich” suivant
le dialecte choisi en Terminable) elle tend aussi vers 0 quand x tend vers O .

On a donc converti notre formule de Taylor avec reste intégrale en formule de “Taylor-Young” ou “développe-
ment limité”. Elle y a perdu beaucoup, mais o s’en contentera ici. De méme qu’en physique, faute d’avoir bien
compris pour 'instant la différence fondamentale qu’il y a entre une limite et des encadrements.

e la formule de Taylor & une relation entre B, et D, en utilisant de

s
2011/12 [cosmus }

La premiére question est une simple question de trigonométrie. On part du membre de droite
2k+1 2k—-1

sin ( ;_ x) = cos(k.z).sin(x/2) + sin(k.x).cos(z/2) et sin ( 5 x) = cos(k.z).sin(x/2) —

sin(k.z). cos(x/2). On somme et il reste un terme en double. C’est justement celui de 1’énonce.

Ceux et celles qui connaissent leur cours (quitte & apprendre des formules par coeur, ce qui est souvent

intelligent) retrouvent simplement les formules de transformation des produits en sommes et sommes

en produits.

On développe ensuite un produit : 2.sin(z/2). ( —|—Z cos(k.x ) On fait entrer le sinus dans la somme.

On remplace ensuite les “2. sin . cos en dlfferences de smus Il nous reste un premier terme “hors somme”
2.k+1 )
) —si

2.k—1
: sin(z/2) et une “somme télescopique” Z sin ( n ( ) z) Si on Iécrit sous forme

développée, que reste-t-il 7 Tout ou presque se simplifie, comme par exemple sin(3.z/2), sin(5.2:/2)

) . . . . . . n+1
présents une fois avec signe plus et une fois avec signe moins. Il ne reste que le terme sin ( 5 x)

et le terme —sin(x/2). Et encore, ce dernier se simplifie aussi, avec le terme “hors somme”.
Bref, la formule est établie, avec comme clef le télescopage. Et pas de récurrence, car on commence &
étre quand méme plus des futurs ingénieurs que des limaces chargées de décrocher le bac.

Il existe une autre preuve rapide de cette formule que nous appellerons entre nous “de Poisson”. On part
k=n

de = —|— Zcos (k.z) qu’on écrit 3 (1 + Z ( —ike | ei.k,z) On Décrit meéme Z "% en notant que le

k=1 k=—n
terme “hors somme” vient remplir la case du milieu : 1/2. On identifie une somme géométrique, qui vaut donc

.. 2 1
emtnr _ gi(ntl)e 72.z.sm( nt x)

- . On multiplie haut et bas par e~**/2 et on retrouve — . On détricote par
1—e® —2.4.sin(x/2)
produit en croix. C’est joli, non ? On l'utilisera et le redémontrera de multiples fois cette année.

On prend la formule ci dessus obtenue (dite de Poisson) et on y fait intervenis la formule de Taylor.
2 3 4

5
Par exemple : sin(z) devient sin(0) +cos(0).m—sin(0).% —COS(O).% +sin(0).§—4 +cos(0).% +2°.0(x),
avec o(x) qui tend vers 0 quand z tend vers 0. On annule les sin(0), on remplace les cos(0) par 1 :

25
sin(z) =z — % + 130 + 2°.p(x) avec ¢(x) qui tend vers 0 quand 2 tend vers 0.
2 4

De méme pour le cosinus : cos(z) =1 — % + 51 + 2*.¢(x) avec ¢(z) qui tend vers 0 quand z tend

vers 0.
On remplace, dans le développement de Taylor Young du sinus, z par x/2 une fois, et par (2.n+1).z/2
suivant le membre. On appelle a(z) la quantité ¢(x/2), et on introduit aussi une notation pour +.

On remplace aussi chaque cos(k.z) par son développement de Taylor-Young : cos(k.x) =1 — kQ.% +
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4
x
k4'ﬂ + 2t k% é(k.x) avec ¢(x) qui tend vers 0 quand z tend vers 0. On somme ensuite. On a 7 termes
en 1 d’ott un n. On a 22 /2 en facteur de la somme des carrés, et x%/24 devant la somme des k*. Il reste
a définir proprement y(x).

3 5 2 4 3.3
. x x 5 2n+1 Bpaz® Dpx 4 ) 2n+1 2n+1).x
b -= . — . = T —
On a 1en5(f 24+1920+x a(x))x( 3 5 + o4 +z".6(x) 5L 15 +
2. 1)°.
% + xs.'y(nc) avec des “petites” applications de correction «, 3 et « de limite nulle en 0.

On a envie de développer et d’identifier. Mais qui autorise a identifier 7 Personne !

Le physicien s’en moque et identifie afin de pouvoir vite conclure, laissant au matheux le soin de montrer qu’il
a raison.

Et le matheux répond effectivement par un haussement des poles. Oui, les poles !

On divise de chaque coté par x et on fait tendre z vers 0. On trouve (2.n 4+ 1)/2 = (2.n+ 1)/2. C’est
utile...

On simplifie ces termes 1a. Et maintenant, dans ce qu’il reste, on a 22 qui se factorise. On divise de

B, 2. 1 2. 1)3
chaque coté par z3et on fait tendre x vers 0 : -5 - Z; = ! n4g )

(comme si on identifiait
le terme en x*).
n.(n+1).2n+1)

On isole, on calcule : B,, vaut bien 5

On simplifie alors, on divise par 22 et on fait tendre = vers 0. Comme si on identifiait le coefficient du
5 1 B, D, (2n+1)°
+ - 7

o5l T8 T o4 T 255
Comme on a déja calculé By, on peut trouver D,,.
n.(n+1).(2n+1).3.n* +3.n—1)

terme en x

. On isole, on trouve D,, a 'aide de n et B,,.

J’ai terminé le calcul : D,, = en factorisant tout de suite ce qui

veut bien se factoriser plutot qu’en développant comme une brute.
C’est la somme des puissances quatriémes. Il ne vous est pas demandé de la retenir. Oubliez la, méme. Retenez
juste qu’elle existe et qu’il suffit de demander sum(k~4,k=0..n) ; pour que Maple vous la donne...

On comprend qu’en écrivant plus de termes dans les formules de Taylor pour les sinus et cosinus, I'identification
du terme en ©” permet de relier B,,, D,,. Vous aurez ainsi la somme des puissances sixiémes.

Quand vous relirez ceci, étant en Spé, vous comprendrez comment calculer les sommes de Newton, en avangant
de 2 en 2. Et vous comprendrez pourquoi il y a toujours le méme n.(n + 1).(2.n + 1) dans les S2., et pourquoi
il y a toujours les méme n*.(n + 1)? dans les Sa.py1.

Triangle de Pascal, formule de Zu-Shinsi, et somme des puissances cin-

2011/12 @uiémes. D.S.2
On définit les coefficients binomiaux. On doit vérifier ensuite la formule d’addition qui permet d’avancer

L L[]

* *

* * *

vite et de remplir le triangle | = | = | * | * 1 a+ b = c. certains disent que (k) + (k n 1) =

* * * * *

* * a b *

* * *

c *

1
(Z I 1 ) est une formule du cours. Ils ’écrivent alors pour les bonnes variables et concluent en basculant

un terme de 'autre coté.

D’autres réfléchissent un peu et calculent ce qui est demandé, en partant su membre le plus compliqué,
pour essayer d’arriver au membre le plus simple (partir du compliqué pour aller au simple, c’est la voie
naturelle pour votre esprit) :
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p+1 py_ (et} p! _ p! _

(han) (i) = k+DLp—k)! (k+DLp—k—1! (k—!—1)!.(p—k)!'((p+1)_(p_k)) =
pl(k+1) p! (P

(k+Dl(p—k)! Kk.(p—Fk)! (k;)

C’est cadeau... il suffit de calculer proprement. Et de savoir quoi factoriser dans une factorielle pour redescendre

d’un cran.

On veut ensuite calculer une somme de coefficients binomiaux... en colonne. En effet, I’indice de colonne
ne change pas (ici il reste égal a 5) tandis que Iindice de ligne varie de 5 & n. On n’étudie pas cette
formule en Terminable. C’est un tort, et c’est ce qui fait que les éléves tiennent & tout prix & voir une
erreur d’énoncé dans la formule de Zhu Shinzi, ne connaissant a priori que des sommes’en ligne”.

Calculons néanmoins cette somme, avec ’aide de la formule de Pascal, présentée en différence :
n

S()-1e3 (5@ () -(0)

6 1 5
L’une des sommes va de (6) a (né_ ) et I'autre va de (6) a (Z) Il ne va rester que deux termes

: 'un avec un signe “plus” (c’est (ng )) et 'autre avec un signe “moins” (c’est (2), c’est a dire 1).

Les 1 se simplifient, et il reste juste le nouveau terme une case plus bas, une colonne plus & droite.
0[1]2[3]4[5][6]
¥ % | x| %

Schématiquement :

K| K| K| X| ¥ *
s I I O I I
K| K| K| K| ¥ *
| K| K| K| ¥ *
K| K| K| K| ¥ *
[+

C’est une jolie formule qu’on devrait vraiment montrer en Terminale, et surtout, sans récurrence. Qui, je hais
le réflexe “y’a des entiers, donc récucurrence”.

“p.(p—1).(p—2).(p— 3).(p — 4
On remplace les coefficients binomiaux par leur définition en quotient, : Z p(p )-(p 5)' (p=3).(p—4) =

(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4)' .

6!
On constate qu’on aurait pu commencer la somme a p = 0 sans rien changer, puisque les cinq premiers

termes auraient été nuls (coefficients binomiaux aberrants).

On développe le contenu de la somme, aprés simplification par 5! : Z(p5—10.p4+35.p3—50.p2+24.p) =
p=0
(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4)

(rien n’interdit d’utiliser les relations coefficients/racines pour ex-
traire ces coefficients).

On reconnait finalement : £,—10.D,,_1+35.C,,—50.8B,+24.A,, =

On peut en profiter pour extraire F,, a ’aide des précédents.

(n+1)n(n—1).(n—2).(n—3).(n— 4).
6

n2.(n+1)2.(2n%+2.n 1)
. o 12 .
Mais on peut au moins indiquer qu’on aura bien un polynéme en n. On pourra préciser son degré : 6,
apporté uniquement par le membre de droite. Et le terme dominant : n%/6, 1a encore, toujours apporté

uniquement par le terme de droite.

n’est pas demandée.

La formule explicite F,, =

On peut généraliser cette méthode. La formule de Zhu-Shinzi (je change I'orthographe a chaque fois si j’ai
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= (k 1
envie, non mais) donne Z ( ) = (n + 1 )
k—p p p+

n
k(k—1)...(k— 1 nn—-1)...(n— 1
Ontransformeenz ( ). (b=p+ ):(n—i— Jnn=1)...(n=p+ )
= p! (p+1)!
On peut commencer la somme au rang k& = 0 puisque les p premiers termes sont nuls.
n
Dn...(n— 1
On développe ensuite : Z (kp—*.kp*hr. . ) = (ntdn...(n—p+1)
k=0 p+l
dans la somme étant ceux du polyndéme de racines 0 & p—1 (on y retrouve le produit des racines, la somme

, les coefficients du polynome

des racines, qui sont connues et des quantités plus fantaisistes).
n

On isole la somme E kP toute seule dans un membre, et elle est calculée a ’aide des sommes précé-

k=0
dentes. C’est ce qu’on souhaitait.

On a encore un polynéme de degré n de terme dominant n?*!/(p + 1), par récurrence forte sur n.

On tient donc un certain nombre de méthodes pour calculer ces sommes de Newton de proche en
n

proche et pour se convaincre de : Z kP est un polynéme en n qui commence par n’*!/(p+1).

On va utiliser ce résultat dés les questions suivantes.

"miracle” Y " k% = (3, = 0"k)? peut il avoir lieu pour d’autrei

Le
2011,/12 @ommes.

On conduit donc un raisonnement pour montrer que c’est le seul cas ot une somme de Newton est la puissance

d’une des sommes précédentes.

d
On part donc de (Sp(n)) = S4(n) pour tout n”.
C’est une égalité entre polynomes.
On identifie les degrés : d.(p+1) = ¢+ 1 (quand on multiplie les polynomes, les degrés s’additionnent,
et le premier membre est le produit de d polynomes tous de degré p + 1).

1 d 1
On identifie les coefficients dominants : (7) = ——. On passe a l'inverse dans celle ci.
p+1 g+1

On élimine ¢ dans nos conditions. On a donc juste une implication : d.(p + 1) = (p + 1)¢, et comme
p-+1est nonnul, d= (p+1)4 L

On passe au logarithme, sans pedre d’information cette fois : In(d) = (d — 1).In(p + 1).

On laisse de coté le cas ou d vaut 1, estimant que (S,)! = S, n’est pas une formule qui doit nous
sembler “magique”.

In(d
(@) =In(p+1). On va étudier les variations de la fonction du premier membre pour voir

d—1
. ) . , . ) . In(2)
si elle peut égaler le logarithme d’un entier. par exemple, pour d égal & 2, on trouve 51 et on peut

On a donc

prendre p égal 4 2. Dans ce cas, le simple report donne ¢ égal & 3 et on retrouve note Sz = (S7)2.

Pour étudier les variations de fonctions avec des fractions et des logarithmes, on est souvent amené a

In(d)

dériver plusieurs fois, et & isoler des termes. On définit donc ¢ = d — ——= qu’on dérive une premiére

J d—1
%—ln(d)

(d—1)

1 1
pas aux yeux. On note donc h cette application, de dérivée d — 2 q Cette quantité est négative

fois sur ]2, +oo[. On trouve : ¢'(d) = . Le signe est celui de —In(d), qui ne saute
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sur ]2, +oo[. h décroit sur cet intervalle. Mais h est déja négative en 2 (valeur 0,5—0,693 & 10~ 3prés).
h est donc négative sur |2, +oo.

Comme le signe de h dicte celui du numérateur de ¢’, ¢’ est donc négative sur notre intervalle ouvert.
Par théoréme sur les variations sur un intervalle d’une application dérivable, g décroit.

In(d

On a donc d — Li qui restera donc toujours strictement plus bas que sa valeur en 2. Or, celle ci
In(d)

d—1

est égale 4 In(2). On ne peut donc plus égaler a un certain In(p) avec p entier (sauf pour p égal

a 1 déja envisage).
On peut tirer le bilan : il n’y a que les solutions “triviales” (S,)! = S, et la solution “suprise” (S7)? = Ss.

D.S.2 I MPSI2 ( 102 points ] Annee 2011/12 D.S.2

Pour votre santé, mangez au moins cing exercices de maths/physique ou S.I. chaque jour.
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Charlemagne

D.S.3

[ vendredi 14 octobre J 2011/2012

2011/12 L EXERCICES J D . S . 3

< &(3)> On suppose que les trois solutions de ’équation z® + a.2?> + b.z + ¢ = 0 d’inconnue z
sont cos(a), cos(B) et cos(y). Exprimez a l'aide de a, b et ¢ les réels cos(a) + cos(8) + cos(vy) et

cos(2.a0) + cos(2.0) + cos(2.7) et )

Lox.dr

< *(2) > CalculeZ /O m

<Q(1) > Soient f une application de E dans F' et g une application de F' dans G. Montrez que si go f

est injective, alors f 'est aussi( 1, |

<&@ > Résolvez 22 — 3.v/3.2 + 7 = i.4/3 d’inconnue complexe z.
I 40 points

2011/12 [ C’est un ordre ? j D . S . 3

On va définir sur 7 une relation d’ordre étrange, trés mélangée, pour laquelle, entre deux entiers, il y aura tou-
Jjours une infinité d’entiers... Sa définition utilisera I'irrationnel V5

et les fonctions “partie entiére” et son complément “partie fractionnaire” (ou décimale). On va donc devoir
vérifier que /5 est bien irrationnel, et étudier quelques piéges de la partie entiére.

- 1) On rappelle la définition de la partie entiére d’un réel a : c’est I'unique entier relatif n vérifiant
n < a<mn+1,onlenote [a]. Cest ainsi qu’on a [2.e] = 5 mais aussi [—7] = —4.

Montrez qu’on n’a pas forcément [a + b] = [a] + [b] pour a et b réels.( 7.

- 2) Montrez qu’on a quand méme [a] + [b] < [a +b] < [a] + [b] 4 1 pour a et b réels. 2w )

- 3) Montrez : Va€R, (a€Z) < (VbER, [a+b] = [a] + [b] 5w )

- 4) Montrez que 'application “partie entiére” n’est ni paire, ni impaire et exprimez [—z] a 'aide de [z]
pour z non entier 2. ) Représentez graphiquement application x — [z] + [—a] sur [-5, 5], 25 )
- 5) La partie fractionnaire (ou “partie décimale”) d’un réel a est la quantité a — [a], notée p(a). représentez
@ sur [=2,2]. 1o )

- 6) Représentez graphiquement § — ¢(cos(0)) sur [—m, 3.7](2pt )

- 1) On suppose que I'ensemble R des r de N* vérifiant 3 s € N, r?> = 5.5% est non vide. On note alors ¢ le
plus petit élément de R. Montrez que ry ne peut pas étre congru a 1, 2, 3 ou 4 modulo N Er

- 2) Montrez que (r9)?/5 est un entier, multiple de 5.
- 3) Déduisez que rq/5 est dans R(=zw ) Concluez : /5 est irrationnel.

- 4) Montrez que Iapplication n — ¢(1/5.n) est injective de Z dans [0, 1[.{ 2 or.

23 points [ 23 points

- 1) On définit sur Z la relation « par : paq < ¢(v/5.p) < p(v/5.q). Montrez que ¢’est une relation d’ordre,
et que cet ordre est, total.

- 2) On rappelle /5 ~ 2,236 a 10™> prés. Triez les entiers de —3 & 8 pour la relation a2 )

- 3) Montrez que 0 est le plus petit élément de Z pour la relation aTe ]

On va montrer que 7" n’a pas de plus petit élément.
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6 points

- 1) On définit Ies suites (p,.) et (q,) par (po,qo) = (2,1) et V n € Z, P4l = 2Pn +5.dn
gn+1 = Pn +2CI7L

(Pn),eN €t (gn),cN sont deux suites d’entiers naturels, strictement croissantes.( z pt. ) Calculez p,, et

qn pour n de —2 & 5.

- 2) Prouvez : ppi1-Gn — Pn-Gni1 = (—1)""1 pour tout n 25 ) Déduisez le seul diviseur commun de

Pn €t g, est 1.

- 3) On définit h =z —

. Montrez que

2x+5

. Montrez que h est décroissante sur R"’, et calculez h(\/g) — \/5

T+ 2
- 4) Montrez que h o h est croissante sur R™ et calculez h o h(v/5)).( 2w
Po P1 L 1os
- 5) Montrez : q—o < V5 < q—l Montrez : h(pn/Gn) = Pn+1/qn+1 pour tout n.ze ) Déduisez :
b2n <5< Pantl pour tout n. Déduisez : 0 < ¢2.1.V5 — pon < pour tout n.(ser |
q2.n q2.n+1 q2.n+1

- 6) Déduisez que (p2.,/g2.n)converge vers \/5
- 7) On suppose que V5 est un rationnel de la forme r/s avec T et s entiers naturels. Montrez alors
0 < g2.n-r — Pa.n-8 < 8/qa nt1 pPOUr tout n. Retrouvez : /5 est irrationnel.[m
( 23 points |
- 1) Montrez pour tout n : V/5.¢,, — pn = &

P+ V5.qn

- 2) Déduisez : o(V5.q2.n) = ———=——
P2.n + \/5~Q2.n

sante pour 'ordre « , minorée par 0.2 )
- 3) Montrez qu'’il y a une infinité d’entiers entre 0 et 1 pour 'ordre aTe )
- 4) Montrez que la suite (¢2.,+1) est strictement croissante pour l'ordre o[ 25w |

(e ) Montrez que la suite (ga.,,) est strictement décrois-

- 1) On se donne deuz entiers distincts K et N. Par symétrie des roles et totalité de l’ordre o, on peut sup-

poser KaN. Montrez alors : 0 < ¢(N.v/5) — ¢(K./5) < 11w ) Montrez qu'il existe n vérifiant

1
0< +—\/5 < @(N.\/g) — @(K.\/g) < 1.[1ew. ) Montrez que K + g2, est entre K et N pour
D2.n -q2.n
Pordre a.( 3 pr.

- 2) Combien y a-t-il d’entiers entre deux entiers donnés, pour lordre « 7 s pt.

15 points [ 15 pointsj

D.S.3 I MPSI2 ( 178 points ] Année 2011/12 D.S.3
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2011/12 Les deux nombres cos(a) + cos(8) 4 cos(7y) et cos(2.c) + cos(2.8) + cos(2.7). D.S.3

Pour ce qui est de la somme, pas de probléme, on la retrouve par les relations coefficients/racines :

Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

COS(Oé) + COS(ﬁ) + COS(’)/) = —a | (coeficient dominant égal a 1, il n’y a pas de piége).

Ensuite, avec la relation cos(2.0) = 2.cos?(6) — 1, on voit qu’il faut calculer la somme des carrés des
racines. En écrivant juste 22 + y? + 22 = (z +y + 2)? — 2.(x.y + z.2 + y.2) pour les trois cosinus
et en utilisant la relation cos(«). cos(83) + cos(8). cos(y) + cos(7). cos(a) = b, on trouve finalement :

cos(2.a) +cos(2.3) +cos(2.y) = 2.a* —4.b— 3

2011/12_)[Linessate [} 325, )

Cette intégrale existe par continuité. Mais elle a ’air hors sujet, & cause du 1 + z* a dénominateur.
!

Et pourtant, si on regarde le 2.z au numérateur, on identifie une forme en 52 qui va s’intégrer en
U

Arctangente.

LYox.de t=1 11
leule = [ 25 _ 4 2] 4 D— A _o
On calcule /o T [ rctan(x )} o retan(1) rctan(0) 1

2011/12 [L’équation 2 33B24T7=iV3 ]

On la met sous forme 22 + b.z + ¢ = 0 et on calcule son discriminant : 27 — 4.(7 — i./3). On trouve

—1+4.i.4/3. On n’a pas a priori de racine carrée évidente. On passe donc par la méthode usuelle.
On pose § = o + 0.0 avec « et (3 réels et on impose 62 = A = —1 4 4.i.v/3.

On développe et identifie : a? — 32 = —1 (Bl'emporte en valeur absolue) et 2.c.3 = 4.4/3 (a et 3 sont
de méme signe).

On exploite I’autre relation : |§|2 = |A|. On trouve o2 + 2 = V/49. On soustrait : o®> = 3 et 32 = 4.
On passe aux racines a = V3 et 3 = 2.

On vérifie (v/3 +2.4)2 = —1 + 4.i.v/3.

On trouve les deux racines dans C : \/g — 1 et 2.\/3 +1

E 2011/12 ) [La formule fausse [a + b] = [a] + [b]. ] E D.S.3 j

Pour montrer que cette formule est fausse (c’est a dire qu’on n’a pas ¥V (a,b) € R?, [a+b] = [a] 4 [b]), on
donne un contre-exemple : 3 (a,b) € R?, [a + b] # [a] + [b] (les variables !). On propose a = 0,6
et b = 1,7 par exemple (I'essentiel est que la somme des parties fractionnaires dépasse 1). On calcule :
[a+b]=1[2,3]=2,et [a] +[b] =0+ 1=1.

Ensuite, on se donne a et b et on écrit la définition : [a] < a < [a] + 1 et [b] < b < [b] + 1. On somme
cfa] + ] < a+b<[a]+ [b] +2. 1l y a alors deux possibilités : [a] + [b] < a +b < [a] + [b] + 1 ou
[a] +[0] +1 < a+b < [a] + [b] + 2. Dans le premier cas, on reconnait la définition de [a + b] = [a] + [b]
puisque [a] + [b] est un entier. Dans le deuxiéme cas, on reconnait [a + b] = [a] + [b] + 1 (encadrement
par deux entiers consécutifs).

Ensuite, il y a une équivalence a établir.

e On suppose d’abord a entier. Il faut prouver : V b € R, [a + b] = [a] + [] = a + [b] puisque
a est entier. On prend b. On écrit la définition : [b] < b < [b] + 1. On ajoute a de chaque coté :
a+[b] < a+b<a+b+1. Et voila a+ b entre deux entiers consécutifs. On traduit : [a+b] = a+ [b].
e On doit ensuite montrer la réciproque. Sion a Vb € R, [a+ b] = [a] + [], alors a est entier.
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On va plutdt montrer une contraposée. Si a n’est pas entier, alors il existe au moins un b vérifiant
[@ + b] # [a] + [b]. 1L suffit de penser & la partie fractionnaire de a. On prend pour b le réel strictement
positif 1+ [a] — a (distance de a & [a] + 1). On a alors [a 4+ b] = [[a] + 1] = [a] + 1. On calcule aussi
[a] + [b] = [a] + 0 car b est entre 0 et 1 (1 exclu).

Géométriquement, on comprend facilement...

2011/12 [Non parité de lapplication "partie entiére". j D.S.3
On calcule donc : [7] = 3 et [—7] = —4. Pour ce x, on n’a pas f(x) = f(—=z), f n’est pas paire. Pour
ce z on n’a pas non plus f(—x) = —f(x), Papplication n’est pas impaire.
L’essentiel est de quantifier la variable. Les phrases telles que f(z) = f(—xz) ou f(—x) = —f(z) ne traduisent

pas la parité ou I'imparité. Les vraies propositions sontV x € R, f(—x) = f(z) ou sa variante avec signe moins.
Mais les mathématiques commencent au Vx (qui devient un 3z quand il s’agit de donner un conte-exemple).

On suppose z non entier. On encadre : [z] < x < [x] + 1 (méme la premiére est stricte, puisque x n’est

pas entier). On passe a l'opposé : —[z] — 1 < —x < —[z]. Le réel —z est encadré par deux entiers
consécutifs. On reconnait la définition de [—x] = —[I] —1pourz¢Z|
Il faudra donc se méfier des réels négatifs. C’est ainsi qu’on aura par exemple [3,14] = 3 mais [-3,14] = —4. On

aura donc, pour ce qui est des parties fractionnaires : ¢(3,14) = 0,14 mais [—3, 14] = 0,86. Cela permettra
quand méme a la fonction ¢ d’étre périodique de période 1.

L’application © — [z] 4+ [—z] donne 0 si x est entier et [x] + (—1 — [x]) = —1 si & n’est pas entier.
On a donc une droite horizontale de niveau —1 sauf pour les abscisses entiéres ot on trouve 0.

Pour ce qui est de © — ¢(cos(z)), on découpe par intervalles.

e La ot le cosinus est positif (par exemple strictement entre —m /2 et w/2), on trouve le cosinus lui méme.
A un détail prés. En 0, le cosinus est entier, et I'image est donc nulle tout a coup.

e La ou le cosinus est négatif, la partie entiére vaut —1 et on trace cos(x) + 1, qui varie entre 0 et 1.
e Et il y a un petit détail avec la valeur en 7 (mais aussi —m, 3.7 et —3.7), la partie fractionnaire vaut

0.

On synthétise en un tableau :

’ -7 \ | —m, —m/2] \ —7/2 \ | —m/2,0] \ 0 \ 10, 7/2] \ /2 \ /2, 7] ‘
[ 0 | 1+cos() | 0 [ cos(@) [0] cos(z) | 0 |1+ cos(x) |

Les valeurs doivent rester entre 0 et 1 (le 1 étant exclu).

2011/12 [Irrationnalité de /5. }

On entame un raisonnement par 1’absurde. On suppose que /5 est rationnel, de la forme r/s avec
7 et s entiers. On a alors 72/s?> = 5 d’ot1 72 = 5.5% avec r et s non entiers, non nuls.

On prend donc les couples (r,s) vérifiant r? = 5.s2. Plus précisément, on prend juste la premiére
composante de chacun de ces couples. Si cet ensemble est non vide, il a un plus petit élément, qui se
nomme ry.

Et pour ce 7q il existe au moins un so vérifiant (rg)? = 5.(s¢)%. On voit qu’un tel ry est multiple de 5.
Enfin, son carré...

On va devoir éliminer quatre possibilités. En écrivant pg sous la forme 5.k 4 r, on éléve au carré :
(po)? = 25.k%2 +10.7.k +r? et on étudie chaque cas de congruence ; avec un tableau :

I 5.k+1 \ 5.k+2 \ 5k+3 \ 5k+4 \
r2 25.k24+10k+1]25.k24+20k+4 [ 25.k2+30.k+9 | 25.k2 +40.k + 16
r2modb 1 4 4 1

Aucune des congruences ne permettrait d’écrire (rg)? sous la forme d’un multiple de 5 : 5.(so)?.
Par élimination, ry est de la forme 5.k.
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On écrit donc g sous la forme 5.k. On reporte : (5.k)% = 5.(sg)%. On développe, on simplifie par 5 :
5.k2 = (80)2.
On regarde : (rg)?/5 est entier (s¢)? par définition méme. Et cet entier est un multiple de 5.

Il faut aller jusqu’a 7/5 c’est & dire celui qu’on a appelé k. C’est un entier. Mais de 14 & ce que k2
puisse s’écrire 5.t pour au moins un t entier...

Seulement, sy ne peut qu’étre multiple de 5. On refait le raisonnement par contraposée ou élimi-
nation, par congruences, déja calculées :

[k mod 5 [1][2][3[4]0]
[k mod 5]1[4]4]1]0]
s est donc aussi un multiple de 5. On Iécrit 5.ug. On reporte dans la formule 5.k? = (s0)? et on
obtient 5.k% = (5.u0)%. On simplifie : k? = 5.(ug)?.

Pour notre k, il existe donc au moins un entier u vérifiant k? = 5.u2. Ceci traduit que k est dans R.

La seule valeur acceptable est 0.

Ceci contredit le fait que rq soit le plus petit élément de R puisque en voici un autre, strictement plus
petit : ro/5.

La seule partie de N qui ne puisse pas avoir de plus petit élément est la partie vide.

Il n’y a donc aucun couple (r, s) vérifiant % = 5.52 avec r et s entiers non nuls.

On ne peut donc pas écrire N r/s avec r et s entiers. Le réel /5 est irrationnel.
C’est le méme raisonnement que pour “v/2 est irrationnel”, croisé parfois en Terminale, mais alors seulement
avec des séparations pair/impair.

2011/12 [Injectivité de n — p(n.v/5) J D.S.3

Dé¢ja, chaque entier a une image. Et cette image, en tant que partie fractionnaire, est dans [0, 1].
On prend deux entiers n et IV et on suppose que leurs images sont égales. II faut arriver an = N.
On écrit donc p(v/5.n) = ¢(v/5.N). On traduit v5.n — [v/5.n] = /5.N — [\/5.N]. On bascule
V5.(N —n) = [v/5.N] — [v/5.n].

.N| — .
Si N est différent de n, on peut diviser : /5 = [\[5]\;—[\/571]
-n

membre de droite. Et un irrationnel dans le membre de gauche.
La seule possibilité est donc : N = n.

2011/12 [La relation d’ordre a. ]

On prend trois entiers p, q et r histoire de tout quantifier dés maintenant. On va prouver les trois propriétés

. On a alors un rationnel dans le

en Y(p, q) ou autres.
e Réflexivité : on doit prouver p(p.v/5) < p(p.v/5), c’est vrai.
Remarque : si vous écrivez Vp € N, (pap) < (p(p-v/5) < ¢(p.v/5)) vous n’avez toujours rien compris. En

écrivant ceci, vous n’affirmez pas que pap soit vral pour tout p. Vous écrivez juste que c’est vrai si et seulement
si p(v/5.p) est bien plus petit que p(p.v/5). Certes, ce dernier point est vrai, donc pap est vrai aussi. Mais c’est
au lecteur de compléter alors ce que vous avez écrit. Bref, vous écrivez des choses du niveau de “A < B est vrai,
or, tu sais que B est vrai, donc a toi ami lecteur de déduire que A est vrai”... Ecrivez juste “A est vrai car B est”.

e Transitivité : On suppose que l'on a pag et gar. On traduit : o(v5.p) < ©(vV5.q) et
©0(v5.9) < @(v/5.7). Par transitivité de I'ordre usuel entre réels de [0, 1[, on alors p(v/5.p) < o(v/5.7).
On traduit par. On sait passer de (pag)et (qar) a (par).

e Antisymétrie : On suppose a la fois pag et gap. On traduit : ¢(v5.p) < @(V5.q) et

©0(v5.q) < p(V/5.p). Par antisymétrie de I'ordre usuel, on trouve ¢(v/5.p) = »(v/5.q). Par injectiv-
ité de n — (v/5.n), on trouve p = q.
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e Ordre total : On prend p et ¢ quelconques. Les deux réels p(v/5.p) et ¢(v/5.q) existent, sont
dans [0, 1[ et peuvent étre comparés. On a donc soit ¢(v/5.p) < p(v/5.q), soit ¢(v/5.p) = ¢(v/5.¢). On
a donc soit pagq, soit gap.

2011/12 [Tri des premiers entiers. ] D.S.3

Pour tout entier relatif p, on a ¢(0.4/5) = 0 < (p.v/5) (une partie fractionnaire est dans [0, 1[). On a
donc Oap.
C’est la quantification de 0 est le plus petit élément de Z.

On doit calculer les parties fractionnaires des v/5.p pour p de —3 a 8. On n’effectue pas de multiplica-
tions, mais des additions successives : V5 + \/5, V5 4+ /5 + /5 et ainsi de suite. On arrondit & 102
prés. On dresse un tableau car c’est ainsi que les choses sont le plus visibles :

L » [ 3 [ 2 [ -t Jo[ 1 [ 2 [3]4] 5 [ 6 [ 7 |8 |
VEp | 6,71 | —4,47 | —2,24 | 0 | 2,24 | 4,47 | 6,71 | 8,94 | 11,18 | 13,42 | 15,65 | 17,89

o(vV5p) | 0,29 | 0,53 | 0,76 |0 | 0,24 | 0,47 | 0,71 | 0,94 | 0,18 | 0,42 | 0,65 | 0,89
rang 3 6 9 0| 2 5 8 11 1 4 7 10

On termine le tri : | Oabala(—3)aba2a(—2)aTa3a(—1)a8ad

Que peut on retenir de cette question ?

e 'ordre est assez étonnant au final,

e peut étre que je vous ai donné ici le prochain quarté & jouer & I’hippodrome de Vincennes,

e avec un tableau, les choses sont bien lisibles (c’est ce que vous devrez retenir en tant que futur ingénieur, si
si ),

e pour retenir la date de la révolution francaise, pensez a 8.4/5 (bof...)

[ 2011/12 ] [Les deux suites (pn) et (qn)- ] [ D.S.3 ]
On calcule les premiers termes pour pouvoir initialiser ensuite des récurrences.
(nfOf1[2][3 [ 4] 5 |

On trouve| p, | 2 | 9 | 38 | 161 | 682 | 2889
qn | 1| 4| 17| 72 | 305 | 1292
L’existence des suites ne pose pas de probléme.
Par récurrence, on prouve “ce sont des entiers naturels”. C’est vrai pour les premiéres valeurs. En-
suite, pour un n donné, si p,et g,sont des entiers naturels, alors 2.P, + 5.q, et p, + 2.¢, sont des
entiers naturels par stabilités de N par addition et multiplication. (qui a oublié cette partie de la question,
focalisé sur la croissance ?)

Pour n donné, on calcule : p,1+ — pn = ppn + 5.q,. Clest positif. On a donc p,11 = p,. De méme :
Gn+1 — Gn = Pn + gn > 0 (par la question précédente). La suite (g,,) est aussi croissante. C’est une
preuve directe, pas une récurrence.

=po =2p-1 +5.4q
I =g =pa1 +2.44
qu’il n’est pas si difficile de résoudre : (p_1,9—1) = (1,0) et de la méme fagon (p_o,q—2) = (—2,1).
On peut remonter ainsi peu a peu dans le passé et déduire des choses. Je ne sais pas si ¢’est si utile.
C’est juste pour garder ’habitude de vous dérouter.

Il faut remonter aussi dans le passé 7 On sait : . C’est, un petit systéme

On calcule pp41.Gn — Prn-gn+1 & Paide des formules. On trouve p,.(pn + 2.¢n) — Gn-(2.pn + 5.qn) =
(pn)? — 5.(gn)?. On ne peut pas vraiment prétendre que ceci vaille (—1)". Ou alors c’est qu’on sera
plus tard agent immobilier et pas ingénieur.

1l faut donc conduire une vraie récurrence. On initialise : (pg)? — 5.(¢0)? = —1.

On suppose pour un n donné : (p,)? — 5.(gn)? = (—1)"*1.
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On calcule alors au rang n + 1 : (2.p, + 5.¢n)? — 5.(pn + 2.¢0)% = 4.(pn)? + 20.pp.qn + 25.(qn)? —
5.((pn)? + 4.pn-Gn + (4n)?)

On trouve (pn+1)? — 5.(qn+1)? = —(pn)? + 5.(qn)? = —(=1)"*! = (=1)"*2. Ceci achéve I'hérédité de
notre récurrence et la récurrence elle méme.

On ne conduit pas de récurrence pour I'histoire de “diviseur commun”. On suit une preuve directe.
On suppose qu’un entier d divise a la fois p, et ¢, pour un entier n donné. d divise alors p, X p, et
(5.gn) X @n (multiple d’un multiple de d). Puis d divise leur différence, laquelle vaut 1 ou —1. Le seul
entier qui réussisse & diviser 1 est 1 lui méme.

Le seul diviseur commun de p,et ¢, est 1.

pnet g, sont toujours premiers entre eux.

Certains reconnaissent dans pn X pn — (5.gn).qgn = 1 ou —1 (ou dans la relation |pn.gn+1 — pnt1.qn| = 1), il y
a des éléves qui vient a juste titre une relation de Bézout entre p, et g, qui prouve qu’ils sont premiers entre
eux... On en reparlera.

[ 2011/12 ] [L’homographie z — (2.2 4 5)/(z + 2). ] [ D.S.3
Avec ses coefficients 2, 5 et 1 on devine qu’elle a un lien avec nos suites p et q. Cette homographie est définie

sur [0, +o0], et sa dérivée est négative (z — ). Elle est donc décroissante.

_ -
(x +2)?
La composée ho h de [0, +oo[ dans [0, 400 dans lui méme est croissante comme composée de deux ap-
plications décroissantes (sans redériver). On a en effet (a < b) = (h(a) > k(b)) = (h(h(a)) < h(h(D))).

On calcule h(v/5) — /5 = 0. On déduit alors h(h(\/g)) = h(\/g) = /5.

2.0n 4 5 —
On vérifie ensuite : h(& = pq” — ZPn n _ Pntl
qn - +2 DPn + 2.Gn gn+1
qn

2\ 2 92
Pour ’encadrement, on compare les carrés des réels positifs : (I) <5 K = avec des produits en

croix si nécessaire. On notera que ¢a se joue & peu de choses, mais c’est encore pire aux rangs suivants.

Ensuite, on conduit une récurrence qu’on vient ici d’initialiser. On suppose ensuite pour un rang n

0 < B2 V5 < Pantl o, applique h strictement décroissante : Pant1 _ h(m—n) > h(V5) =
q2.n 42.n+1 42.n+1 q2.n
\/5 > h(p24n+1> _ P2.nt2
q2.n+1 q2.n+2

On réapplique h strictement décroissante, et on arrive & la formule au rang n + 1.

Oui, avec la monotonie de h et la relation h(v/5) = \/5, tout va trés vite. Mais avec une mauvaise approche, on
écrit vite des choses horriblement lourdes, comme un mauvais éléve de Terminale qui vise juste le bac (trouvez
le pléonasme).

2011/12 [L’encadrement 0< q2.nV5—pan <1/q2.nt1. J D.S.3

On repart de la formule P2n V5 < P2ntl o4 1a multiplie par g, (strictement positif). On sous-
q2.n q2.n+1
trait ps.,. On trouve alors 0 < go.n.V/5 — papn < p2'"+1.q2_n — Pop = P2ni1-G2n 7 P2n-2ni1
q2.n+1 q2.n+1

rappel sur la relation py.qri1 — prr1-gx = (—1)FT1 appliquée au rang 2.n nous permet de trouver la

majoration par .
q2.n+1

C’est une majoration qui nous parle de la qualité d’approximation de v/5 par p2.,./q2.n.
P2.n

En effet, on peut écrire 0 < v/5— _
q2.n q2.n+1-92.n

en divisant encore par ¢s.,. Comme la suite (qx) est
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strictement croissante & valeurs entiéres, elle tend vers I'infini (on montre aisément, par récurrence s’il le
faut, que sa croissance stricte entraine g, 2> n pour tout n, et ensuite, c’est le théoréme du gendarme qui donne

la réponse). Par théoréme d’encadrement, V5— Pn tend vers 0. Par définition, (Zﬂ> converge vers V5.
dn q2.n

2011/12 [\/5 est irrationnel (bis), par ’absurde. J D.S.3

On suppose donc que /5 est le rationnel /s avec 7 et s entiers naturels non nuls. On remplace dans

. 1 . T -
la relation 0 < ¢2.,.V/5 — pa.n, < ——, on obtient 0 < ¢op.— — Pon < . On multiplie par s
s

q2.n41 s q2.n4+1
strictement positif : 0 < g2.,.7 — P2.p.8 <

Il faut ensuite aboutir & une contradictionq%ygést simple quand on a la réponse. Le terme du milieu
est un entier. Le terme de droite tend vers 0 quand n tend vers Uinfini car (gx) est une suite qui tend
vers +o0o. Pour n assez grand, le terme de droite est donc par exemple plus petit que 1/2.

On aboutit & un encadrement 0 < entier < 0, 5. C’est un peu louche, vous ne trouvez pas? Non ?
Dans ce cas, je ne peux plus rien pour vous. Oui ! On a donc fini ce joli raisonnement par 1’ab-
surde.

Vous reverrez des raisonnements de ce type en classe étoile sur quelques exercices classiques d’arithmétique.

2011/12 [La relation v/5.qn — pn = (=1)"/(pn + V5.qn). } D.S.3

On repart de la formule (p,)? — 5.(g,)? = (—1)" qui fut établie par récurrence sur n. On la factorise
en (pn — V5.qn).(pn + V5.¢,) = (=1)"*! et on divise par p, + ¢n.v/5.

1

On prend 2.n & la place de n, il est donc pair : V5., — pp = ——————. On a donc
P2.n + \/5-q2.n
1 . .
V5.9.m = paypy + —————=— On a écrit v/5.q2., sous la forme d’un entier et d’un réel entre
P2.n + \/5q2n

0 et 1 (le dénominateur est strictement plus grand que 1). On identifie : [\/5.(]2_”] = pPo, €t

90(\/5-Q2.n) =

1
P2.n + \/gq2n
Pour tout n, on a alors ¢(v/5.qa.n12) =

1 1
< (P(\/E.QQ.H) =——  Onrecon-

P2.nt2 + V5.qont2 po.n + V5.qon
nait : o py20qa.,. Clest la décroissance de ma suite (g2 .,,) pour la relation d’ordre a.

Quant & la minoration par 0, elle est toujours vraie.
Pauvre Fermat, heureusement qu’il n’a pas connu cet ordre « !

Grace A cette suite, on a une infinité d’éléments entre 0 et 1 pour 'ordre « : tous les gs.,-

Quelques calculs faits pour vous : 1, 17, 305 et 5473 sont les premiers termes de cette suite. On a alors
V5 =~ 2,23, 17.4/5 ~ 38,013, 305.4/5 ~ 682,00073 et 5473.4/5 ~ 12238,0000409. On a I'impression de gagner
un 0 de plus dans la partie décimale & chaque étape.

1
P2.n+1 + \/5~q2‘n+1

Avec des indices impairs, on a V/5.¢2.nt1 = Pang1 — .On ajoute 1 : V/5.qany1 =

1
(o = 1) + (1 )-
Pont1 + V5.qont1 )

On a alors : [\/S.QQ_n.H] = pan+1 — 1l oet SD(\/B-QQ.n) =1- :
Pont1 + V5.G2nt

Le signe moins nous donne une suite strictement croissante cette fois.

2011/12 (Des entiers entre deux entiers donnés. ]

On se donne K et N avec KaN. On a donc ¢(K.v/5) < ¢(N.v/5). Comme K n'est pas égal a
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N on ne peut pas avoir égalité (injectivité de n — ¢(+/5.n)). De plus, on a les deux encadrements
0< ga(N.\/g) <let—-1<K —<p(N.\/5) < 0. On somme : —1 < go(\/g.N) —go(\/g.K) < 1 (géométrique-

ment, c’est la distance algébrique entre deux éléments d’un segment de longueur 1).

1

Comme les deux suites (ps.,,) et (go.,) tendent vers Uinfini (pour Pordre usuel), la suite (7

P V5.qn
tend vers 0. Par définition méme, on déduit qu’a partir d’un certain rang, on aura 0 < —— <
P2.n + \/5q2n
©(N.V/5) — (K.\/5) (ou toute autre quantité posée a I'avance).
Plus proprement, on montre : p, > n et g, > n en y allant vraiment & la grosse louche. On déduit donc

1

< dspﬁ et pour n plus grand que on a bien la majoration

Pon + V5.qon 6.(0(N.vV5) — o(K.\/5))
demandée.
1
On a obtenu : 0 < —————— < @(N.V/5) — ¢(K.v/5). On remplace grace a la formule

DP2.n + \/g-qln
(Pa.n +V5.92.0)-(V5.q2.0 — p2n) = —(—1)>"F1 =1 et grace & la définition de ¢(a) :
0 < g2n-V/5 = p2n < NV — K./5 — [N.V/5] + [K.V5)
On fait basculer et on exploite quelques informations :
0< K5 —[KAN5] < (K4 g2n)V5— (P2 + [K.V5]) < N5 — [N/5] < 1
En ne gardant que les extrémités, il reste 0 < (K + g2.,)-vV/5 — (p2.n + [K.v/5]) < 1 qui permet
d’identifier la partie entiére et la partie fractionnaire du réel (K + go.,).v/5 : [K.V/5] 4+ pan et
(K + q2.n)-\/5 - (p2.n + [K\/SD
On a donc : 0 < ¢(v5.K) < o((K + g2.,)-V5) < ¢(N.\/5).

On reconnait la définition de Ka(K + go.,,)aN.
L’entier K + ¢o.,, s’est donc glissé entre K et N.

Bilan : entre deux entiers distincts K et N on peut toujours insérer un nouvel entier que 1’on va noter
H (méme si il est de la forme K + ¢2.,,).

C’est du au fait que la suite (¢a.,) tend vers 0 en décroissant (pour 'ordre paradoxal ), donc K + ¢,
se rapproche de K sans I'atteindre mais e finissant par passer sous [N, méme si il n’est “pas loin de K.

Mais qu’est ce qui nous interdit de recommencer avec K et H ? Il y a au moins un nouvel entier entre
ces deux la. Et il y a au moins un nouvel entier entre H et NV.

Et si on recommencait avec ces nouveaux entiers ?
Chaque fois qu’on trouve de nouveaux entiers, on peut en reglisser entre eux. Et on double le nombre
d’entiers entre K et N.

On n’arréte pas de coller de nouveaux entiers.

Pour l'ordre étonnant «, il y a toujours une infinité d’entiers entre deux entiers distincts... (méme si
on ne sait pas trop comment les construire).

D.S.3 MPSI2 [ 178 points J Année 2011/12 D.S.3
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D S 4 Charlemagne

[ vendredi 4 novembre J 2011/2012

2011/12 [ EXERCICES } o Je. 4

<{$(B)> A et B sont deux parties d’'un ensemble E. On note 14 la fonction caractéristique de A

(1a(a) = {(1) Sa €Ay Oui est [Latte ]| 1wy

sinon

< #(4) > Déterminez le cardinal de P(P(P(P({a,b})))).
Calculez ensuite le cardinal de P(P(P(P({a,b})) — {{a},{a, b}})) (2 )
Donnez un ordre de grandeur du nombre de chiffres de ’écriture décimale de ces deux nombres.( 2, )

2011/12 [ HYPERBOLIQUES } D . S . 4

Les parties séparées par de grands traits sont trés indépendantes les unes deg autres.
. . . . e + e et —e
- 1) On définit de R dans R les applications suivantes : ch = ¢ — — sh=x — 5

h
et th = i—h Déterminez ch + sh, ch — sh et ch? — sh?. Simplifiez ch? + shz. Justifiez
VxeR, chiz) > L{ee ) Donnez le tableau de variations de chacune des trois applications ch,
. 1+th(1/2)
Sh et th Slmphﬁez m
- 2) Une application f de R dans R est dite paire siV x € R, f(—z) = f(x) et elle est dite impaire si
VazeR, f(—x) =—f(x). Qui 'est parmi les trois fonctions hyperboliques (e )

- 3) On demande de montrer que la dérivée d’une application paire est impaire. Un éléve justifie ainsi
: je pars de f(—x) = f(x), je dérive de chaque coté : (f(—x)) = f'(x), jobtiens —f'(—x) = f'(x)
et au final f'(—x) = —f'(x)”. Rendez rigoureux son raisonnement.( 2 ».. ) Montrez qu'une application

impaire est nulle en 0. 15 ) Calculez ch(™ | sh(™ et th(2>™)(0) pour tout entier naturel n.[zee )

- 1) On définit : v =z — 2. Arctan(e®)— g (fonction de Guderman). Vérifiez I’existence de tan(y(x))
et montrez qu’elle vaut sh(x). Exprimez sin(y(z)) et 1/cos(y(z)) a l'aide de sh(z), ch(z) et th(z).

Explicitez 7/, v~ ! et (7_1)’.

- 1) Déterminez la réciproque de application sh (notée Argsh) ; vous serez amené pour ce faire & poser
X = €” et a résoudre une équation du second degré. Déterminez de méme Argch, réciproque de
ch sur des intervalles & préciser. 2 pr. | Faites en enfin de méme pour Argth. Dérivez ces trois

applications réciproques.

- 1) Pour tout entier naturel n, on note E, l’ensemble des entiers de 1 a n, S, I’ensemble des n!
permutations de E,,. Pour o dans S,, on pose : up(oc) = C’ard{k € E, - {n}|0(k‘) < o(k+ 1)}
(on pourrait définir aussi down(c) pour compter les descentes). Calculez up(Id). Trouvez
lunique permutation r de S,, vérifiant up(r 0.2 ) (zve ) Calculez up(T) m Calculez
up(71,70(2,4,6,8,10)0(3,9,5)) dans S12 meéme si ga ne sert a rien.( s ». | Comparez up(o) et up(roo)

(ot 7 a été définie plus haut).[ 2 )
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n n

- 2) Pour tout p de 0 an— 1, on pose [ = Card{o € S,|up(c) = p}. Déterminez [ ) pour tous les
p p

couples (n,p) vérifiant 0 < p < n < 4 (et comme vous voulez devenir ingénieurs, pensez a justifier et

a présenter sous forme de tableaux) =
- 1) Calculez th” comme polynome en thiee ) Calculez th®) comme polynome en th{ e )

- 2) Un résultat qui ne sera pas démontré ici (appelé “boustrophédon”) dit : th(™(0) = Z(—l)p. [n)

Vérifiez le au moins pour n de 0 & 4 et pour n pair.( 2 et |

- 1) Soient f et g deux applications au moins cinq fois dérivable. Calculez (f.g)™ pour n de 145 a

laide des () et des g(‘I).
- 2) Déduisez les valeurs de th(®(0) et th(® (0) (vous pourrez prendre f = ch et g = th) '

- 1) On définit une suite (f,) d’applications par fo = sh et Vn € N, Vo € R, foi1(z) =

—2./ t.fn(t).dt. Calculez fi et fo 2 ) Montrez pour tout n (au moins égal a 2) et tout z réel :
0

fn(x) = (4n —2).fr_1(x) +4.22.f,_2(x) (vous pourrez lors d’une étape prendre la fonction différence

des deux membres, la dériver et aussi la calculer en 0).[ =5 )

- 2) Montrez qu'il existe deux suites de polynomes (P,,) et (Q,) vérifiant f, = sh X @, — ch x P,.
Déterminez Py, P1, Qo et Q1. Montrez pour tout n au moins égal & 2 et tout x réel : P,(z) =

(4n —2).P,_1(x) +4.2%.P,_o(x) et Qu(z) = (4n —2).Qn_1(x) + 4.3:2.Qn,2(x).

- 3) Montrez que les coefficients de P, et des @, sont des entiers naturels. Montrez que chaque P, est
une application impaire. Quelle est la parité de @, ?

2.n
L x
- 4) Montrez pour tout n et tout x positif : |f,(x)| < Wsh(ac)
: P (z) x> 1 . P, (x) p2n
- 5) Montrez ensuite |[th(x) — < —.(x).——— puis |th(x) — < (4 pt.
) |th(x) Qn(x)| (@) o [th(x) Qn(x)| @)
2.n
- 6) Pour x fixé, on définit pour tout n u,(x) = o)l Montrez u,+1(x) < u,(x)/2 pour n plus grand
n)!

que [z] + IFEN Déduisez que u,(x) tend vers 0 quand z tend vers +00.[2er ] Que pouvez vous

n

P,
dire de la suite de fractions (Q—) quand n tend vers Iinfini 7[5 )

n

X
- 1) Un résultat dit aussi : th(z) = 5 (une infinité de fractions imbriquées ?).
x
1+ ————
22

+71‘2
S+ 7

Lo 0 0 a2
On définit A = (1 T) et B, = (1 a;l ) Calculez A.B3, A.B3.Bs, A.Bg.B5.B7.

x x

- 2) Calculez , , une seule barre de fraction chacune). s pt.
) o 2 e )
T+= 1+ s 1+ .
3 T T
3+ — 3+ ——
5 54z

7
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 (Fonctions indicatrices. ]

o La(2)+15(x)
On voit qu’on peut calculer {%}
1+ 1}
2

pour tout x de E. On distingue suivant ol se trouve x :

odansAﬂB:[ =[]=1

edans A— B : [ﬂ} =[1/2]=0

—[1/2=0
0+0y_

edans B— A : [m}

ehorsde A N B : [0]=0

On reconnait l'indicatrice de A N B.

2011/12 [Parties des parties des parties... ] D.S.4

On rappelle le résultat : si E est un ensemble & n éléments, alors P(F) est fait de 2™ parties (récurrence
sur n ou dénombrement...).

On part de E' = {a, b}, ensemble a 2 éléments.

Alors, P(E) = {0, {a}, {b},{a,b}} est un ensemble & 2% éléments (valeur : 4).

Ensuite, P(P(E)) est un ensemble & 22 ¢léments (valeur : 16).

22
On continue : P(P(P(E))) est un ensemble & 22°  ¢éléments (valeur encore calculable 21¢ = 65536).
2

2
On termine avec P(P(P(P(E)))) qui a 22" éléments. Ceci donne 265536 que je ne chercherai pas a
écrire ici.

On peut quand méme y aller “4 la louche”. 2'° vaut 1024 qu’on arrondit & 1000 c’est a dire 103.
D’ailleurs, pour les informaticiens, le k de k — octet et k — byte ne signifie pas kilo au sens de 10® mais k au
sens de 2'°. Mais vous ne faites guére la différence quand vous mesurez la capacité mémoire de vos ordinateurs
et gadgets électroniques en Mega et autres Giga.

On effectue donc : 269936 = 210-6553+6 — (910)6553 64 On estime & 64.10'%%%%, Ce nombre s’écrit avec
plus de 19661 chiffres.

La vraie valeur est 19729 en faisant appel au logarithme qui est justement la pour ¢a...

On reprend, mais en enlevant des éléments en cours de route.
e P(E) a toujours 4 éléments dont {a} et {a,b}

e P(P(E)) a toujours 2* éléments dont {{a},{a,b}} ;

o P(P(E)) — {{a},{a,b}} a donc 14 éléments,

. P(P(P(E)) —{{a},{a, b}}) a donc 2 éléments (valeur : 16384),

. P(P (P(P(E)) — {{a},{a, b}})) a enfin 216384 ¢léments (valeur affreuse),

Cette fois, on estime & 4920 chiffres son écriture en base 10 (en fait 4933 mais ¢a ne change pas grand
chose, sauf quand on en est enfin au quatremilliéme chiffre).

2011/12 [Préliminaires sur les trois fonctions hyperboliques. ] D.S.4
Les deux fonctions ch et sh sont définies sur tout R.
. ) et & et e~ T _ ¥
On a sans probléme pour tout x réel : ch(—x) = ———— = ch(x) et ch(—z) = —y = —sh(x).

Le cosinus hyperbolique est pair et le sinus hyperbolique impair.
On somme : ch(x) + sh(x) = e et ch(x) — sh(x) = e~ (a I'étage des fonctions : ch + sh = exp, et rien
d’aussi court pour la différence).
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On multiplie terme & terme : ch? — sh? = 1.
On en profite pour écrire ch? = 1 + sh? > 1. Comme le cosinus hyperbolique est positif (somme d’ex-
ponentielles), on déduit : ch(x) > 1. Sans tableau de variations.

T e T 49 (ez/Q _ 6793/2)2

2 2 > 0.

On pouvait aussi écrire ch(z) — 1 =

1l s’ensuit que la tangente hyperbolique est définie sur tout R et est une application impaire.

On calcule aussi ch?+ sh? et on trouve 2 — ch(2.z) en présentant le résultat a I’étage des applications
comme demandé.

Ce qui ne pourra pas étre accepté : une formule déséquilibré comme ch? + sh? = ch(2.z) dans laquelle
la variable flotte d’un seul coté...

,, sh(1/2) /
. L+th(z/2) ch(1/2)  ch(1/2)+sh(1/2) el/? 19 1/
On calcule aussi : T ih(z/2) 1 Sh(1/2) = ch(1/2) —sh(1/2) — o172 = el/2 e1/2 — ¢
~ ch(1/2)

On dérive : ch’' = sh et sh’ = ch.

Par récurrence sur p entier, on a ch(??) = ch et ch(2P+1) = sh.

De méme, on a sh(??) = sh et sh(??T1) = ch.

C’est encore plus pratique qu’avec les sinus et cosinus habituels pour lesquels la période est de 4.

En tant que quotient, la tangente hyperbolique est impaire.

Ses dérivées ne sont pas des plus agréables, hormis la premiére qui se simplifie bien : th' =

sh’.ch —ch'.sh ch? — sh? 1
ch?  ch?  ch?’

On note au passage : th? =1— 2 < 1 et on encadre donc strictement la tangente hyperbolique par
C

On a aussi en séparant la fraction : th' =1 — th2.

—1 et 1, ses limites & I'infini.

Si f est une application impaire, alors on a f(—0) = —f(0) d’ou 2.f(0) = 0. Une fonction impaire
définie en 0 est nulle en 0 (exemple : le sinus, la tangente,...).

On reprend proprement le raisonnement de 1’éléve sur la dérivée d’une application paire. Mais pre-
miérement en quantifiant proprement, et deuxiément en travaillant & ’étage des fonctions.

On part de (x — f(x)) = (x — f(—x)).

On dérive : (v — f(z))' = (x — f(—2x))".

On reconnait la dérivation d’une composée : (z — f(z)) = (x — —f'(—=x)) (rappelons (v —
flwa) = (@ — w.f(wr)))

Ou revient a I’étage des réels : pour tout z, on a f/'(x) = —f'(—=z) et on fait passer le signe moins de
lautre coté. On reconnait “f’ est impaire”.

Ce qui manquait vraiment au raisonnement de I’éléve : le Vx sans lequel on ne peut pas dériver car on ne sait
pas si il ne s’agit pas de relation simplement en un point. Ce qui était franchement faux : (f(—=x))’ n’a pas de
sens.

J'espére vous avoir convaincu, et j’espére que vous ne confondrez pas f'(2.x) et (x — f(2.x))" par exemple.

On fait un raisonnement de méme type avec les applications impaires. En dérivant une relation telle
que g(—x) = —g(z) valable en tout point, on trouve —g'(—z) = —¢' ().
La dérivée d’une application impaire dérivable est paire.

Maintenant, on applique ceci & la tangente hyperbolique. Elle est impaire. th’ est donc paire (on le
savait déja).

La dérivée seconde th” est impaire. La suivante est paire. Et ainsi de suite. Par récurrence sur p, th(2-?)
est impaire et th(2P+1) est paire.
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En 0, on a donc th(z‘p)(O) = 0 (valeur en 0 d ’une application impaire).

2011/12 [Variations et applications réciproques. ] D.S.4
Le sinus hyperbolique est croissant, car sa dérivée est positive (et méme plus grande que 1). Il est nul en
0 et tend vers +oo & l'infini, sans aucune forme indéterminée.
1l réalise donc un homoémorphisme de | — 0o, +00[ dans lui méme.
Pour expliciter sa réciproque, on part de y = sh(x) et on exprime x comme fonction de y. On écrit

donc e —e™® = 2.y. On pose X = e” et ’équation devient X + <= 2.y avec X positif. On multiplie

par X qui est non nul, et on raisonne donc par équivalences : X% — 2.4.X — 1 = 0. On calcule le
discriminant : 4.(y? + 1) et on trouve deux racines réelles : y + 1/y2 + 1 et y — /92 + 1. La premiére
est positive, et la seconde négative, quoi qu’y fasse y (en effet, le produit des racines vaut —1, 'une est
donc positive, et autre est négative, et la plus grande avec son signe plus est donc la racine positive). Par
élimination, on a donc : e =y + /y? + 1. On revient a la variable = a isoler : x = In(y + /3% + 1).
On a donc : Argsh = (y — In(y + /y? + 1)) définie, continue et dérivable sur tout R.

2.y
2.4/y2+1

y+ vy +1

teur commun en haut, on retrouve y + \/y2 + 1 qui se simplifie avec le dénominateur et il reste

1
V1492
On fait le méme type de cacul pour le cosinus hyperbolique. Mais sa dérivée n’est de signe constant

que sur [0,4oc[. Le cosinus est d’abbord décroissant puis croissant. Les deux limites en +o0o0 et —oo
sont +o0o. On n’a donc pour ch qu’un homéomorphisme de [0, 4+o0o[ dans [1, +o00].

x —x

e
On résout — =Y de la méme maniére. On trouve I’équation du second degré X? —2.4. X +1 =0

dont les deux racines réelles sont y + /92 — 1 et y — v/y2 — 1. On rappelle que y est plus grand que
1, le discriminanty est bien positif ou nul. Les deux racines sont cette fois positives (leur produit vaut 1
et leur somme est positive). Laquelle va-t-on éliminer ? Laquelle va-t-on garder ? C'est y + /92 — 1, la
seule des deux & étre plus grande que 1 (produit égal a 1) et capable donc d’étre égale & e* avec = dans
[0, 400, domaine d’injectivité choisi.

On a donc, de [1,+oo] dans [0, +oo[ : Argch’ = (y — In(y + /y? — 1).

1+

On dérive d’ailleurs et on trouve : Argsh’ = (y — ). En réduisant au dénomina-

Argsh’ =y — (déja croisé en I.S. si je me souviens bien).

2.y
2.40/1y%2 -1

y+vyr—1

sur |1, 400l (on doit ouvrir en 1, avec demi-tangente verticale).

1+

On dérive en Argeh’ = (y — ) et on trouve y — qui ne sera définie que

1
VA1

La dérivée de la tangente hyperbolique est positive. La tangente hyperbolique est croissante. Pour sa
e — e 1— e—2.w
e +e T  14e 2@

limite en +o00, on la met sous la forme th(z) = et on trouve une limite égale a

1.
La limite en —oo est —1, par imparité.

1
X _ —
On résout ensuite 7)1( =y avec X strictement positif (c’est une exponentielle). On multiple haut et
X 4 =
2 ' X
X -1 1
bas par X : il y. On inverse : X2 = ?i C’est cohérent, car y reste entre —1 et 1 (tableau
-y
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. 1 +1
de variations de y = th(z)). On passe au logarithme : x = —In (L

] ) On peut aussi prendre le risque
-y
inutile d’écrire In ( }f—z)

1 1
On dérive sous la forme de différence de deux logarithmes : y — 3 In(y+1) — 3 In(1 — y) se dérive
1

1
2+1)  2(-y) -y

2011/12 [Des permutations, d’étranges [7). ]

Pour toute permutation o, on compte le nombre de k vérifiant o(k + 1) > o(k). Il s’agit du nombre de
fois ot la permutation ¢”’monte”.

Pour l'identité, on a o(k+ 1) =k +1 > k = o(k). Les n — 1 valeurs de k sont autorisées. On a donc
up(Id) =n —1 (up, c’est “haut” en anglais).

en y — qui fusionne en y —

3"

D —
On prend le cycle qui transforme chaque k en k + 1, et n en 1, noté (1,2,3...n). Les k vérifiant
—_—
o(k+1) > o(k) sont donc tous les entiers de 1 & n — 2. On a donc up((1,2,3...n)) =n —2.

L’unique permutation r vérifiant up(r) = 0 est celle qui renverse toute la liste : elle transforme
[1,2,3,...,n] en [n,n — 1,n — 2,...1]. Elle est définie par r(k) = n — k + 1. Pour tout k, on a
r(k+1)=n—k<n—k+1=r(k), et donc ensemble {k € E,, — {n}|r(k+1) > r(k)} est vide, de
cardinal 0.

On en a trouvé une. Mais est ce la seule ?

On veut une permutation vérifiant donc r(k + 1) < r(k) pour tout k et donc r(k+1) < r(k) pour tout
k puisque 7 est injective.

On doit atteindre une fois la valeur n, en quel point ? Ce ne peut étre qu’en 1 (si I'on avait r(i) = n
pour un indice autre que 1, on pourrait écrire & coup sir r(i — 1+ 1) > r(i — 1) et on aurait au moins le
nombre i — 1 dans I”’ensemble des k”). On a donc déja r(1) = n. Il faut ensuite trouver l'indice j vérifiant
r(j) = n— 1. Ce ne peut étre que 2 (si 'on avait r(i) = n — 1 pour un indice autre que 2, on pourrait écrire
acoupsirn—1=r(i—1+4+1) >r(i—1) et on aurait au moins le nombre i — 1 dans I”’ensemble des k7). Et
ainsi de suite.

On traite ensuite de la composition (7170 (2,4,6,8,10) 0 (3,9,5)), ot les cycles sont heureusement de
supports disjoints.

Elle part de la liste [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12] (oui, on a imposé n = 12) et on en fait
[1,2,9,4,3,6,7,8,5,10,11,12] puis [1,4,9,6,3,8,7,10,5,2,11,12] et enfin [7,4,9,6,3,8,1,10,5,2, 11,12].
On traduit : 0(1) =7, 0(2) =4 : 1 n’est pas dans {klo(k+ 1) > o(k)}

On poursuit : 0(2) =4, 6(3) =9 : 2 est dans {klo(k+1) > o(k)}

On poursuit : 0(3) =9, 0(4) =6 : 4 n’est pas dans {klo(k + 1) > o(k)}

Et ainsi de suite : {klo(k+1) > o(k)} = {2,5,7,10,11}.

L’entier up(o) vaut 5.

e Pour n égal 4 1, il n’y a qu’une permutation (définie par o(1) = 1), et ensemble {k € E; —{1}|...}
est vide. up(o) vaut 0.

On dénombre [é) =1.

e Pour n égal & 2, il y a deux permutations : Id et 71 o qui est d’ailleurs celle qui renverse.

2 2
On a up(Id) =1 et up(r1,2) = 0. O déduit alors par dénombrement rapide : [0> = [1) =1.

e Pour n égal & 3 il y a six permutations. Il faut commencer & étre rigoureux. On dresse leur liste, en

37



assimilant chacune a ce qu’elle fait de la liste initiale [1,2,3]:

[1,2,3], [1,3,2], [2,1,3], [2,3,1], [3,1,2], [3,2,1]

On calcule le up de chacune et on les place dans un tableau en fonction de la valeur de ce up :
Lo [ v [ 2 |

[3,2,1] | [1<3,2] | [1<2<3]
[2,1<3]
[2<3,1]
[3,1<2]
Pour s’y retrouver, j’ai remplacé la virgule par < quand on est sur un indice k vérifiant o(k+1) > o (k).

On résume : [(2)) [i) [;)
1[4 1]

e On s’attaque & n = 4 avec ses 24 permutations. On dresse un tableau, avec la méme convention de
lecture : remplacement de la virgule par < dés qu’on a un k vérifiant o(k + 1) > o(k) :

o [ v [ 2 [ 3 |

[4,3,2,1] | [4,3,1<2] | [1<2<4,3] | [1<2<3<4]
[4,2,1<3] | [1<3<4,2]
[4,2<3,1] | [1<3,2<4]
[4,1<3,2] | [1<4,2<3]
[3<4,2,1] | [2,1<3<4]
[3,2<4,1] | [2<3,1<4]
[3,2,1<4] | [2<3<4,1]
[3,1<4,2] | [2<4,1<3]
[2,1<4,3] | [3<4,1<2]
[2<4,3,1] | [3,1<2<4]
[1<4,3,2] | [4,1<2<3]
Dans ce tableau, dans les deux colonnes centrales, chaque permutation est couplée avec son ‘“renversé”
oor. On passe donc de permutations de up égal & 1 & des permutations de de up égal a 2 et vice versa.

On termine : {é) {é) {3) [3)
] 1 \ 11 \ 11 \ 1 ‘

On a bien nos 24 permutations au total.

n
On va justifier la relation [ ) = [ ) par le fait que chaque fois qu’il y a une permutation o
p

n—p—1
évrifiant up(o) = p, la permutation r og vérifie up(roo)=n—1—p.

En effet, si 'on prend un k vérifiant o(k+1) > o(k) alors on a automatiquement r(o(k+1)) < r(o(k)).
En revanche si on prend un ¢ vérifiant o(i + 1) < o(4), alors on a r(c(i + 1)) > r(o(4)).

Les deux ensembles {k € E, — {n}lo(k +1) > o(k)} et {k € E, — {n}|r(c(k+ 1)) > r(o(k))} sont
donc complémentaires 1’'un de ’autre. Si I'un est de cardinal p, 'autre est de cardinal n — 1 — p.

Il y a donc autant de permutations de up égal & p que de permutations de up égal an —1—p. On a

donc bien [n) = [ "
p n—1-p
de leur up posséde un axe de symétrie.

Par exemple [1,5,7,4,6,3,2,8] a pour up 4 (on DIécrit [1 < 5 < 7,4 < 6,3,2 < 8]) et son “renversé”
[8,4,2,5,3,6,7,1] a pour up 3 (on Iécrit [8,4,2 < 5,3 <6 < 7,1]).

) pour tout couple (n,p). Le tableau ou on range les o de S,, en fonction

38



Triangle :

1
11 11 |1

Le lien entre ces [g) et les dérivées succesives de la tangente hyperbolique

calcule alors les sommes alternées des “dénombreurs de up”’ pour les premiéres valeurs de n :
1
o:in=1: —10.[ ):1
(-1,

o=z [B)[) <11

onme ) [ [ 1=

=)= [+ [ [ =-nn-aes

On vérifie la coincidence avec les dérivées premiéres de la tangente hyperbolique qu'on va calculer en

0 :
(o[ 1 | 2 | 3 [ 4]
th | 1—th? [ —2.th.(1 —th?) | =2+ 8.th? —6.th* | ?
0 1 0 -2 0
Comment ai-je calculé th” ? Simple, je suis parti de th’ = 1 — th? et jai redérivé : th” = —2.th.th’ =

—2.th.(1 — th?) = 2.th® — 2.th.

Et pour th(®) ? Jai redérivé la formule du dessus : th(®) = 6.th?.th’ —2.th’ = 6.th?.(1—th?)—2.(1—th?).
La valeur en 0 est —2.

Pour ce qui est de th(*)(0) j’ai juste rappelé que th(>P) était impaire donc nulle en 0.

2.p
2.
On a donc th(®>?)(0) = 0. Il serait bon de prouver que la somme alternée Z(—l)q.[ p) est nulle.
q
q=0
2.p
2p—q—1

2. 1
) et (—1)2'1’_‘1.{2]21_() se

2.
C’est trop facile. Pour chaque (—1)‘1.{ p), il y a son opposé (—1)2"”‘1’1.[ ) La somme
q

totale est nulle.
2p+1

En revanche, pour n impair de la forme 2.p + 1, les termes (—l)q.[
q

complétent.

C’est un peu comme dans la somme Z(—l)p
k=0

On dérive a présent un produit de deux fonctions : (f.g)' = f'.g + f.¢’. C’est dans le cours de Termi-

nale, ca sert au bac et on I’a déja réutilisé cette année.

On redérive : (f.9)" = (f'.9)' + (f.9") = (" g+ 1.9)+(f'gd +fg")=f"9g+2f g+ fg’. Tiens

tiens...

On recommence : (f.9)®) = (f®.g+ 7.9V +2.(f7.¢ + f.g7) + (.97 + f.g'D).

On met au propre et on dresse une liste ot une conjecture prend forme :

n . <
. ( ) que 1ous recroiserons cette année.
p

9P =] fg | | | | | |
(f9)= | flgt fq
(f9)" =1 ffgt+ | 2.f"¢'+ fg
F9)® = fOg+ | 3.9+ | 3.f 9+ fg®

f9W =Byt 499+ ] 6.9+ | 4.f9%+ fg@
(f.9)® =1 fO g+ [ 5.f D¢+ [ 10.fC) g7+ [ 10.f7.gO+ | 5.f gD+ | f.gO

Si franchement vous n’émettez pas de conjecture, je déprime...
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On prend ensuite comme proposé f = th et g = ch. On a naturellement f.g = sh (c’est ce réflexe qui
vous aura peut étre manqué...).

On applique par exemple a ordre 3 : sh(®) = th(®) ch + 3.th”.ch’ + 3.th’.ch” + th.ch®).

On remplace : ch = th®) .ch + 3.th”.sh + 3.th'.ch + th.sh.

On calcule en 0 : 1 = 1.th®)(0) 4+ 0 + 3.th(0) + 0.

On remplace par ce qu’on sait : 1 = th(®(0) +3 : th®)(0) = —2.

On suit le méme raisonnement avec n égal a 5, et tous calculs faits, on trouve th(¥(0) = 0 et
th(®)(0) = 16 sans effort.

Je sais, certains préférent dériver comme des bourrins et faire des efforts inutiles. Ce n’est pas grave, on a
besoin aussi de s’entrainer pour les devoirs de physique...

2011/12 [Des matrices et des fractions imbriquées. ] D.S4
On calcule les produits matriciels pour commencer.
0 a2
1 7

0 a2 0 a2

1 3 1 5
0 =z T 3.z 3.z 15.2 + 2° 15.2 + z° 105.z + 10.23
11 1 3422 3+22 15+6.22 15+ 6.22 105+ 45.2% + o4

Composer des homographies, c¢’est multiplier les matrices associées. Ici, on a composé une t —
2

1
t+1

avec des t —

; (la variable est bien t). C’est aussi ce qu’on fait avec nos fractions continuées.

Avec ensuite t = 0, que I'on code en (?)

3.z 15. 3 1050 +10.23
On récupére donc les fractions successives % (non demandée), 3 _:;2 15 ig; ) 108 +Z;x2 —fx 1- Bt

on pourrait aller loin comme ca. Juste avec des produits matriciels.

L 2011/12 J[La suite d’applications (fr). J L D.S.4 j
On a donc f; = sh. .

On intégre par parties : fi(x) = 72./ t.sh(t).dt = —2.x.ch(x) + 2.sh(x)

0
(j’ai dérivé t — —2.t et intégré t — sh(t)).
On recommence par parties encore : fa(z) = (4.2% + 12).sh(z) — 12.2.ch(x).

On va vérifier la relation f,,(x) = (4.n — 2).fn_1(z) + 4.22. f,_2(x) par récurrence sur n. Pour n égal
a2, on a bien fy(r) = 6.(2.5h(x) — 2.2.ch(x)) + 4.22.sh(x).

Supposons la formule vraie au rang n. On a donc f,(x) = (4n — 2).f_1(x) + 4.22%.f,_o(x) pour
tout . On veut prouver f,.1(z) = (4.n+ 2).f,(z) +4.2%.f,_1(x). On note g,, application différence
T — foi1(x) — (4n+2).fo(2) — 422 f_1(2).

On calcule en 0: g,,(0) = 0.

On dérive : ¢’ =2 — —2.2.f,(2) +2.(4n+2).x.fru_1(x) — 8.2 fr_1(x) — 8.23.f,_1(x)). En effet, f,
se dérive en v — —2.x.f,(x), “de méme” pour les autres indices.

On simplifie : ¢'(x) = —2.2.(fn(z) — (4n — 2). fr_1(x) — 4.22%. f,,_a(x)).

Par hypothése de rang n il ne reste rien.

g’ est nulle partout, g est donc constante. C’est sa valeur en 0 qui va nous donner sa valeur :
g(x) = g(0) = 0 puisque toutes les fi sont nulles en 0.

L’application g est nulle. On a donc bien la formule au rang n + 1.
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2011/12 (La fonction de Guderman. ]

On pose donc : v =z — 2. Arctan(e® = —n/2. L’exponentielle est strictement positive. Par crois-
sance de 'arctangente, Arctan(e®) est strictement entre 0 et 7/2. Son double est entre 0 et 7 et y(x)
est entre —7/2 et w/2.
On peut en prendre la tangente.
On rappelle : cos(§ —7/2) = sin(f) et sin(d — 7/2) = — cos(). On a donc tan(d — 7/2) = —1/ tan(6)
(surtout, n’allez pas chercher la formule tan(a + b) avec b égal & —m/2...).

1 ~1 (e")2 —1

On a done : tan(y(z)) = ~ tan(2. Arctan(e®)) - tan(Arctan(e®))  2.ev

)
"1 — tan?(Arctan(e®)
On simplifie par e® en haut et en bas, et on reconnait : tan(y(x)) = sh(x).
Les ensembles images sont cohérents, ce réel peut décrire tout R.

On continue avec cos(y(z)) = sin(2.Arctan(e”)). On passe par la tangente de 'arc moitié, et cet arc

2.e*
moitié, c’est Arctan(e®).On remplace donc : cos(y(z)) = TB)Q. On divise en haut et en bas par
efr
2
e” et il reste ————. On a donc : cos(y(z)) = ——. Cette quantité varie entre 0 et 1, quelle que
er +e® ch(x)
soit la fagon de la lire.
1
Enfin, on écrit juste sin(y(z)) = tan(vy(x)). cos(y(z)) = sh(x). h@) = th(z). Et 1a encore, ’ensemble
ch(z

image est cohérent : ] —1,1].

On dérive 7 On a une composée :
e 1 1
"(z) = 2. =2, =
V(@) 1+ (e)? e~T+e*  ch(x)

On renverse ensuite y = y(z) = 2. Arctan(e”) — w/2 (z réel, y entre —7/2 et 7/2).
On bascule : 2. Arctan(e®) =y + w/2.

On divise : Arctan(e®) = y

. On passe a la tangente : e” = tan (5 + %)

On termine : z = In (tan (% + %)) Et on reconnait une fonction déja croisée. Sa dérivée est
-

YT cos(y)

2011/12 [Des matrices et des fractions continuées. ] D.S.4

On effectue les produits matriciels les uns aprés les autres, en multipliant & chaque fois par une nouvelle
matrice de la famille des B :

A.Bs = (x 3.z ) puis A.Bs.Bs = (

3.x 15.2 + z°
3+23 15+6.22
15.2 + 22 75.0 + 8.23 )

1 3+2°

15+ 6.22 75+ 33.22 4 2*
On peut se dire qu’on a déja croisé ces polynémes quelquepart.
Mais ce n’est pas fini. Les fractions demandées donnent dans 'ordre :

et enfin A.Bg.B5.B7 = (

r 3z x _ 15z +a? x _ Thax+8a®
22 3422’ 22 154 6.22’ x2 7543322 + 24
1+ 0 b
3+ 2 34—
5 54 %

... et je ne suis plus trop surpris...

41



Charlemagne

D.S.5

[ Vendredi 25 novembre J 2011/2012

2011/12 [ EXERCICES } o Je. 5

- 3.
< &(5) > Reésoudre Arctan(x — 2) = Arctan(x) + Tﬂ d’inconnue réelle = (attention!)(zpe )

5 5
< &(6) > Calculez / Arctan([z]).dz et / [Arctan(x)].dz (les crochets désignent comme toujours la
0 0

partie entiére) .

— T

< &(7) > Montrez : 2.Arctan(

) = Arccos(x) pour tout  de | — 1, 1[5 pr._)

<0(6) > Si A est une matrice dont le terme de ligne i colonne k est noté a¥, on définit sa transposée
k _

+x

(notée tA), dont le terme de ligne i et colonne k est a¥ caractérisé par of = al.. Vérifiez les propriétés
Tr(tA.A) = Tr(AtA) > 0 et {(A.B) = B.'A pour les matrices carrées de taille 2, puis montrez ces
mémes résultats pour les matrices de taille n avec des manipulations propres et bien rédigées sur des

sigmas (<o )
93 points 93 points

<& > On définit les suites récurrentes u et v par Unt1 = 5.0n +3.bn 75. On définit
- bpt1 = 3.b, Ha, -2
U, = Zn> pour tout n. Trouvez M (matrice carrée de taille 2) et C' (vecteur colonne) vérifiant

n
Upt1=M.U, +C.

<o@®) > Calculez (I — M)™1.C' (noté B) ou I est la matrice unité, élément neutre de la
multiplication.

<$9) >  Quelle relation de récurrence vérifie alors la suites V' définie par V,, = U,, — B (T2

< ¢(10) > Calculez M™ pour tout CEr Déterminez V,, et U,, puis a, et b, & 'aide de ag, by et
")

< (1) > Indiquez graphiquement dans le plan I’ensemble des couples (ag,bp) pour lesquels on a

aio 2 0 et b10 2 0. 3 pt.
11 points 11 ﬁoints

2011/12 [ QUATRE SERIES j D . S . 5

On définit la série harmonique H, sa variante alternée et deux autres séries :

L H [ e [ Gn | I |
"1 (DR S In(k) (=1)*. In(k)
ZE 2 k 2 k 2 k
k=1 k=1 k=1 k=1
diverge converge diverge converge

La derniére ligne, c’est ce qu’on va prouver dans ce qui suit.

- 1) Montrez par comparaison avec une intégrale : In(n +1) < H, < 1+ In(n)( 25

—

- 2) Montrez : IS

In(n) n — +oo
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In(t R n(t In(k F o In(t
- 1) Etudiez les variations de t — % Montrez alors / %.dt < n(k) < /1%1 ﬁ.dt

k
k
pour tout k£ supérieur ou égal & LEE
"Hon(t
Déduisez la minoration de G,, par In(v/2) + / %.dt pour tout n au moins égal a 3. 2. )
3

In(t N . P .
- 2) Calculez /1 %.dt pour tout z de RT (2] Déduisez le comportement & linfini de la suite

(G){Tom

- 1) Moutrez : ha.,, < ho pio < honts < hapy1 pour tout n de N*. Déduisez que la suite (hs ;)

converge. Déduisez aussi que la suite (hg p11) converge. 2. )
- 2) Montrez que (ha.) et (h2.p+1) ont la méme limite (sans forcément la calculer...) 1 p. ) Quantifiez

la convergence de chacune de ces deux suites, et déduisez que la suite (h,) converge, en revenant aux

Ne(Tr )

- 3) Montrez : goni1 < gonts < ganiz < go.n pour tout n de N*. Prouvez que la suite (g,)

converge.
- 4) Donnez la limite de la suite (h,) (démonstration exigée).(sp. |

- 1) Montrez : In(1 + z) < x pour tout x de ]0, +-0o[ (25t ]

- 2) Pour tout n de n*, on pose : u, = H, — In(n). Déduisez de la question précédente que u est
décroissante. Déduisez que u converge.[ 2pi. |

Sa limite est notée v et s’appelle “constante d’Euler”, la troisiéme constante des mathématiques, aprés 7 et e
(ca en fait moins & connaitre qu’en physique), elle est de 'ordre de 0,577 a 1072 prés, mais on ne sait méme
pas si elle est rationnelle ou non.

- 3) Un éleve dit “mais on avait prouvé que tendait vers 1, on aurait donc di trouver que

H,
In(n)
H, —In(n) tendait vers 0”. Que pouvez vous lui répondre S

1 2
- 1) On définit : v, = G,, — M pour tout n. Montrez que v est décroissante (a partir du rang 3),

2
minorée.

- 1) Montrez pour tout n de N* : g5, + G2, = In(2).H,, + G,,.

. In(n))?
- 2) Déduisez : g2, = In(2).un + vy, — Vo, — %

- 3) Donnez la limite de g,z vt )

D.S.5 I MPSI2 ( 325 points ] Année 2011/12 D.S.5
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D.S.5

2011/12
Il n’y a pas de probléme de domaine de définition.
Et il n’y a méme aucun probléme. En effet, par croissance de arctangente, Arctan(x — 2) est plus
petit que Arctan(z). Et Arctan(z) + 3.7/4 est plus grand que Arctan(z). Il ne peut donc pas
y avoir de solutions réelle.
Eh oui, aussi simple que ca.
Maintenant, tant pis pour vous si vous confondez maths et calculs grisants comme la partie numérique d’un

D.S.5

D.S.5

Correction

MPSI2
[ ] Année 2011/2012

Une équation trigonométrique : Arctan(z — 2) = Arctan(z) + 3.7/4.

devoir de mécanique. On pouvait en effet avec des réflexes bourrins de Terminable passer a la tangente sans

—1
% et trouver des solutions réelles : —1 — v/2 et —1 4+ /2. Mais

on pourrait voir qu’elles ne conduisent qu’a des égalités & m prés.

réfléchir, aboutir a I’équation x — 2 =

Finalement, tant mieux si vous avez commis 'erreur. Normalement, ¢a devrait vous permettre de vous sou-
venir que prendre la tangente, le sinus, élever au carré sont des opérations non réversibles (applications non
injectives). Elles se traduisent par des implications (conditions nécessaires) et vous conduisent a détecter des
nombres qui ne sont pas solutions finalement. Si ensuite vous persistez dans vos habitudes de calculs sans lever
le nez de la feuille et réfléchir aux variables, aux questions, tant pis pour vous.

[fof) Arctan([z]).dx et f05 Arctan([z]).dx ]

Les deux intégrales existent, car on intégre des fonctions en escalier. Ah oui, qui a mis ici “pas de
probléme, car les applications intégrées sont continues” ?

On découpe 'intervalle en cing morceaux pour la premiére :
2 5

5 1
/ Arctan([z]).dx = / Arctan(0).dx + / Arctan(l).dx + ...+ / Arctan(4).dzx.
0 0

1 1
La somme finale vaut Arctan(l) + Arctan(2) + Arctan(3) + Arctan(4). On peut la simplifier en
7+ Arctan(4).

L’autre intégrale est encore plus simple, car Arctan(z) ne varien qu’entre 0 et 7/2 sur notre intervalle
d’intégration. Sa partie entiére ne peut valoir que 0 ou 1. On regarde quand elle bascule : en tan(1)
qui est un nombre digne de peu d’intérét, mais qui existe.

On coupe par la relation de Chasles :

5 tan(1) 5
/ [Arctan(z)].dz :/ O.dm—l—/ l.dz.
0 0 t

an(1)
L’intégrale vaut 5 — tan(1). C’est du grand n’importe quoi.
Mais ¢a permet de voir si vous avez bien la vision de 'intégrale comme un objet géométrique et non comme
un quizz de Terminable sur les primitives.

2011/12 Efégalité 2. Arctan( i;—; = Arccos(x). J

Les deux fonctions de x de part et d’autre du signe égale sont bien définies sur | — 1, 1] (un tableau de
signe pour vérifier que (1 — z) et 1 4+ x sont tous deux positifs entre —1 et 1).

La seconde est & valeurs dans ]0, [ par définition méme.

Et la premiére est a valeurs dans 2.]0, 7/2[ par positivité de la racine carrée et croissance se I’arctan-
gente.

En 0, on a égalité : 2. Arctan(1) = 2.7/4 et Arccos(0) = /2 (vraie églité et pas de congruences).

On peut ensuite dériver de chaque coté par exemple. On a & droite —1/v/1 — a2 (c’est du cours).

) 1—=z 1—=x 1—=x
A gauche, on a une composée r — — — 2.Arcmn( )
1+ 1+=x 1+
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-2 1 1
On trouve . 2

5202 —2 —
( ) 9 / T 14 ( 1 x)

1+ 14+
V1I—a?
L’application différence des deux membres a une dérivée nulle; elle est constante sur l'intervalle |—1, 1],
et elle est nulle en 0. Cette différence est donc nulle.

Croyez moi et faites le calcul, ¢ca donne x —

1—2
On a mieux ? Oui. On pose § = 2.Arctan<1 / ﬁ) C’est donc, comme déja dit, une mesure angulaire
x

1—x
1+az

entre 0 et m, caractérisée par tan(0/2) =

1_( 1—3;)2
1+
1—2\2
1+( 1+x)

juste cos(0) = z!

Un angle entre 0 et 7 dont le cosinus vaut 7 C’est la définition d’Arccos(z) en personne.

Par les formules en arc moitié, on a alors cos(f) = . Et quand on simplifie, il reste

Attention, c’est une preuve directe et rigoureuse.
Si vous aviez pris le cosinus de chaque c6té, pour arriver & x = x, vous n’auriez rien prouvé. Juste vous auriez
établi qu’il n’y avait pas d’incohérence & avoir écrit I’égalité. Mais il pouvait rester des signes et des congruences.

2011/12 Ges deux suites récurrentes linéaires (an) et (by), et la matrice (i’ 3). j D.S.5

p+1 = da, +3.b, —5
bn+1 = (07%% +3bn -2

. (any1) _ (D5 3 an )
Ontradult.(bn+1)—(1 3>.(bn)+<_2).

On posera donc M = (i) g) ot O = <_5

On reformule déja : {

-2

On a une suite qui n’est pas tout a fait géométrique. On va “changer de repére par translation” pour qu’elle le

soit.
4 — 1/~
On calcule : Iy — M = <_21L _3), de déterminant non nul (égal & 9). On l'inverse en E ( 12 _34>
(vérifiez).
4/5
On calcule bétement : B = ( / )
3/5

On calcule : V41 =Upy1 — B=M.U,+C—-B=M(V,+B)+C — B.

On constate : V.41 = M.V,, + (M — I5).B+ C. Or, justement, (I — M).B = C. Tout se simplifie et il
reste V.1 = M.V,.

Je pense que c’est 14 que 'on va perdre des éléves. En effet, le mauvais éléve (celui qui a gardé son
niveau Terminable et se roule goulument dans les calculs idiots avec la complaisance d’un goret dans sa bauge)
revient aux coefficients. Alors, méme si il fait les bons calculs, il ne voit pas au final qu’il ne reste
Qpt1 = D, +3.0,
ﬂn-{-l = Qp +36n

La suite (V},) est géométrique de raison & gauche M. On a donc V,, = M™.V,, pour tout n. On va donc
diagonaliser M pour étre en mesure de calculer M™.

M a pour trace 8 et pour déterminant 12. Ses valeurs propres (coefficients diagonaux de D semblable
a M) sont les racines de I’équation A% — 8.\ + 12 = 0 d’inconnue . On trouve 6 et 2.

qu’une relation du type { en notant «,, et (3, les coefficients de V,.
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Il n’y a pas de racines carrées, merci. Mais certains d’entre vous vont quand méme se planter et partir dans
des horreurs avec des radicaux, dignes des cauchemars d’une application numérique de la nuit de lundi a mardi...

.. _ (6 0
Onch01s,1tD—<O 2).

On résout M.P = P.D d’inconnue P inversible, en imposant P de la forme <1 1). On trouve

1 1
< 1 /3 _1) dont on vérifie 'inversibilité.

Les récurrences classiques donnent la forme de D™ et la formule M™ = P.D™. P71,

Ensuite, on fait tomber les colonnes sur les lignes : M™ = 1 (36§‘ _+2% 33§2n —1—36% ) (valable

pour n égal a 0 et 1).

(3.6" +2™).a 4 (3.6" — 3.2").53,

6—2"). 6+ 3.2").
On effectue : a,, = et B, = ( ). + (6 + )-Bo

4

en notant donc « et 3 les suites de coefficients de la suite vectorielle V.
On remplace g et By par leurs valeurs de méme que o, et (3,.

(36" +2").(5.00 —4) + (3.6" —32") (5.6p—3) , 4
5

On extrait ay, et b, : @, =

20
h (6™ — 2™).(5.a9 — 4) + (6™ + 3.2").(5.by — 3) N 3
"o 20 5

On vérifie pour n nul et pour n égal a 1.

On exploite maintenant les formules trouvées (on ne va pas se contenter du plaisir d’avoir trouvé une
formule explicite, on va comprendre comment on exploite ceci). On demande la positivité de aig ce qui
donne (3.619 + 21%).aq + (3.619 — 3.219).by > (—16 + 21.6'° — 9.210) /5. On demande aussi la positivité
de byo ce qui donne cette fois (610 — 219).a0 + (610 + 3.219).6y > (—12 + 7.6'° — 13.219) /5.

On a des domaines définis par des inéquations de demi-plans. On trace les deux droites dont les équa-
tions sont (3.619 + 210).ag + (3.61° — 3.219).bg = (=16 + 21.61° — 9.210) /5 et (610 — 219).a0 + (619 +
3.210).bg = (=12 + 7.61° — 13.219) /5 et on ne garde que le quart de plan dans la bonne intersection.
Les dessins ne sont pas du tout & I’échelle mais donnent une idée de la méthode.

2011/12 [Transposées de matrices. j D.S.5
at a? at a}
On travaille déja en dimension 2. Quand on part de (a% a% ), on obtient par transposition <a% a% )
2 03 1
Les termes diagonaux ne bougent pas. Les autres s’échangent deux a deux.
o tfa b\ _ fa c
Plus lisiblement : a) =y a)

a b a f . a.a+by ca+dry .
On effectue <C d) . (7 5) puis on transpose. On trouve (aﬂ I d.w) . Avec le produit

(g g) . < Z 2) on aurait trouvé la méme chose. En taille 3, le calcul est similaire.

. . , b 2 4 p?
On effectue ensuite les produits de A et sa transposée : ¢ C) a -+

. = ' .L
d) \b d ( LA d2) 2
trace de cette matrice est une somme de carrés. Elle est positive ou nulle. Et elle n’est nulle que si A
est la matrice nulle.

On passe au cas des matrices de taille n. On a deux matrices 4 et B de termes généraux af et bf.
On définit leur produit : C = A.B, de terme général c¥. Les deux matrices ‘A et B ont pour ter-
mes généraux of = af et ¥ = bi. On définit leur produit dans l'uatre ordre : D =! B.'A de terme

S
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n

général 0F. Les formules propres disent : Z f On transpose : !(A.B) a pour terme général

n
ki _ J 7i
o —ck—Zak.bj.
Jj=1

On applique aussi la définition du produit : 5% = Z 3. ., puis des transposées : Z b ak,
j=1

La commutativité de la multiplication sur les réels (coefficients des matrices) donne bien 'yi = 6F pour

tout couple (4, k).

11 suffisait de bien donner des noms a tout le monde, et de le faire simplement. Mais hélas, ‘raisonner et non

calculer” n’est pas I’habitude qu’on vous a donnée au lycée...

On reprend ensuite la formule pour le produit de deux matrlces Le terme de position (i,k) de A.'A

est Z a; a . Le terme diagonal de position (i,%) est Z a; a . La somme des termes diagonaux est
Jj=1 j=1

Z (Z a; .o ) formule déja croisée en T.D. et en cours, faite de n? termes.

=1 gj=1

On trouve donc ici : Tr(A.LA) = Y (al)®. Cest un réel positif en tant que somme de carrés de
i<n
Jjs<n

réels.

Attention aux explications trop courtes : n’écrivez pas “un carré est positif”, mais “un carré de réel est positif”.

Vous savez en effet que c’est faux sur C. On est en mathématiques, on est précis...

2011/12  ](La serie harmonique. ) D.S.5

On fait un graphique pour comparer la série harmonique et une intégrale. On le fait plus proprement
que dans le cours :

1
pour tout entier naturel k, on regarde lapplication ¢ — = sur Uintervalle [k, k + 1]. Elle est décrois-

1 1 1
sante. On a donc : V ¢ € [k, k+ 1], il < : < 7 on intégre de k a k 4+ 1 (sens de l'intervalle
Mlae 1

1
croissant < — < —.
) E+1 /k t k
On somme de telles inégalités de 1 & n — 1 en fusionnant les termes du milieu par relation de Chasles :

n—1 n—1 n n
1 ™ dt 1 1 " dt
— K — < - delan: — <

;kﬂ /1 t ;k"u eran ];kﬂ /1 Zk

Du premier encadrement, on garde l’inégalit_é de gauche aprés relndexatlon : Hy, — 1 < In(n).
Du deuxiéme encadrement, on ne garde que la partie de gauche : In(n) < H,. On a l'encadrement
voulu par I’énoncé en mettant tout bout a bout.

Quand n tend vers l'infini, la minoration par In(n) fait tendre H,, vers l'infini.

In(n+1) H, 1+ In(n)
In(n) S In(n) < In(n)

Mais jouons le plus serré, en divisant par In(n), strictement positif :

Le membre de droite tend vers 1. Le membre de gauche s’écrit . Il tend aussi vers

1 aprés avoir divisé haut et bas par In(n).
On peut conclure par le théoréme d’encadrement sur les suites.
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([ 2011/12 MLasuite(Gn). j[ D.S5 |
0]
¢

On étudie les variations de ’application ¢ —
1 —1In(t)
t2
sance des applications & dérivée négative sur un intervalle, notre application décroit, et on a méme sa

limite & I’infini par croissances comparées : c’est vers 0 qu’elle tend & 'infini.

définie sur lintervalle [3, +oo[ en la dérivant. Sa

dérivée est t — . Elle est négative puisque t est plus grand que e. Par théoréme de décrois-

M n(t M In(k
Par décroissance, sur un intervalle [k, k + 1] on a immédiatement : / #.dt < / n]i ).dt =
k k
In(k)
ko k k
In(k In(k In(t
Par décroissance, sur un intervalle [k — 1, k] on a aussi : n}(ﬂ ) = / n}(ﬂ ).dt < / &.dt.
k— k—1

1
La premiére minoration est valable méme pour k supérieur ou égal & 3.

On somme ensuite la premiére inégalité de 3 & n. Les termes intégrales se regroupent par relation de

" In(t) " In(k)

Chasles : / T'dt < Z % On ajoute les deux premiers termes. L’un est nul, I'autre vaut
3 k=3

In(2)/2, ce qui fait bien In(1/2) si on y tient.

On calcule I'intégrale, en observant que ’on a la forme u'.u avec u égale au logarithme. On intégre en
u?/2. La primitive en (In)2/2 est nulle en 1 : G,, > In(v/2) + (In(n))?/2.

Le minorant part a 'infini quand n tend vers +oo et par théoréme de minoration, la suite (G,,) tend
vers l'infini positif.

On Pavait aussi en minorant ln]ik:) par % dés que k a dépassé 3 : G,, — G3 > H,, — H3 et la constante

G3_p,n’y change rien.

[ 2011/12 ][Convergence de 1a suite (hy), harmonique alternée. ) [ D.S.5 ]

On calcule des différences : hg 10 — hapy = 2’§2 % _:Z_Tfl (_1]2k+1 _ (;111)2_:12 + (;1732_:;3 _

_2.n1+ 5 + 2.n1+ T On trouve @t 1)%(2]1 ) C’est, positif.

On fait de méme : hg i1 — hopis = 2121 7(_2“1 — 2§3 (_1;k+1 = - (;1721;3 - (;122:;4 et il
1 1

¢ - - .
e o T2 2n+3  (2nt2).2n+3)

2.n+3 (—1)k+1 2.n+2 (_1)k+1 (—1)2n+4

On termine : ho 13 — honio = Z = Z _
1 k P k 2.n+3

On rappelle juste ce qu’il faut faire : calculer des différences et trouver leur signe pour avoir des iné-
galités.

2.n+1
On rappelle aussi que quand on écrit E ap ce n’est pas parce que les bornes sont impaires qu’il n’y
k=1

a dans la somme que des termes impairs. Dans cette somme, il y a bien 2.n + 1 termes. Et c’est juste
n

dans E a2.p+1 quil n’y a que les termes impairs.
p=0

On étudie la suite (hs2.,,). On la voit croissante par l'inégalité ho,, < ho.n12. On la majore par by en
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ayant pris la peine d’écrire ho , < honts < hopt1 < ... < hg < hy par récurrence dans la partie haute
de l'inégalité.

La suite réelle (hs ) est croissante majorée, elle converge vers son plus petit majorant.

On a grandi depuis la Terminale, on précise bien “réelle” et on ajoute I'information “vers son plus petit
majorant”. On rappelle qu’il faut que le majorant ne dépende pas de n. On rappelle aussi qu’il y a
une différence entre “inégalité” et “inéquation”. Une inégalité est toujours vraie. Une inéquation est une
question, et on cherche les valeurs de la variable pour lesquelles I'inégalité est vraie.

De méme, la suite (ha.,41) est décroissante (c’est ha 43 < hop41). Elle est minorée par by en écrivant
hy < hs < hs < ... < hapt1 < hop. Le théoréme de convergence des suites décroissantes minorées
permet de conclure.

Les deux suites convergent. Notons A et p leurs limites respectives. On repart de he 11 — hop =

1
GRS valable pour tout n. On fait tendre n vers l'infini. Le terme de gauche tend vers A — u et celui
n
de droite tend vers 0. Par unicité de la limite : A — pest nul. X et p sont égaux.

On est vraiment dans le cas des suites adjacentes. Comme les deux suites extraites ont la méme limite,
la grande suite reconstituée converge aussi. Mais il faut le prouver, en revant & la définition avec des
e. Et c’est 1a que je vais vérifier si vous avez atteint le stade Sup.

On traduit les hypothéses :

VeeR™ IN. €N, VneN (n>N) = (hant1 —N<e)etVecR™ IM €N, Vnc
N, (n > M.) = (Jhan— A < e).

Onveut:VeeR™ I P.eN, VpeN, (n>P) = (lhy— A <e).

On donne e. Il faut trouver un rang a partir duquel on a |u,, — A| < &, que n soit pair ou impair. Pour
n pair, de la forme 2.p c’est a partir de 2.N. que c’est bon. Pour n impair, de la forme 2.p + 1 c’est a
partir de 2. M, + 1 que c’est bon.

Globalement, c’est donc pour n plus grand que Max(2.Ne, Ms.. + 1) qu’on a & coup sir |u, — A| < e.
On appelle P. ce rang.

On note qu’il est ici important que les deux suites extraites aient la méme limite. On ne peut pas dire
“si (u2.pt1) et (ua.p) convergent donc (u,) converge”.

L 2011/12 J [Convergence de la série alternée (gn). ] L D.S.5
Le raisonnement avec les suites adjacentes de limite commune sera le méme que pour h. Tout ce qu’il

nous faut prouver de nouveau, c’est juste le jeu de majorations go 41 < g2.n43 < 92.n+2 < G2.1-
(=123 In(2.n+3)  In(2.n+ 3)

On effectue les différences. Par exemple g2 42 — go.nts = —

2.n+3  2n+3
2.n+3 k
(=D)*.In(k) In(2n+2) In(2n+3) e
U tre? nt3 — go.ntl = = — t cette diff t
ne autre £ gas.n+4+3 — g2.n+1 kZQEnH & on 12 o 13 et cette différence es

In(t)
Tt

positive par décroissance de 'application ¢ — sur notre intervalle d’usage.

n
On peut envisager un résultat général sur les sommes du type Z(—l)k. f(k) avec f décroissante, de

k=0
limite nulle & 'infini.

([ 2011/12 ][Limite de Ta suite (hn). ) ( Dss )
C’est comme du cours. On est en présence de la série harmonique alternée. On va passer par la
formule de Taylor avec reste intégrale pour la fonction logarithme entre 1 et 2. On prend donc a = 1
et h=1pour f=In:
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DL (—1)FL(E—1)! BF it /1 (=1)".n!
1 h)=1 - = — 4+ — 11—t ————.dt
Il(a + ) H(CL) + ];1 ak Kl + nl t:()( ) (CL + t.h)"+1
i - _ Zn (-t W [T =tr
dOnne 1C1 : 1n(2) = 2 T + (_].) . o T)n—l—ldt

On a envie de faire tendre vers 0 le reste intégrale. On va lencadrer, en valeur absolue. Seul le (—1)"
L a—on ! 1

j le signe. O dre d leff: t:0< ————dt < 1-t)".dt = ——. C’est

joue sur le signe. On encadre donc en Deffagan \/0 R \/0 ( ) | es

le théoréme d’encadrement qui fait tendre vers 0 le reste intégrale.

Une fois que ce terme tend vers 0, il reste que h,, tend vers ln(2) quand n tend vers 'infini.

2011/12 (La constante d’Euler. ]

On doit prouver In(1 + x) < x pour tout z positif. Dé&ja, tout existe pour x positif.

e Si on est nul, on parle de développement limité et on a tout perdu. On ne controle pas le signe d’une
formule dans laquelle la variable est d’ailleurs obligée de tendre vers 0.

e Si on est laborieux, on fait une étude de fonction sur la fonction différence. Et on finit sa vie en
P.C.S.I. (ce qui signifie Professeur de Chimie Supposé Intelligent).

e Si on est intelligent, on fait des maths et on utilise la formule de Taylor avec reste intégrale

1
1-t¢

pour le logarithme entre 1 et 1+ : In(1+2) = In(1) 2.1 —xQ./ (I(th))Q‘dt et le reste intégrale

0 X

est négatif.
e Si l'on est plus simplement juste érudit, on dit “inégalité de convexité&” et on consacre son temps
& autre chose dans le sujet. Pourquoi pas, il en faut aussi, des physiciens.

On a posé u, = H, —In(n). On calcule une différence : H,+1 — In(n + 1) — H,, + In(n). On trouve

1 1
1 In (n + ) Comme il s’agit de déduire le signe de cette chose a partir de la question précé-
n n

dente, il s’agit de mettre cette quantité sous la forme In(1 + z) — x. Le réel = serait alors la fraction

-1 1 -1 . 1 n
1 :ln(l—n—“) < mdonneblen n+1+ln<m) < 0.

négative
n

La suite u décroit. Ce serait bien de la minorer. On a prouvé H, > In(1 + n). On soustrait In(n) :
1+n
Uy = In ( ) > 0.

n
La suite est décroissante minorée, elle converge vers son plus grand minorant qui est donc positif ou nul.

.a . . . .
On peut donc avoir b—" qui tend vers 1 et a,, — b, qui ne tend pas vers 0. Evidemment. Seul le naif

confond quotient et différence. Le quotient va juste exprimer qu’ici les deux suites (H,,) et (In(n)) sont
du méme ordre de grandeur.

On a des exemples encore plus simples, avec a, = n? + n et b, = n?. Le quotient tend vers 1, mais la
différence tend vers 'infini.

Quand le quotient tend vers 1, c’est juste un comportement grossier, et on ne sait pas ce qu’il reste
derriére ensuite.

Pour ceux qui veulent étre précis, on a donc H,, = In(n) + v + «a;, ot («,) est une suite qui tend vers
0 & l'infini.

2011/12 [La suite (G — (In(n))2/2). ] D.S.5

On note donc v cette suite et on calcule la différence v, 1 —v,. Il y a un terme qui vient de la définition

2" 2
% et une différence de carrés : (In(r + 1))2 (In(n)) .

des sommes :
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n+1 1 t
n’est autre que / %.dt

(In(n +1))? — (In(n))?
2
en vertu d’un calcul déja fait auparavant (intégrale de la forme u'.u).

Toute I’astuce consiste & revenir & une intégrale :
n

In(n +1)

+1
de 'application sous le signe intégrale, pour n plus grand que e.
La suite v est bien décroissante a partir du rang 3.

n+1 In(t
On doit donc comparer t / E ) .dt. C’est l'intégrale qui ’emporte, par décroissance
n

" in(r)

On a minoré G, par In(v/2) +/ .dt. On calcule I'intégrale, on soustrait (In(n))?/2, et on

In(2) — (In(3))? +3 (In(n 4+ 1))% — (In(n))? S In(2) — (In(3))?
2 2 - 2

a donc : v, > (le minorant devant étre

indépendant de n).

La suite v est décroissante minorée ; elle converge.
Mais je ne connais pas sa limite, et d’ailleurs, elle ne sert a rien dans la suite du devoir, comme on le verra.

([ 2011/12 Mmmitedelasuite(gn). j[ D.S5 |

On se donne n et on calcule la somme G5, + g2.,. Dans chacune des deux sommes, il y a 2.n termes.
Dans 'une, ils ont tous un signe plus, et dans 'autre, les signes alternent. Seuls les termes d’indices
pairs survivent, en quantité double. On les appelle alors 2.p avec pde 1 an :

2.n "
In(k In(2. In(2) +1n
Gontan =3 "W (14 (c1)) =2, Z p) _ 3" @)+ Infp)
k=1 =1 = P

On sépare en deux sommes. Dans 'une, il y a un ln( ) en facteur de la série harmonique et la seconde
s’appelle G,,.

On a donc : Go.p + g2.n = In(2).H,, + Gy,

J’espére que vous n’étes pas allé me faire une récurrence pour prouver ¢a. Certes, c’est jouable, mais on ne
comprend pas alors ce qu’il se passe vraiment...

On isole le terme qui nous intéresse, et on remplace G,, par v, + par définition méme de v, :

go.n = In(2).H,, + v, — vo, + (In(n))* — (ln(2.n))2-

On remplace In(2.n) par In(n) + In(2) et on développe le carré.
2.1n(n).1n(2) + (In(2))?

2 !

In(2

Oun regroupe : go., = In(2).(H, — In(n)) + (v, —vay,) — %
On exploite les résultats précédents :
e H, —In(n) tend vers v
e le terme v,, — vy, converge vers 0 (du type A\ — X\ en notant X\ la limite inconnue de la suite g),

(In(2))
S

Réflexe & oublier mais que I’'on vous a anccré dans la téte : je montre la convergence par “croissante majorée”,

(In(n))*
2

1l reste : go., = In(2).H,, + vy, — V2. —

La somme converge vers In(2).y —

puis je calcule la limite.

Rappelons que “converger”, ¢’est avoir une limite. Si on écrit donc la suite comme somme de suites convergentes,
elle converge, et c’est bon, on a la convergence et la limite en une fois...

Mais vos réflexes idiots ont la vie dure. Rappelez vous quand méme qu’en Terminable, le contrat de vos pro-
fesseur, c’est “leur faire réussir le bac” et pas “leur apprendre a faire des maths”.
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Attention! A priori, on n’a pas trouvé la limite de la suite (g,,), mais celle de la suite (g2 ,,), qui ne voit
qu’un terme sur deux de la suite considérée. Alors, faut il faire un autre raisonnement pour gs.,,41 7 Pas
du tout ! On aurait a faire un tel travail si on ne savait pas depuis plusieurs questions que (g, ) converge.

Source : oral de Polytechnique. L’étude de (H,,) et (h,) est estimée étre du cours. L’étude de (uy,)
qui converge vers la constante d’Euler est considérée comme “classique”, et les professeurs estiment que
I’éléve doit savoir mener ’étude de v de maniere autonome.

Ce qui est donc vraiment nouveau dans I’exercice d’oral de Polytechique pour un éléve de Spé normal,
c’est les suites G, g et v. Mais les comparaisons intégrale/somme sont des méthodes classiques a con-
naitre.

D.S.5 MPSI2 ( 325 points ] Année 2011/12 D.S.5
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Charl
D.S.G Aremagne [ Vendredi 16 décembre J 2011/2012 D°S'6

2011/12 [ TRIGONOMETRIE } ). 6

- 1) Echauffement : exprimez cos(2.t), cos(4.t) et cos(6.t) comme polynomes en cos(t) (pas de démon-

stration demandée) [ =)

- 2) Exprimez alors t — cos?(t), t — cos*(t) et t — cos%(t) a Iaide de § — cos(2.0), § — cos(4.0)

et 0 — cos(6.0).( 2 e )

w/2 /2 /2
- 3) Calculez cos?(t).dt, / cos*(t).dt et / cos6(t).dt.
A . - 50 points)

- 1) Pour tout entier naturel n, on note c, l’application x — cos(n.x) et =, Dapplication

w/2
cos”. On définit aussi l'intégrale de Wallis : W,, = / cos™(t).dt. Montrez que la suite W est
0
it it

decroissante.[ 1 e |

. .. T "+ 2.n
- 2) Exprimez s ,, comme combinaison de (¢, ¢a, . .., 2., ) (indication : (%) )(=zve. ) Cal-
culez alors Wg.n.

n
- 3) On va retrouver la valeur de W ,, par une autre méthode. Montrez : Wy,;1 = P n_1 pour
n

tout n de N* (indication : intégrez W,, par parties). Retrouvez alors par récurrence sur n la

valeur de W5 ,, '

22.n
- 1) Montrez : Wy .11 = —Qn) pour tout n.( 2t |

(2. + 1).( '
11 points

n

- 1) Soient u et v deux applications continues de [0,7/2] dans R. Pour tout A\ réel, on pose
w/2

Sy = (Au(t) 4+ v(t))%.dt. Montrez que Sy est un trinéme du second degré en A & discriminant

négatif.
/2 ) /2 /2

- 2) Déduiser / u(t).v(t).dt) < ( / (u(t))2.dt).( / (u(t))2.dt) (inégalité de Cauchy-
0 0 0

Schwarz).( vt )
- 3) Déduisez : (Wa.n11)? < Wa o Wanio et (Wap,)? < Wa,1.Wa i1 pour tout n de N (e )

22.7L+1 2
- 4) Déduisez : P 5 < ( n) 2 pr.
4 (2.n+ n
v V n+1
(Z.n)
-5 T la limit d n tend de ——~1 2 5o
) Trouvez .a 1imite quand n tend vers +o0o de ) .
I 9 points]
- 1) On note E,, I'espace des applications de la forme Z ag.cx avec (agp, ... ,a,) dans R" et F,, I'espace
k=0
des applications de la forme Z ap.yp avee (o, ..., o) dans R™.
p=0

Justifiez : tout élément de F,, est dans F,, et tout élément de F,, est dans E,, (pour I'un des sens, vous
pourrez faire usage des polynémes de Tchebitchev).
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4 4
- 2) Soit f une application s’écrivant a la fois Zak.czk et Z(Xk.’j/gik. On pose
k=0 k=0

ao a0 1 -1 1 -1 1 1 1/2 3/8 10/32 35/128
a o 0 2 -8 18 -—32 0 1/2 4/8 15/32 56/128
C=|a |,I=|a|,P=|0 0 8 —48 160 [et@Q=|0 0 1/8 6/32 28/128
as o 0 0 0 32 -25 0 0 0 1/32 8/128
a o 0 0 0 0 128 0 0 0 0 1/128

Justifiez : C =Q.I'et I' = P.C.

- 3) Calculez P.Q et ONIETD
- 4) Généralisez “en dimension n” en expliquant.

I 9 points ]

2011/12 L UNE SOMME J D . S . 6

p n—1
Pour tout p, on pose : S, = 221 %(Z(_l)k(Z))

n—= =
Calculez S, pour p de 1 & 4. Quelle conjecture émettez vous ?

p—1
Calculez %(—l)k. (Z) pour tout entier naturel p non nul. i )

Compiter 5, =3 (- (§)- 3. ) (2w

1 1
Remplacez — par t"~L.dt et aprés usage de deux formules du cours, validez votre conjecture. .
placer . par | prés usag j

Cette somme m’a été donnée par Jean Cornillon, professeur de mathématiques en P.C. dans notre beau
Iycée.

I 10 points)

2011/12 [ EXERCICES } D . S . 6

< ¢(12) > Rappelez la formule de Taylor avec reste intégrale d’ordre 6, entre a et a + h pour une

application f six fois dérivable sur INET!
“Dégradez” la en formule de Taylor Young, avec un simple reste en o(h%). Calculez la limite
de fla+5.h)=5.f(a+4.h)+10.f(a+ 3.h) — 10.f(a + 2.h) + 5.f(a + h) — f(a)

h5
0w

<{(13) >y est solution de I’équation différentielle (1 — ¢2).y”; = t.y, avec conditions initiales yo = 0

et yy = 1. Calculez yy /9. 3pt )

quand A tend vers

3.4 1-24
—2+41 3-34

demandé la puissance nieme).
11 points L 11 points

D.S.6 I MPSI2 ( 382 points ] Année 2011/12 D.S.6

< &(8) > Diagonalisez ( ) (il faut trouver P et D, ainsi que P!, mais il n’est pas
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Correction

] Année 2011/2012

2011/12 [Echauffement avec des polynomes de Tchebitchev. ] D.S.6

On rappelle donc : cos(2.t) = 2. cos?(t), cos(4.t) = 8.cos*(t) — 8.cos?(t) + 1 et enfin

cos(6.t) = 32.cosb(t) — 48. cos*(t) + 18.cos?(t) — 1. Les deux premiers sont dans le cours et sont con-
nus. Le dernier, on I’a avec cos(3.2.t) = 4. cos(2.t) — 3.cos(2.t) = 4.(2.c2 — 1)3 — 3.(2.c2 — 1) ou avec
c0s(2.3.t) = 2.(4.c®> — 3.¢)? — 1 en posant ¢ = cos(t).

On peut aussi lire le sujet jusqu’au bout, tout comprendre et extraire la quatriéme colonne de la ma-
trice P.

1+ cos(2.t
On renverse ensuite les formules : cos?(t) = L cos(24)

cos(4.x) + 4.cos(2.x) + 3
8

Il faut quand méme écrire cos®(t) =

(c’est du cours),

2
et cos®(t) = cos(6.z) + 6. cos(4.z) + 15. cos(2.z) + 10
32 :

cos(6.t) + 48. cos*(t) — 18.cos?(t) + 1
32

cost(t) =

puis remplacer cos*(t) et

cos?(t) a l'aide des calculs précédents.

ei.t + e—i.t 6
On peut aussi partir de (#) et développer par la formule du binéme :

e6.i.t + 6.65.i.t.e—i.t + 15.64'i't.€_2'i't + 20.63'i't.6_3'i't + 15.63.i.t'e—4.i.t +6.ei.t.e—5.i.t _|_e—6.1'.t

6(4) —
cos®(t) = 56
regrouper au mumérateur e avec e et ainsi de suite. On retrouve des cosinus de multiples de ¢.

On peut aussi aller 4 la fin du devoir et emprunter une colonne de la matrice Q.

Certains éléves vont bien mener le calcul, mais vont se planter & la fin & cause des étages. On peut
cos(4.t) + 4. cos(2.t) + 3. cos(t)

6.1.t —6.:.t

écrire par exemple cos?(t) =

au niveau Terminable ou physique. Mais

8
une telle formule est écrite & 1’étage misérable des réels.
cos(4.t) + 4. cos(2.t) + 3. cos(t)

8

En mathématiques, on écrit cos* = (t SN
Ou (t . COS4) _ (t _ cos(4.t) + 4. cos(2.t) + 3. cos(t)

3 .
Mais rien n’interdit d’écrire (t — COS4) = (9 — cos(4.6) + 4. 6088(2'9) + 3. cos(0)
ables sont muettes. On rappelle qu’on a : f = (2 — f(2)) = (v — f(u)) = (( — f(¢)) ou méme
(N — f(N)) si on aime.

> a I’étage des fonctions.

puisque les vari-

cos(4.6) +84.cos(2.0)) n (&%s(a))‘

On prend ensuite ces formules et on les intégre de 0 a 7/2 :

/2 /2 1 2.¢ /2 /2 2.
/ cos?(t).dt = / &().dt = / dt + / cos( ).dt =T par linéarité. Le terme en
0 0 2 0 0 2 4

cosinus saute tout de suite car il donne un sinus qui s’annule en 0 et en 7/2.

Et on peut méme panacher cos* = (9 —

w/2
Quand on intégre cos* de 0 & /2, on a des intégrales / cos(2.p.t).dt qui sont nulles pour p non
0

w/2 dt
nul, et on a / —.
o 8

est non nulle.

w/2
On fait de méme avec cos®(t). Seule I'intégrale /
0

Bilan :

/2 ’
/ cos” (t).dt
0 |

n [0 2] 4 [ 6 ]
Wo | 7/2] w/4]3x/16 | 5.7/32 |

Et on va généraliser.
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E 2011/12 j [Existence et décroissance de la suite (Wy,). j [ D.S.6 J

Chaque intégrale W,, existe, comme intégrale d’une application continue sur un segment.

Pour n donné, on calcule la différence W,,11 — W,, avec pour objectif “elle est négative”
/2

/2 /2
Whpt1 — W, / os" T (t).dt — / cos™ (t).dt = / cos™(t).(cos(t) — 1).dt. L’application inté-

grée est négative (positif fois négatif) et 'intervalle est dans le sens croissant. L’intégrale est négative,
comme demandé.
On a prouvé la décroissance de la suite sans la calculer, mais juste en estimant le signe d’une différence.

[ 2011/12  )(Calcul de v et de Waur. ) Dse )
On se donne n et t et on calcule avec les formules de trigonométrie complexe et la formule du binéme :

it —i.t\ 2.n 2.n
angpy _ (€ e _ 1 20N ikt —i(2n—k).t
cos“™(t) = ( 5 ) = 5 g ( i )e .e

On coupe la somme en deux ou méme en trois, par symétrie de ligne :

92.n COS2'n(t) — <2n) +7§ (2'n>ei.2.(k—n).t + % (Q'n)ei.l(k—n).t
' n k W Nk ’

2.n 2.n
On regroupe les deux derniéres sommes aprés réindexation et usage de ( ) = ( ) :

5 o k 2n—k
cos®™(t) = <22 n> +nz: gz >.cos(2.(n —k).t)

On notera que les cosinus sont de “pulsation paire” comme 'exposant du cosinus.

Oun intégre de 0 & 7/2. On sépare en plusieurs intégrales par linéarité. On a déja lintégrale de la
2.n

constante : 2ntT - Et les autres morceaux ? Ils donnent 0 car s’intégrent en des t — sin(2.p.t),nuls
en 0 et m/2.

/2 (2"> T
Il reste : Wy, = / cos®™(t).dt = QQTLT

0
Cette fagon de trouver Wy, n’est pas la méthode la plus habituelle, méme si elle permet vite de conclure...

2011/12 [Les intégrales de Wallis en intégrant par parties. ] [D—SGJ

w/2
On part de W11 = / cos" (t). cos(t).dt qu’on intégre donc par parties. On dérive c® en —n.c? l.s
0

et on remonte c en sa primitive s :
/2 w/2
/ cos™ L (t).dt = [cos"il(t). sin(t)} + n/ cos™ 1 (t). sin(t). sin(t).dt.
0 0

Le crochet est nul (en 0 grace au sinus et en 7/2 grace au cosinus). Dans 'intégrale, on remplace sin?(t)
par (1— cos? (t)) (toute I'astuce est la, il ne faut pas intégrer une fois de plus, ¢a n’apporte rien). Par linéarité,
on a donc : W11 =0+ n.(W,—1 — Wy41). On réunit d’'un méme coté, on divise par n + 1 non nul :

n
Wn-‘,—l = m.Wn_l (relation de Wa]hs)

On retrouve un facteur positif mais plus petit que 1 qui confirme que la suite décroit. On sent venir les fac-

t=m/2

torielles, mais on voit aussi que la formule saute une génération (c’est mon réve, mais je ne sais pas quelle
génération est finalement consentante).

On va donc effectivement avancer de deux en deux. On peut méme peu & peu batir soi méme la con-

. 2nN _(an R 2n)!  w
jecture Ws ,, = 7r.( " ).2 (2n41) oy plutot Ws ,, = ((n'))2 SrEESE
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En fait, c’est plutot %gz;l) qui se forme, mais on rappelle qu’on a le classique 1.3.5...(2.n — 1) =

1.2.345.6...(2n—1).2.n) _ (2.n)!

2.4.6...(2.n) T oongpl’
Allez, la récurrence est initialisée.

2n)!
On suppose ensuite qu’a un certains rang n on a Ws ,, = ((n'))222”+1 On calcule alors : Wy (5,41 =
2n+1

m.Wz" d’aprés la formule démontrée en intégrant par parties. On remplace grace a
.

2n+1 2n)! 7
2.(n+1) nln! 220+l

Wonyo =

On multiplie numérateur et dénomina-

(2.n +2)! i
(n+ 1)l.(n + 1)l.22 22n+1

I’hypothése de récurrence : Wy 10 =

teur par (2.n + 2) (qu’on écrit aussi 2.(n 4 1)) et on a bien Wy (1) = et

tout se termine bien.

Ce qu’on a fait sur les termes pairs, on le refait sur les termes impairs. Pas le raisonnement avec
la formule du binéme car cette fois si, aucune des intégrales ne se simplifie... Mais on peut en re-

2
vanche calculer : Wy = 1 (intégrale du cosinus sur un quart de période) puis W3 = §'W1 =3 puis

4 24
Ws = =.Ws = 2. On propage et on trouve Wan41 = Tt

227 (n!).(n!)
(2.n+1)!
Want1 et en

On le prouve par récurrence sur n sous cette forme, ou sous la forme nettoyée W ,, 11 =

42

La récurrence est initialisée et ’hérédité passe en utilisant la formule Wy, 13 = %

multipliant par 2.(n + 1) en haut et en bas.

Cela dit, il y a plus simple. Si si! Et si vous voulez briller en société (mathématique), je vous recommande
ceci :

On rappelle qu’on a prouvé (n + 1).W,11 = n.W,_1 pour tout n. On multiplie par W, de chaque cété :
(n 4+ 1) Wpt1 Wy = n.W, W, 1. Quitte a poser dn, = n.W,.W,_1, on reconnait avoir obtenu dn+1 = dn. La
suite d est constante, égale a sa valeur en 1 : w/2.

En particulier, au rang 2.n, on va donc avoir (2.n 4+ 1).Wa.n41.Wa.n = /2.

On remplace ”/27,, ar sa valeur “factorielle”, on simplifie les ™ et on trouve donc encore LLQ,n+1 =
3
2.n
2

(2.n + 1).(27'1”)'

LofJif2]3[] 4 [ 5 [ 6 |
On en profite pour compléter : | /2 /4 3.7/16 5.7/32
1 2/3 8/15
2011/12 [Wallis rencontre Cauchy et Schwarz. ] D.S.6

Si I'intégrale de Wallis est un classique qu’il est bon d’avoir croisé au moins une fois dans sa vie d’éléve
de C.P.G.E. (et je vous expliquerai un jour pourquoi elle est importante historiquement et en statistiques),

I'inégalité de Cauchy-Schwarz est un morceau de cours qu’il faut vraiment avoir croisé et recroisé.
b

On part donc de / (Au(t) + v(t))%.dt dont I'existence ne pose pas de probléme. On développe et
a
b b
on sépare par linéarité, et on trouve a.A? + 2.8\ + v avec a = / u?(t).dt, = / u(t).v(t).dt et

b
v= [ v3(t).dt.

C’est bien un trinome du second degré en .

Si on calcule son discriminant, on trouve un réel qu’on ne va regarder qu’aprés puisque ’énoncé parle de déduire
une certaine inégalité.

Il faut donc un bel argument pour le signe du discriminant.
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Et cet argument, c’est : “le trinéme reste toujours positif”.

En effet, c’est l'intégrale du carré d’une application réelle. L’intégrale d’un carré reste positive (Iinté-
grale est ici une aire “au dessus de I'axe Ox”).

Comme le trinome reste de signe constant, il ne peut pas avoir deux racines, et son discriminant est
donc négatif ou nul.

On déduit donc : (2./; u(t).v(t).dt)2 — 4./b 2(t).dt. /b 2(t).dt <0

a
On fait passer d’un coté le terme au signe moins : f u. v / /

C’est une des plus belles démonstrations des mathématiques élémentaires. Elle se traduit aprés en
termes d’angle entre deux vecteurs dans un espace vectoriel de fonctions ou d’autres objets, car
il en existe des variantes sous diverses formes (intégrales, sommes,...). C’est la méme inégalité que
|z’ +yy + 2.2 < \/x2 +y2 + 22.\/30’2 + 4’2 + 2’2 (que vous utilisez sans jamais I’avoir prouvée soit dit
en passant...).

11 ne nous reste plus qu’a utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les bornes 0 et 7/2 et des fonctions
u et v bien choisies.
On opte pour u = cos™ et v = cos™ 1.

/2 2 n /2

On trouve : (/ cosQ'"H(t).dt) < / cos® ™ (t).dt. / cos® 2 (t).dt.
0 0 0

Cest (Wa.nt1)? < W Wa o

On choisit ensuite u = cos™ /2 et v = cos™ /2 (dont les existences ne posent pas de probléme, puisque le
cosinus est positif sur [0,7/2]) et on a (T/Vg_n)2 < Won—o1 . Wany1.

On repart donc de (Wg,n)2 < Wa—9.Ws 4o et on remplace les intégrales par leurs valeurs :
2n+2
( n+1 )

92.n+2

s
27 22n 97

(2.n)
( g2.n )2 < T \n
(2.n+1).(2;”’)
2.n . .
On regroupe les ( ) d’un méme codté et les puissances de 2 de l'autre.
n
2. 2 2. 2. 1).(2. 2
Onremplace( nt ) r( n)( n+1).2n+2)
n+1 n (n+1)2
28 m+4 < (2.n)4 (2n+1)2.(n+1)
(2n+1)2 ° (n+1).(n+1)
passant & la racine quatriéme, application croissante sur R*.

en revenant un instant aux factorielles.

Il reste donc

. On simplifie et on a l'inégalité demandée en
n

Co) v () |,

On regroupe encore eu différemment : = e ——2./n.
n regroupe encore un peu différemmen YN o2 > 22+ 1) Vn
. . . 8.(n+1).n3 .
En mettant le membre de droite sous la forme d’une unique racine : m, on le voit tendre
(2.

vers 1 (comportement des termes de plus haut degré).
C’est bien parti pour avoir la limite que l'on cherche : celle du premier membre.
Sauf que I'on ne sait méme pas si ce membre a ou non une limite.

Le mauvais réflexe de Terminable : on va étudier la monotonie de cette suite. Comme si il n’y avait que ¢a
dans la vie : la monotonie ! Bel objectif.

Comme si tout phénoméne devait se ramener a une seule alternative : la croissance a tout prix... ou la décrois-
sance. Et ne c royez pas que je parle économie ou politique.
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Mais on vous a si crétinement enseigné cette approche systématique : j’al une suite je regarde Un+1 — Un que
vous ne voyez pas plus loin que le bout de votre nez aussi creux que votre cerveau dans ces instants la.

Pour voir si une suite converge, on regarde si elle a une limite.

Soit en la calculant comme somme /produit de suites convergentes, soit par un théoréme comme celui de I’en-
cadrement ou celui de Cauchy ou celui des suites réelles monotones bornées.

Ici, vu qu’on a une minoration, on va peut étre essayer d’obtenir une majoration par une suite de limite 1.
Et pour ce faire, on va utiliser 'autre terme issu d’une majoration de Cauchy-Schwarz.

2.
On va appeler u,, le quotient \/n.w.< n>/22‘".
n

On repart cette fois de (V[/Q,n)2 < Want1.Wa n—1 et on remplace les intégrales par leurs valeurs :
2.n
. ( ) 2 2.n 2.n—2
( n ) < 2 2

92.n+1 = (an)(Qn N 1)~ (27_111_—12).(2'” - 1).

On regroupe les binomiaux d’un coté et les puissances de 2 de 'autre :
2 (2.n>4.n.(2.n +1)
n 2

la définition par des factorielles.
On termine les regroupements et on passe & la racine quatriéme (fort heureusement, tout est positif) :

2.n n 9 1/4
ﬁ( n ) < 2% (n.(2.n+1)>

2 1/4
On divise par 22", on mulitplie par v/n : u, < (m) A/n

2

3 /2n—2 2.n n .
< 2™ en ayant remplacé ( ) par ( )— en revenant a
n—1 n/ (2.n).2n—1)

2.n2 1/4 2 1/4

Le majorant tend vers 1 en I’écrivant (7) et méme (71 ) .
n.(2.n+1) 2+ )

Notre suite notée u est encadrée par deux suites de limite 1.
Le théoréme de l’encadrement, que vous qualifiez du sobriquet de “théoréme des gendarmes” donne la
convergence de u, vers 1 quand n tend vers l'infini.
C’est un théoréme plus puissant que ce que vous lui attribuez, puisqu’il donne (sous des hypothéses précises)
a la fois la convergence et la limite.

n

Bref : encadrée par deux suites de limite 1, le quotient tend vers 1 quand n tend vers +oc0.

22.71
. . . 227 .. 2.n
En langage malpropre qui ne veut rien dire : est une bonne approximation de pour n grand.
Vn.m n

En langage d’éléve qui lui ne dit que des conneries : (Qn) tend vers 2°" /\/n.T.

La, c’est idiot, on ne peut pas tendre vers une autre suiTtLe qui bouge aussi.

C’est toute la différence entre la physique (un pseudo argot des mathématiques prononcées avec un accent a
couper au couteau et un défaut de prononciation) et ce que vous faites (de vraies erreurs qui font que plus rien
n’a de sens).

2011/12 [Des fonctions de la forme Zi:o ay-Ck- } D.S.6

On a donc deux espaces (vectoriels) :
e F,, est celui avec des combinaisons des ¢ avec k de 0 & n
e I, est celui avec des combinaisons des v, avec p de 0 & n.

Pour montrer que E,, est inclus dans F},, on va montrer que chaque ¢ est dans F,,. Par une sorte de
transitivité, les combinaisons des c; seront encore dans F,.

On prend donc cg. Cest t — cos(k.t).

En vertu des théorémes sur les polynémes de Tchebitchev, on peut I’exprimer comme polynéme en
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cos, de degré inférieur ou égal & k (et méme vraiment de degré k). On l’écrit donc comme combinaison
de o & 7y, et donc a fortiori comme combinaison de o ;. Il est dans F,.

Réciproquement, on prend un des v, qui engendrent F,. On lécrit t — (e** + e~ **)P/2P. On le
développe par la formule du binéme et on regroupe deux & deux :

P (p—1)/2
vp(t) = Z (Z)el'(%*p)'t/?’ = Z (Z).cos((?.k —p).t)/2P71 si p est impair
k=0 k=0

p/2—1

et v,(t) = (2.(2;)) + Z (z).cos((Q.k: —p).t))/2p_1 sinon.
k=0

C’est une combinaison de la forme “élément de E,”. Chaque v, est dans F,,, les combinaisons de v, y
sont aussi.

2011/12 [Cas particulier des Zi:o ay.co.) et autres. }

On explicite un élément de notre ensemble : ag + ai.co + as.c4 + as.cg + a4.cg. C’est un certain
t — ag + ay.cos(2.t) + ag. cos(4.t) + as. cos(6.t) + a4. cos(8.1).
On utilise ce qu’on sait sur les polynoémes de Tchebitchev et on regroupe :

ao
2.a1.¢2 —aq
8.as.¢1 —8.a9.¢>  +as
32.a5.c —48.a3.c* +18.a3.c> —as

128.a4.¢% —256.a4.c% 160.a4.¢* —32.a4.c* Hay
Le tableau, c’est parce qu’on est ordonné comme un ingénieur. Les barres, c’est juste pour la lisibilité. Et la

derniére ligne, c’est Ty méme si on ne I’a pas calculé soi méme, on se doute bien que ¢a doit étre ¢a.

On regroupe en colonne pour avoir le coefficient devant chaque puissance du cosinus (des puissances
toutes paires, d’ott les 2 .).

On identifie alors le coefficient de g : ag — a1 + a2 — ag + a4.

On identifie le coefficient de v, : c’est 2.a; — 8.a2 + 18.a3 — 32.a4, et ainsi de suite.

ayg —ap “+ao —as “+agq4
2.a1 —8.as +18.as3 —32.a4
On trouve donc le vecteur colonne des o, : 8.as —48.a3 +160.a4 |. C’est bien P.C.
32.&3 —256.@4
128.a4

En dimension supérieure, on aurait les coefficients des divers polynémes de Tchebitchev d’indices pairs.

On fait le méme travail dans 'autre sens. Cette fois, c’est donc la matrice @) qui va se remplir, avec
pour coefficients les nombres qui servent & exprimer les cos??(t) a I'aide des cos(2.k.t).

Ce sont des coefficients binomiaux (on les avait reconnus, méme si ils ne viennent que d’une ligne sur deux
du triangle), divisés par des puissances de 2 (j’ai bien pris soin dans Q de ne pas simplifier les quotients
“pairs”). On a donc cette fois C' = Q.T".

On note qu’avec C' = Q.I' et I' = P.C, on aboutit a C' = Q.P.C.

Ceci nous donne & penser qu’on va avoir Q.P = I5 pour qu’elle reste aussi neutre. Et c’est ce que
confirme le calcul.

Les matrices P et ) servent juste & changer de base ou changer d’univers. Elles nous déplacent de
I'univers des c¢;, vers celui des -, et vice versa.

Elles sont inverses 'une de l'autre.

On a donc P.Q) = Q.P = I;.

EJa somme 22:1%. Z;;(—l)k.(g). J D.S.6
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Il n’y a pas de probléme d’existence dans ces sommes. On notera que tous les coefficients binomiaux
viennent d’une méme ligne : celle d’indice p.

D’ailleurs, on vérifie que n et k sont variables muettes, et cette somme ne dépend que de p.

On commence par les petites valeurs :

ep=1:5 = %.(—1)0.(3) =1

p=2:5— 1.(4)9(3) + %(1(3) -(7)) = %
ep=3:85=10-1"(3)+5((3)-(3)
e p=4:il y a quatre termes : 1, 1.(<4)—(4

2 0 1
tout se simplifie assez bien, et il reste T

On se permet de permuter les sommes. La variable k sera un entier qui ne dépassera jamais p — 1.
Ensuite, n est aussi un entier naturel qui restera plus grand que k.

- 1 Py SRR p
0 t al D5, = —.(-D*. Sp = —. (=", . On sort en-
n peut alors écrire : S, OS’Z;LSP”( ) (k) puis S, %(n;ln( ) (k‘)) n sort en
p—1 p
suite ce qui ne dépend pas de n : S, = (—1)*. Py 1 .
P zz;)( (kz) nzzk:ln)

On peut visualiser la chose avec un tableau ot ’on ne garde que les termes d’une des deux moitiés
triangulaires.

p—1
On calcule juste une petite somme qui servira ensuite : Z(—l)k. (Z) C’est, & un terme prés la somme
k=0

Z(fl)k. (Z) Or, cette célébre somme binomiale alternée est réputée pour étre nulle. C’est en effet
k=0
le développement de (1 — 1) par la formule du binome.

p—1 p -1

En écrivant donc Z(—l)k(i) = Z(fl)k<i) - (71)1’.(2) =0-(-1)*,on a I)Z(_l)k<£) _
k=0 k=0

(-1,

1
On nous propose de remplacer les — par / t"~1.dt, qui fait partie des formules & retenir (on intégre
n 0

en t"/n entre 0 et 1.

p—1 P 1
On a alors : S, = kZ_g(—l)’“.(i).n_Zk;l/o t"~1.dt puis par linéarité de Iintégrale :

p—1 1 P
S, = Z(—l)k. (i) / ( Z t"_l) .dt on identifie une série géométrique de raison ¢ :
k=0 0 “n=k+1

p—1 1 4k 4p
- St () [ (G

on sort encore plus en amont le signe intégrale par linéarité :

1 pi(g’ﬂ.ﬁ.(i) pi(g’@.(i)ﬂ

Sn = — — -dt
On voudrait des sommes de 0 & p? Facile! Les deux termes qui manquent sont tous les deux des tP.
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On peut donc méme écrire

1
Snf\/
0

Z(—l)k.tk(i

k=0

1-1¢

.dt

p
La deuxiéme somme est nulle, puisque c’est ¢*. Z(—l)k. (IIZ) qui vaut tP.(1 — 1)P.

k=0

Ya—-tr -0
L’autre somme fait appel a la formule du binéme : S,, = / R
0

.dt.
1—-1

1
On reconnait / (1 —t)P~1.dt qui s’'intégre en t — —(1 — )P et donne bien 1/p.
0

p
On peut conclure : Sp = Z

n=1

L & k
ﬁ'g}(_” .(i)

1

2011/12

[Formule de Taylor et différences d’ordre 5

On écrit la formule de Taylor comme demandé :
h? h3 h*

flath) = f(a)+hf'(a)+ 5 f"(a) + = S Dla)+ 57 f D) +

t.h).dt

, a4 W@y + gy 4 B e 5

On la dégrade en f(a+h) = f(a)+ h.f'(a) + ?.f”(a) + Ef (a) + ﬂf (a)+ af (a) 4+ o(h’)

ott o(h%) est un produit du type h5.¢(h) avec ¢(h) qui tend aussi vers 0 quand h tend vers 0.
On calcule alors la somme pondérée :

h5

h6
4+ —

F(a)+ -

5!

t=1
/t:O

] D.S.6

(1—1)°.f O (a+

’ somme ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o(hs)
f(a) = f(a)
fla+h)y= | fla) | +h.f'(a) +h2.f7 (a)/2! +h2.F®) (a)/3! +ht F®) (a) /4! +h5.F®) (a)/5! +5%.15.0(h)
fla+2.n)= | fla) | +2.h.f'(a) | +22.02.f7(a)/2! | +2%.03.F®(a)/3! | +2%.01 fP(a)/a! | +25.0°. £ (a)/5! | +25.h%.0(2.h)
fla+3.R)=| fla) | +3.h.f'(a) | +32.8%2.f7(a)/2! | +32.03.FP(a)/3! | +3%.RLFM (a)/4! | +35.05.FB)(a)/5! | +3%.h5.0(3.h)
fla+4.n)= | fla) | +4.h.f'(a) | +42.02.f7(a)/2! | +43.03.FP(a)/3! | +4%.nt. fD(a)/4! | +45.0%. £ (a)/5! | +45.h%.p(4.h)
fla+5h)= | f(a) | +5.h.f'(a) | +52.R2.f(a)/2! | +53.h3.F®(a)/3! | +5LR% FM(a)/al | +55.h%.FB)(a)/5! | +5°.h%.(5.h)

Si on effectue la somme avec les coefficients 1,

Quand on fait tendre h vers 0, il reste 4,0(5)(a).

—5, 10, —10, 5 et —1, il ne reste presque plus rien. Le
seul terme qui ne soit pas nul est en 120.h°/5! (calcul un peu long qui peut étre justifié et généralisé par
un exercice un peu plus long). Et il reste évidemment un terme en h® avec de multiples o(h) et autres.
On divise par h°, il reste f®)(a) et les termes en @(h), jusqu’a ¢(5.h).

On peut donc accéder directement a la dérivée cinquiéme par une seule limite. Et les coefficients sont bien sir
des coefficients binomiaux.

2011/12

[Equation différentielle.

] D.S.6

L’¢quation différentielle (1 — #2).y”; = t.y, est linéaire du deuxiéme ordre, pas encore sous forme de
Cauchy Lipschitz, a coefficients continus, avec condition initiale, & second membre identiquement nul
(le t.y; fait partie du premier membre, puisque c’est un des termes linéaires). Les solutions forment un

espace vectoriel de dimension 2.

En fait, ’équation est du premier ordre en y;.

On résout donc z; —

t — —t/(1 — t2). Elle s’intégre en t —

trouve z;

20

V1—1¢2

t

2

= 0 (ayant sous-entendu z
In(1 — ¢2)

. Comme z n’est autre que gy, on trouve y; =

Yy')-

1
V1—2

La fonction notée a est ici

. Avec un signe moins, et une exponentielle on

On intégre ensuite tout simplement entre 0 et 1/2 pour avoir la valeur en 1/2 et on trouve
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Y12 = Aresin(1/2) = /3.

2011/12 E)iagonalisation de (423_1 9 ;’ B 32) }

C’est la question pour s’assurer des points sans autre effort que le calcul et la connaissance d’une
méthode. Ca rassure...

On note M cette matrice. Sa trace vaut 3 et son déterminant 3 + 4 (tous calculs faits).

Ses valeurs propres sont donc les deux racines de I'équation A\?> — 3.\ + 3 +i = 0 d’inconnue \ a priori
complexe.

Le discriminant de cette équation est —3 — 4.i. On en trouve les racines carrées en résolvant
(a+1i.b)%2 = —3 — 4.i avec I'indication a? + b? = \/(—3)2 + (—4)2 obtenue par les modules. On trouve
par combinaisons a = 1 et b?> = 4. La contrainte 2.a.b = —4 dit que a et b sont de signes contraires.
On vérifie : (1 —2.i)2 = =3 — 4.i.

Les deux valeurs propres sont donc : 1 + % et 3 — 3.7 (on revérifie trace et déterminant).

142 0
On fait un choix arbitraire D = + ).
0 2—1

On impose aussi a la matrice de passage P une forme simplifiée : ( L > . Larésolution de M.P = P.D
N I 1y, . ) ) .

donne trés vite P = 1 9 (si vous avez échangé les valeurs propres, échangez les deux colonnes).
. . " 2 -1

Elle est inversible d’inverse 11 )

On vérifie : M = P.D.P~! si on y tient.

Une remarque : quand vous cherchez P, vous me mettez systématiquement les implications dans le sens dont
je n’ai rien a faire. Vous raisonnez par conditions nécessaires : M.P = P.D = ... = ... et ainsi de suite.
Ma réponse sera : “et alors ?” Ceci prouve juste que si il y a une matrice P convenable, ce ne peut étre que
celle qui suit. Mais ce sens ne garantit pas qu’on a bien effectivement M.P = P.D (avec sous regardé les quatre
équations du systéme ou seulement les deux premiéres). Le probléme est que l'on ne vous a pas habitué a
raisonner, mais plutét 4 vous ruer avec satisfaction sur ce que vous savez faire, afin de gagner des points au
bac. Le niveau n’est plus le méme. Maintenant, pour gagner des points, il faut aussi raisonner...

D.S.6 MPSI2 ( 382 points ] Annee 2011/12 D.S.6

63



Charl
D . S . 7 aremasne [ Vendredi 13 janvier j D . S . 7
2011/2012

2011/12 [ GEOMETRIE } ).

<{(14) > Dans le plan affine, on place les points A(—1,0), B(1,0), C(1,—v/2) et D(—1,—/2) (rect-
angle). Un point M décrit le demi cercle de diamétre [A, B] dans la partie supérieure du plan. On note
I lintersection de (M, C) avec [A, B] et J I'intersection de (M, D) avec [A, B]. Faites un schéma.
Montrez que AI® 4 BJ? est constante (égale & AB?). (probléme dd & Pierre de Fermat) (s )

2011/12 [ MATRICES J D . S . 7

Pour tout entier naturel n, on note S, la matrice carrée de taille n sur n dont le terme de ligne i et
colonne k est égal a Min(i, k).

- 1) Calculez T'r(S,,) et det(S,) pour tout n (pour le déterminant, vous pourrez commencer par les
petites valeurs de n pour comprendre et gagner déja quelques demi—points).

Préliminaires (Cayley-Hamilton).
- 1) Calculez pour toute matrice carrée M de taille 2 sur 2 : M? — Tr(M).M + det(M).Io{ T or.

- 1) Soit M une matrice carrée de taille 3 sur 3. Identifiez M? — Tr(M).M + Tr(Com(M)).Is.( 2w )

Exprimez alors M3 comme combinaison linéaire de M2, M et YT
- 2) Soient A et B deux matrices carrées de taille 3, semblables (il existe P inversible vérifi-
ant A.P = P.B). Montrez que A™ est semblable & B™ pour tout entier naturel n. Montrez alors

Tr(A™) = Tr(B") pour tout entier naturel n.( sp. ]

- 3) On suppose que la matrice carrée de taille 3 A est diagonalisable (semblable & une matrice di-
agonale D, dont les termes diagonaux sont appelés valeurs propres de A). Exprimez Tr(A), Tr(A™),
det(A) et & I'aide des valeurs propres de A, sp. ] Montrez : Tr(Com(A)) = Tr(Com(D)) =zt

Montrez que les valeurs propres de A sont les racines de 1'équation A3 — Tr(A).\2 + Tr(Com(A)).\ —

det(A4) = 0 d’inconnue A\ zer )

- 4) Soit M une matrice carrée de taille 3. Montrez que chaque M™ est combinaison linéaire de I3,M

et M2 )

- 1) Diagonalisez la matrice Sa.[ 2. ) Calculez (S2)™ pour tout entier naturel n. vérifiez que la formule

est encore correcte pour n égal a —L(e ]
- 2) On note R la matrice obtenue pour n égal a 1/2. Vérifiez alors R? = Sz (3w )

- 3) Montrez qu’on peut choisir P vérifiant P~! = P lors de I’étape de diagonalisation de SQ.

- 1) Quel est le polynome de degré 3 dont les racines sont les trois valeurs propres de Sg. Etudiez
ses variations (tableau de variations, limites aux bornes, extrema locaux, valeur en 1/2), et donnez le

nombre de racines réelles.

- 1) Trouvez une matrice Ly carrée de taille 2 triangulaire supérieure & diagonale positive (c’est a dire
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a b .. - "
de la forme (O c) avec a et ¢ positifs) vérifiant *(La).Lo = Sa.( 1er. )

- 2) Trouvez de méme L3 triangulaire supérieure & diagonale positive vérifiant *(L3).Ls = Sz e )
- 3) Trouvez de méme L, triangulaire supérieure a diagonale positive vérifiant *(L,).L,, = S, (je veux

une preuve avec des sigmas, des termes généraux).
- 4) Retrouvez la valeur de det(Sy,).( 1t

- 5) Montrez que pour tout vecteur colonne X de taille n *X.S,.X est un réel positif (conseil : intro-

duisez le vecteur Ln.X).

- 6) X et Y sont deux vecteurs colonnes de taille n. Montrez que *(A.X + Y).S,.(A.X +Y) est un
trinome en A dont le discrminant est négatif ou nul. (2% )

Deduisez : |'X.S,.Y| < VIX.S, X\/V.S, Y o)

2011/12 [ ETOURDERIE } D . S . 7

/

On se proposait de résoudre I’équation différentielle y; = "%t avec condition initiale yo = 1. D’ailleurs,
faites le.
Un éléve étourdi a cru qu’il fallait résoudre y;, = % Soit f une application dérivable vérifiant

f'(t) = f(—t)/2 pour tout t. Montrez que f est deux fois dérivable. Quelle est I’équation différentielle
liant f”(t) et f(¢) pour tout ¢t? Trouvez f (attention, avez vous raisonné par équivalence ? et méme,
avec vous raisonné?).

Un autre éléve a cru qu’il s’agissait de résoudre 1'équation presque différentielle y; = —y; 5. Soit donc
f une application dérivable vérifiant ¢'(t) = —g(t/2) pour tout t et g(0) = 1. Montrez que g est de
classe C°° (dérivable autant de fois qu’on veut).[ z v )

Calculez ¢'(0), g”(0). Tracez sommairement g au voisinage de 0 (tangente, convexité).( = pi. )

Quelle relation lie g1 (t) et g(™(¢/2) pour tout n? Calculez g(™(0) pour tout n?( 2o )

:Cn

nl.2(n?-n)/2’
est croissante sur [0, 1]. Montrez que pour tout x de [0,1], (un(2)) est décroissante.[ z v )

z/2
Montrez : 2./ Un(t).dt = upy1(2) (e )
0
N
Pour tout N, on définit ¢ = Z(fl)".un.
n=0
x est un réel fixé dans [0,1]. Montrez que la suite (¢2,(x)) est décroissante. Montrez que la suite

(
(¢2.p+1(x)) est croissante. Montrez pour tout N : ¢ pt1(2) < ¢2.,(x). Déduisez que (¢ (z)) converge,
)

et montrez que sa limite (notée ®(z)) vérifie ¢g p11(z) < (z < ¢2.p(z) pour tout p. 4 )
x/2
Montrez pour tout z de [0,1] : 2./ O(t).dt =1—P(x){ ape.

0
Déduisez que @ est solution de I’équation presque différentielle y; = —y; IEE

Pour tout n, on définit u,, = x — définie de [0, 1] dans R. Montrez que pour tout n,u,

D.S.7 MPSI2 [ 460 points J Année 2011/12 D.S.7
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Correction

] Année 2011/2012

2011/12 [Le probléme de géométrie de Fermat. ] D.S.7

Graphiquement, on a une sorte de borne kilométrique a 'ancienne : un demi cercle sur un rectangle.

On va se permettre pour l'instant une preuve bien décevante, puisque cartésienne. On va convertir un

beau probléme de géométrie contre de froids calculs. Bref, aussi passionnant que ce que certains éléves

sont contraints de faire & partir de jolies questions de physique.

Le point mobile M a pour coordonnées (c,s) avec nos notations allégées (¢ pour cos(f) et s pour

sin(h)).

Le point I est sur l'axe des abscisses puisqu’il est sur [A, B]. Ses coordonnées sont donc de la

forme (z,0). Son aligement avec M et I donne det(m, W) = 0 se traduit par la nullité d’un

Tr—c 1-c
—-s  —V2—-s

s—s.c 3+\/§.c

déterminant :

= 0. On développe, on isole : (z — ¢).(s + v2) = s.(1 — ¢) puis

Iy =¢C

+ :
s+ \/§ s+ \/§
s+ \/§.c)2 (254 V2.c+ \/5)2
s+/2 (V2 +s)? '
roe Aleed g gonay = V2e-s
-5  —V2-35 d \/5 +s
V2.c— 3)2 (25— V2.0 + \/5)2
s+V2 (V2+s)2
(2.5 + V2 —V2.¢)2 + (2.5 + V2 +V2.0)?
(s +v2)? '
Le numérateur se développe en (z —y)? + (z + y)? = 2.2% + 2.y% et donne 2.(2.s + v/2)? + 4.¢> qu'on
développe en 4 + 4.2 +8.52 +8./2.5s et méme 4+ 4 + 4.2 + 8./2.s.

Le dénominateur est s + 2 + 2.s2.
Le rapport numérateur & dénominateur est égal & 4 et on simplifie.

On a bien AI? + BJ? =4 = AB?.

On mesure : AI? = (1 +

On fait de méme pour J avec

On mesure : BJ? = (—1+

On somme

Il reste & trouver une preuve plus jolie, purement géométrique.

[ 2011/12 ][Trace,déterminantdesSn. ][ D.S.7 ]
= " n.(n+1)
Lat a Min(k, k) = _ BTy
a trace de S estz in(k, k) Zk 5
k=1 k=1
11 1 11
On calcule les premiers déterminants : det((1)) = 1, puis ‘1 2’ 1, puis |1 2 2| =
1 2 3
1 1 1
0 2—-1 2-1 :‘1 ;‘:1.
0 2—-1 3-1

Le troisiéme déterminant vaut aussi 1 par la méme manipulation.

Supposons qu’en taille n — 1 le déterminant vaille 1 et étudions le déterminant de la matrice de taille
n.

On soustrait la premiére ligne a toutes les autres. La premiére colonne est alors faite d’'un 1 et d’une
liste de 0. On développe par rapport & cette colonne, et...on retrouve la matrice de taille n — 1.
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2011/12 [Formule de Cayley Hamilton en taille 2 et 3. ] w

On prend une matrice de taille 2 : M = (Ocl Z . On calcule M? — (a + d).M + (a.d — b.c).I5 et on

trouve la matrice nulle. On garde donc en mémoire : M? — Tr(M).M + det(M).I, = 0q, mais
valable seulement en taille 2.

c
On prend cette fois c¢i une matrice de taille 3 avec ses neuf coefficients : M = a’ b’ c ) On
a77 b77 C”
calcule M? = ..., Tr(M) = a+b +c” et Tr(Com(A)) = ('.c” —=b".c')+(a.c’ —a c) +( a b —a'.b). On
effectue le gros calcul indiqué, et on trouve M? —Tr(M).M +Tr(Com(M)).I3 =t (Com(M)).

On multiplie cette formule par M (a droite ou a gauche, c’est sans importance). On trouve M3 —
Tr(M).M? + Tr(Com(M)).M = (Com(M)).M = det(M).I5.

On isole : M3 = Tr(M).M? — Tr(Com(M)).M + det(M).I5. C’est une combinaison, de coef-
ficients T'r(M), —Tr(Com(M)) et det(M).

2011/12 [Matrices semblables et traces. ]

On part d’une relation telle que A = P.B.P~! et on passe a la trace : Tr(A) = Tr(P.B.P7!) =
Tr(P~1.P.B) = Tr(I3.B) = Tr(B). On utilise la célébre formule Tr(M.N) = Tr(N.M). On notera
qu’on n’a pas le droit d’écrire Tr(P.B.P~') = Tr(P.P~!.B) normalement, puisque les matrices peu-
vent s’échanger mais pas se glisser les unes entre les autres.

On poursuit : A" = pp".pP! par récurrence sur n (ou par concaténation, en tout cas, avec un
argument et pas juste un “donc”). A™ est semblable & B™. Elles ont donc la méme trace (sans refaire
le raisonnement “matrices semblables implique méme trace”, il est fait une fois pour toutes).

Si A est semblable & une matrice diagonale D de termes diagonaux «, 3 et v, alors on a Tr(A™) =
Tr(D™) pour tout n. Mais par récurrence sur n, on montre que D" est la matrice diagonale de termes
diagonaux a”, 8" et ¥™. On a donc : Tr(A™) = a™ + " + 4" pour tout n.

On a aussi det(A) = det(D) = a.(.7.

On prend ensuite la formule préparatoire a la formule de Cayley-Hamilton : A? — Tr(A).A
Tr(Com(A)).I3 = (Com(A)) et on passe a la trace : Tr(A%) — TT(A).TT(A) + Tr(Com(A)).3
Tr(*Com(A)) = Tr(Com(A)). On regroupe les Tr(Com(A))dun seul cotée : Tr(Com(A))

Tr(A)? —Tr(A? a2 —
T( ) 5 7“( )(z‘zrapprocherdea.b+a.c+b.c—(a+b+c)22a2 G 02).

Tr(D) — Tr(D?
On a la méme relation pour D (qui est semblable & A) : Tr(Com(D)) = r(D) r(D%)

I+

On compare terme a terme les deux formules, sachant Tr(D"™) = Tr(A™) pour tout n, on obtient :

Tr(Com(D)) = Tr(Com(A)).

Deux matrices semblables partagent donc beaucoup de choses en commun, en termes de traces, déterminant...

a 0 0 By 0 0
On calcule la comatrice d’une matrice diagonale : Com(| 0 S 0 ]) = 0 av 0 |.On
0 0 v 0 0 ap

trouve T'r(Com(A)) = Tr(Com(D)) = a.f + a.y + .7.

Or, on rappelle que le polynéme unitaire de racines «, 5 et v est (X — «).(X — 8).(X —~) qui se
développe en X3 — (a + B+ 7).X2 + (a.f + a.y + B.7).X — a.f.7. Ces coefficients sont la trace, de-
terminant de A et de Com/(A).
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On a bien : a, 3 et  sont les racines de X — Tr(A). X% + Tr(Com(A)).X — det(A).

Les choses changent quand on passe & la taille 3. Retenez donc juste qu’il existe un polynéme de degré
n pour les matrices de taille n dont les coefficients sont cachés dans la matrice, le premier étant la
trace, le dernier étant le déterminant.

2011/12 [Une récurrence sur M™. J

Soit M une matrice carrée de taill 3. Toutes les matrices M"™ existent bien. On va montrer par récur-
rence sur n & double ou triple hérédité que M™ est combinaison de I3, M et M2,

L’initialisation se fait pour quelques rangs : M% = 1.I3 + 0.M + 0.M?, M' = 0.I5 + 1.M + 0.M? et
enfin M? = 0.I3 + 0.M + 1.M?. On a méme : M3 = det(M).I3 — Tr(Com(M)).M + Tr(M).M?.

On doit gagner un rang de plus.

Comment s’y prendre? On multiplie la relation en question par M : M* = det(M).M —
Tr(Com(M)).M? + Tr(M).M3. Or, M? est combinaison de I3, M et M?2. On ne remplace pas ex-
plicitement, mais on déduit par “combinaison de combinaisons” que M* est combinaison de I3, M et
M?2.

C’est la méme idée qui va servir pour I’hérédité.

On suppose ensuite & un rang n que M™, M™+! et M"+2 sont combinaisons linéaires de I3, M et M?2.
L’objectif est que M™*3 soit aussi combinaison de I3, M et M?2.

On repart de M3 = det(M).I3 — Tr(Com(M)).M + Tr(M).M? qu’on multiplie par M™ : M"T* =
det(M).M™ — Tr(Com(M)).M" ! + Tr(M).M™*2. Les trois termes du membre de droite sont com-
binaisons de I3, M et M?, leur combinaison est encore combinaison de I3, M et M? (combinaison de
combinaisons).

La récurrence a triple hérédité se termine.

Encore fallait il I'initialiser avec assez de rangs...

201 1/1 2 [Diagonalisation de S5. ] D.S.7

. . 1 1 .

On diagonalise (1 2) en trouvant son polynoéme caractéristique : X2 — 3.X + 1 et ses valeurs pro-
3—5 3 V5
e
2 2
vérifie I'inversibilité. On trouve son inverse.

2

pres : \/5) par exemple. On en

2.a™.(1 ++/5) +2.6".(V/5 -
4.6" — 4.a™

. 2
. On trouve une matrice de passage (1 V5 1

Apreés, avec les récurrences plus qu’habituelles, on trouve : (S3)™ = P.D™.P~! qui donne

3—v5 3+5

aveca = —— et b=

1
4./5

On vérifie la formule pour n nul (on retrouve I>) et n égal a 1.

Comment tester la formule pour n égal & —1 sans faire de trop gros calculs ?

0 bl .P~1. On ne la développe pas. On doit juste vérifier que

Cette matrice est simplement P. (a

c’est I'inverse de Ss.

11 suffit de calculer son produit avec Ss. Mais Ss, c’est P.D.P~!,
On teste donc simplement : (P.D.P~1).(P. <léa 1(;1)) P71, Les P et P~ se simplifient au milieu.
Les deux matrices diagonales se simplifient. Les P et P~! extrémes se rencontrent enfin, et se simpli-
fient. Il reste I5.

Et pour n égal 4 1/2, on a la matrice

1 2.v/a.(1+5) +2Vb.(vV5 - 1) 4.0 —4.\/a

4.\/5'< 4b—4.\/a 2.(1+¢5).¢B—2.(1—¢5).¢a>'
On 1’éléve au carré.
Quand je dis “on”, c’est bien vous ou moi. Mais avec intelligence...
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Le professeur est toujours dég¢u de découvrir qu’au lieu de faire des mathématiques, les éléves se sont convertis
en bourrins et ont calculé, calculé, calculé des trucs de mort d’une lourdeur indescriptible... Ils auront gagné
des points. Mais je ne devrais pas les leur donner. Je devrais les reporter en notes de physique, c’est tout.

En maths, on cherche avant tout le plus court chemin. Il s’agit de calculer finalement le carré de

Vi 0 pot o p (V8 O poyp (VA O p
P.< 0 b P—1. C’est P. 0 b .P—1.P. 0 b .P—1. Sous cette forme, le calcul est

2
plus que rapide : les P et P~! au milieu s’en vont. Le produit des deux matrices diagonales ( \65 \%)

redonne D et le produit définitif P.D.P~! est bien S5.

Et hop!

Oui, je sais, Quand on prend le temps de réfléchir cinq minutes, on s’épargne une demi heure de calculs stériles.
La question est simplement : vous voulez devenir ingénieur ou professeur de physique ?

On a donc trouve facilement une des quatre racines carrées de la matrice Sz. Oui, il y a quatre racines possibles ;

tv/a 0
P (50

Il nous reste dans cette diagonalisation & se convaincre qu’on peut prendre un modéle de ma-

trice particulier. On reprend la recherche de P sous la forme générale : (1 1> . (ZL b) =

a b (3+5)/2 0 L ’
(25 (57 o tam) |
+

La premiére colonne donne deux fois la méme équation : ¢ = .a. De méme, les seules informa-

2
—V5H
tions de deuxiéme colonne sont d = \f.b.
L’exigence P~1 =! P se résume & P.'P = I, c’est a dire a®> +b> =1, > +d?> =1 et a.c+ b.d = 0. On

. . 5—-1 o+1
résout ce systéme par équivalences, et il nous reste a? = V5 et b2 = V5

2.5 2.5

On peut expliciter les matrices P possibles, mais Pessentiel est d’avoir prouvé qu’il était possible de
construire P répondant & tous ces critéres par équivalences...

2011/12 [Diagonalisation de S3. ] D.S.7

On calcule la trace de Ss, son déterminant et la trace de sa comatrice : 6, 1 et Tr(| . 2 . |)=5.

S

Le polynoéme caractéristique est donc X3 — 6.X2 +5.X — 1.

6 —+v21 t6—#\/21
e .
3

On le dérive : 3.X2 — 12.X + 5. Les extréma sont donc en

Le polynéme du troisiéme degré est croissant, décroissant et croissant.
On calcule la valeur du polynome de degré 3 en (6 —+/21)/3 et (6 +v/21)/3.

21)3 21)2 21
(6+2f) —6.(6+;)F) +5.6+3\ﬁ—1? Oui!

! . (6+\/ﬁ_
27

Mais avec efficacité. Entre les deux premiers termes, je factorise (6 + v/21)? et j’ai

On calcule vraiment

6 V21 —12

5) .(6++/21)2. Ceci me donne T.(G ++/21)%. On lui ajoute 5.(6 + 1/21)/3. On factorise donc :
V21 —12).(v/21 46 5 14.4/21 + 63

(6 4+ \/21).(( 2)7( +6) + §) On simplifie, et & I’issue du calcul, on trouve —%.

Elle est visiblement négative.

14.4/21 — 63
9

Avec un changement de signe sur tous les v/21 on trouve ’autre valeur : . Elle est positive.
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On résume : le polynéme 2 — 22 —6.22 +5.2— 1 croit (limite —oo en —o0), atteint une valeur positive,
redescend jusqu’a une valeur négative, puis repart vers +o0o. On dénombre donc, par le théoréme des
valeurs intermédiaires, trois racines réelles.

On ne peut pas en avoir davantage. Toutes les racines sont réelles.

Il n’y a pas a invoquer le théoréme de d’Alembert Gauss qui lui garantit I’existence de racines com-
plexes quand le théoréme des valeurs intermédiaires ne peut rien faire.

Avait-t-on vraiment besoin de calculer le polynéme en (6 ++1/21)/3 et son conjugué? Non! On calcule
6

en 1/2 comme proposé. On trouve 371 + 5~ 1= 3 On dresse donc un rapide tableau de valeurs :
P(0) | P(1/2) | P(1) | P(10

’ ©) ‘ (1/2) ‘ () ‘ (10) ‘ On détecte nos trois racines, et on ne peut pas en avoir plus. On

] -1 \ 1/2 \ -1 \ 449 ‘

cerne donc les trois valeurs propres.

2011/12 [Décompositions Sp =t (L).L. j D.S.7

On résout (Z 2) . (8 I;) = (} ;) avec conditions de positivité de a et c¢. On trouve a? = 1

11
d’ott @ = 1, puis @ + b = 2 d’oi1 b = 1. On reporte encore, et il nous reste Ly = ( )

0 1
1 1 1
En taille 3 on fait de méme et on trouve L3 = | 0 1 1
0 0 1
11 1
) 01 ... 1 .
On va spontanément proposer : L, = . Une formule propre pour le terme général
0 0 1
(ligne i colonne k) : { 1 S Sk
0 sinon ik
On écrit le terme général de la transposée { 1 Sltz &
0 sinon

k

On effectue le produit *(L,).L, et on en calcule le terme de ligne i et colonne k : Z(a;l).(a‘) (on a

J
j=1

a;- puisque c’est le terme ozz dans la transposée).

Le produit (a}).(a%) est nul dés que 'un de ses deux facteurs est nul, et sinon il vaut 1. Les seuls termes

égaux a 1 dans ce produit sont donc ceux du début, de j =1 & j = Min(i, k) et ensuite ils sont nuls.

La somme est faite de Min(i, k) termes égaux a 1, elle vaut Min(i, k).

Ces formules du type S =' L.L s’appellent “décompositions de Cholewsky”.

On recalcule rapidement : det(S,,) = det(*L,.L,) = det(*L,).det(L,) = (det(Ln))z =12 =
1.

2011/12 [Les produits *X.S,.X et I’inégalité de cauchy-Schwarz. } D.S.7

On effectue donc un produit *X.S,,.X avec X vecteur colonne. On regarde déja si les formats sont com-
patibles : une ligne, un carré, une colonne. Le produit S,,.X donne un vecteur colonne, qui “tombe”
sur un vecteur ligne.

Par exemple (z y)(} ;)(i) = (z y).(j_ﬁiy) = 22 + 2.2.y + 2.4%. En taille 3 :

22+ 292 +3.22+ 20y + 202 +4y.2.
La positivité de ces réels ne saute pas aux yeux.
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Mais il y a une indication. On pose C' = L,.X. On a alors ‘{C =t X.'L,, et finalement 'X.S,,. X =!

n
XL, .L,. X = C.C.Or,sionnote ¢; acy, les coefficients du produit C, on a alors ‘C.C' = Z(Ci)2'
i=1
(C’est un réel en tant que somme de carrés de réels.

Attention, le seul argument “somme de carrés” ne suffit pas a donner la positivité. Il faut vraiment parler de
“somme de carrés de réels”.

On prend ensuite deux vecteurs colonne et un réel. La quantité A.X + Y est un vecteur colonne. On
peut donc calculer {(A.X +Y).S,.(A.X +Y) et on trouve un réel.

Mais on peut aussi développer avec les régles de calcul matriciel : A2.!X.S,,. X + \.(*Y.S,. X +*
X.S,.Y) +'Y.S,.Y. On a bien un trinome du second degré en A de la forme .\ + \.3 + v avec
trois réels «, 3 et 7.

Mais quand on doit calculer *(A\.X +Y).S,,.(A.X +Y), on trouve un réel positif, puisqu’il s’agit d’une
forme 'Z.S,,.Z avec Z vecteur colonne.

Le trindme du second degré est de signe constant.
1l s’ensuit que son discriminant est négatif ou nul.
On a la négativité de son discriminant non pas par le calcul, mais par le raisonnement...

Quen déduit on? (!X.S,,.Y +1Y.S,.X)? — 4.(*X.5,,.X).(*Y.S,,.Y) < 0. On fait passer un terme dans
le membre de droite. On divise par 4. On a presque la formule demandée.

Mais il nous faut la vraie formule. Et pour cela, il semblerait que ’on ait besoin de ! X.S,.Y =t Y.S,,.X.
Est ce vrai? Ces deux quantités sont des réels. Allez, on affirme qu’ils sont égaux.

Ah, zut, c’est un devoir de maths. Il ne faut pas Iaffirmer. Il faut le prouver.

La quantité ¢©.X.S,.Y est un réel. On peut le transposer, il reste le méme. Or, la transposée d’un
produit est le produit des transposées, mais dans l'ordre inverse : {(M.N) =! N.!M. On a donc sans
effort : 'X.5,.Y =t (!X.5,.Y) = Y.S,,.X. Et on trouve I'inégalité de type Cauchy-Schwarz.

2011/12 [L’équation différentielle y; = —y¢/2. J D.S.7

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficient constant, & second membre
identiquement nul. Ses solutions sur R forment un espace vectoriel de dimension 1 engendré par ’ap-
~t/2 La condition initale donne la solution ¢ — e~ /2 valable sur R tout entier.

plication t — e

[ 2011/12 ] [L’équation non différentielle f/(t) = f(—t)/2. ] [ D.S.7 ]
L’équation n’est pas différentielle, mais on n’en est pas loin.

On part de f/(t) = f(—t)/2 et on dérive de chaque coté du signe égale par rapport a t : f7(t) =
—f(—1)/2.

Il y a dans le membre de droite un signe moins de par la dérivation d’une composée t — —t — f(—t).
On continue : f'(—t) = f(—(—t)) en utilisant —¢ & la place de ¢.

On peut conclure : f”(t) = — f(t)/4. Et ce pour tout ¢ réel.

On a alors une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants. Son équation
caractéristique \> = —1/4 a deux racines complexes conjuguées i/2 et —i/2. Ses solutions forment un
espace vectoriel de dimension 2 engendré par t — e**/2 et t — e~**/2, Ou par le sinus et le cosinus.
On déduit donc : 3 (a,b) € C*, V¢t € R, f(t) = a.cos(t/2) + b.sin(t/2) (attention a ordre des quantifi-
cateurs).

Seulement voila, on a raisonné par conditions nécessaires. S’il y a une solution, il faut qu’elle soit de
cette forme. Mais en dérivant, reportant, on a peut étre perdu des choses. On doit donc vérifier, avec
I’espoir qu’il ne se passe pas de trop de casse.
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') = —a.sin(t/2) +b. cos(t/2) et f(—t) = a.cos(—t/2) + b.sin(—t/2) = —b.sin(t/2) + a. cos(t/2).
On identifie les deux fonctions terme & terme : a = b.

Finalement, par analyse et synthése, condition nécessaire et suffisante, on trouve ’espace engendré par
cos +sin. De dimension 1. On peut le dire engendré aussi par t — cos(t — 7/4).

Ah, et on a aussi une condition initiale : on trouve t — cos(t) + sin(t).

C’est bien la solution de notre probléme.

Ah, au fait, qu’est ce qui nous autorisait a redériver la relation f'(t) = f(—t)/27 Déja, f’ existe pour
qu’on puisse envisager ’équation elle méme. Mais ensuite, par composition, t — —t — f(—t) est
dérivable. Donc, f’ est bien dérivable aussi.

E 2011/12 j [Premiers éléments sur I’équation presque différentielle f/(t) = —f(t/2). ] [ D.S.7
C’est une étrange équation, dans laquelle la valeur de la dérivée en ¢t dépend de la valeur de la fonction
en t/2. Quitte & ne travailler qu’avec ¢ positif, on voit que la vitesse a l'instant ¢ dépend de ’état du
systéme & un instant situé dans son passé... Ce que vous faites & 'instant ¢ va avoir de 'influence sur
la vitesse a 'instant futur 2.t et méme a ’accélération a l'instant 4.t. C’est étrange, non ? D’ailleurs la
courbe de la solution est assez jolie. On a une courbe oscillante sur R™, avec une sorte de période qui
augmente, et une amplitude qui grandit aussi...

On montre par récurrence sur n que g est au moins n fois dérivable.

Premiére fois : c’est dans les hypotheéses, pour que ’on puisse méme envisager 1’équation.

Supposons ensuite g n fois dérivable. Alors, par composition ¢t — g(—t/2) est n fois dérivable. En
reportant, ¢’ est donc aussi n fois dérivable. Ceci entraine que g est n + 1 fois dérivable. C’est axacte-
ment ce que l'on attendait comme conclusion de I’hérédité.

Alors, on dérive vraiment : ¢”(t) = —g’(¢t/2)/2. On remplace : ¢” (t) = —(—g(t/4))/2 = g(t/4)/2.

En particulier, en 0 : ¢'(0) = —¢(0) = —1. On a ensuite g”(0) = g(0)/2 = 1/2.

On écrit le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 obtenu par la formule de Taylor-Young :
2

h
g0+h)=1—h+ i 0(h*) quand h tend vers 0. On a la valeur, la tangente paralléle & la

seconde bissectrice, et le graphe est localement convexe.

On redérive la relation g”(t) = g(t/4)/2 valable pour tout ¢ (sans le V¢, comment redériver 7). On a
alors g (t) = ¢'(t/4)/8 = g(t/8)/8.

Petit a petit, il y a des puissances de 2. Une qui augmente au fur et & mesure dans le g(t/2) et
une autre qui grandit par accumulation au dénominateur. La formule, aprés avoir mouliné un peu est

t/2"
g™ =t — (—1)".2.22.295,)(.2/4 ' ) 1 On la démontre par récurrence sur n.
Cette formule est initialisée. On la suppose vraie & un rang n. On redérive : ¢g"*1) = t —
/ t 277,
(=™ (2.22.239.221 / ' Q)n_l)zn. On exploite la relation qui définit g en t/27 : ¢/(t/2") = —g(t/2"H1).
—g(t/2"*)

On reporte et on obtient g+ =¢ — (—1)". comme attendu.

2.22.2324 on—19n
Mon notera qu’on peut remplacer 2.22.23 ...27~! par 27("=1)/2 en additionnant les exposants. Il ne
faut pas ensuite essayer de trouver plus simple.

Une fois démontré ce résultat par récurrence sur n, on lexploite en 0 : g(”) (0) = (—1)”.2("_”2)/2.

[ 2011/12 ][La suite de fonctions (ur). ] [ D.S.7 ]
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Chaque application est bien définie sur [0, 1].
Pour n donné, 'application u, est croissante, comme multiple positif de t — ¢™.

Ensuite, on échange les roles de n et x. On fixe donc z et c’est n qui varie. On calcule une différence en
l‘"+1 " "
- - (aﬁ—?”.(n—l—l)).
(n+1)L.2n-(+D/2 plonn-1)/2 " (p 4 1)1.2n(n+1)/2
Le facteur devant est positif. La différence dans la parenthése est négative (on a placé z dans un in-
tervalle assez ptit pour étre tranquille). La différence w,,11(z) — u,(x) est négative, la suite décroit.

factorisant : u,1(x)—u,(x) =

On a donc une suite décroissante d’applications croissantes.
Cette phrase n’est pas un oxymore. Il faut surveiller les variables, c’est tout !

2011/12 Eﬂintégrale fOZ/Q un (t).dt. j D.S.7

On utilise la définition :
z z tm gl t=x/2
/0 () = /0 n!.2("2—”)/2'dt N [(n+ ).2m2=n)/2 =g
l’n+1

(n 4 1)1.2n+1 2(n*=n)
2 au dénominateur aprés avoir mis de coté un 2 : 2n+1.2(0°=n)/2 = 9 gn+(n*=n)/2 — 9 9(n*+n)/2,

La valeur en 0 est nulle, et en z/2, on trouve 73 On regroupe les puissances de

[ 2011/12 ][La suite de fonctions (® ). ] [ D.S.7 ]

x est un réel donné. On travaille donc sur une suite ou la variable est ’entier naturel qui est en haut
du sigma.

2.p+2 2.p
e On calcule ¢g p12(x) — ¢ap(x). Clest la différence entre Z (=1)™.up(x) et Z(fl)”.un(o:). Il ny
n=0 n=0

reste que (—1)2P 1 ug o1 (2) 4+ (—1)%PT2.ug o (). On tient compte des signes : ug pi2(z) —uz pi1().
Cette différence est négative, par décroissance de la suite (u,(x)),. La suite p — ¢ () décroit.

e De méme, ¢2 ,43(x) — o pr1(z) = (—1)2PT2 g yo(x) + (—1)2P 3 ug 1 5(x), et il reste ug pyo(x) —
Uz p43(x), qui est positif. La suite des sommes croit.

e Selon un schéma maintenant éprouvé, encore une différence : o 1 1(2) =2, (z) = (—1)2P ug i1 (z) =
ug.p+1(x) et c’est positif.

e On met bout & bout : ¢1(x) < P2,p+1(x) < P2.p+3(2) < P2 pr2(z) < P2,(x) < Po(x). La suite des
¢2.p+3(x) est croissante, majorée par ¢o(z) (donc convergente), De méme, la suite (us2,) est décrois-
sante, minorée par ¢ (x) (donc convergente). Les deux suites ont la méme limite, car leur différence tend
vers 0 (22? tend vers 0 et les dénominateurs en n! et puissance de 2 renforcent encore le phénoméne).
Les deux suites ont la méme limite. Et la limite est encadrée par les deux suites (on vient de reformer
le théoréme spécial des séries alternées).

x par x on vient de créer une fonction ¢ qui est la somme infinie de tous les (—1)™.u, ().

x/2
On intégre une somme (infinie 7). On s’empresse d’intégrer chaque terme de la somme : Z (=1)". / U (t).dt.
0<n 0
On trouve la somme des (—1)".up41(z)/2. On décalle les indices. On prend garde & un terme :
S (1) g () /2 + 1/2.
0<n
On reconnait donc —®(z) + 1.
On résume : foz/Q O(t).dt = %&m’)_
Il ne reste plus qu’a dériver de chaque coté pour arriver a I’équation différentielle...
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Charlemagne

D.S.8

Vendredi 27 janvier
[ J 2011/2012

2011/12 [ EXERCICES } o Je. 8

< ¢(15) > Soit f une application vérifiant V¢ € R, f'(¢t) = f(1—1t) et f(0) = 2. Exprimez alors f”(t)
al'aide de f'(1 —t) et de f(¢).2vn )
Trouvez alors f '

< #(9) > Pour tout entier naturel n, on note A,, la matrice carrée de taille n de terme général “nombre

de diviseur du p.g.c.d. de 7 et £”. On note T, la matrice de terme général { é S1 divise &
sinon
de ligne et k I'indice de colonne). Lesquelles de ces propositions sont correctes ?

o, : det(A,) € Z pour tout n

e, : A, est une matrice symétrique pour tout n
o3 : Tr(T,,) = n pour tout n

o, : A4 = (T4)2

o5 A6 =t (Tﬁ)TG

o; : T, est une matrice triangulaire pour tout n.

(i est I'indice

Rappeler la formule qui permet de calculer le terme général du produit de deux matrices. Cal-

culez det(7},) et det(A,) pour tout n.[ «pe )
94 points | 94‘points

2011/12 [ ROTATIONS ] J_) . b . 8 I

- 1) On se place dans le plan R? muni de la base canonique (7, 7) (supposée orthonormée). Montrez
quesiz X i +y.j estun vecteur non nul, alors (xx ¢ +y.j,—yx ¢ +x. j ) est une base de ]RQ,

- 2) Justifiez : la rotation vectorielle (donc autour de I'origine) d’angle 6 est la transformation .0+

y. 7 — (cos(#).z —sin(0).y). 7 + (sin(6).z + cos(6).y). j . Mettez la sous la forme ;) — Ry. (i)
ou Ry est une matrice réelle que vous déterminerez et diagonaliserez (dans C s’il le faut) st ) (

- 3) Calculez R,.Rp (« et (3 réels donnés). Inversez Ro. 2w )

- 4) Donnez une infinité de matrices de la forme Ry & coefficients dans Q.[ 2. )

( 9 points
- 1) Montrez que pour tout matrice réelle M de taille 3 sur 3, det(M — X.I3) est un polynéme en A de
degré 3 dont les coefficients sont & préndre dans la liste suivante : det(M), det(M?), det(Com(M)),
Tr(M), Tr(M?), Tr(Com(M)). 5w ) Ce polynome s’appelle “polynome caractéristique de M” et ses
racines s’appellent “valeurs propres de M”.

- 2) Montrez que M et *M ont les mémes valeurs propres.[ 1. )

- 3) Montrez, pour P inversible, que M et P~1.M.P ont les méme valeurs propres.[ 2pt.

- 4) Montrez, pour M donnée et A donné dans R, que le systéme M.U = A\.U d’inconnues U (vecteur
colonne) admet une unique solution si et seulement si A n’est pas valeur propre de M (qui est alors

l'unique solution ?).[ 2 pt.
8 points 8 Eoints

- 1) On se place a présent dans R3, cette fois, la base canonique est donc (7 7, ?) toujours supposée

)
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orthonormée. Une rotation fait tourner d’un certain angle autour d’un axe (passant par l’origine).
On se donne donc un vecteur 7@ de norme 1 et de composantes (a, 8,7) (on a donc o® + 3% ++42 =1);
c’est lui qui servira d’axe. Soit @ un vecteur, de composantes (z,y, z). Montrez que (W.7) X T (noté
d(w)) est le projeté orthogonal de W sur la droite engendrée par 7' 2. ) Montrez que p(w) (égal &
w —d(w)) et W Ap(W) sont est dans le plan orthogonal & 7 et forment une base orthogonale de ce
plan (sauf si @ est colinéaire & 7).

- 2) Calculez det(d(@),p(@), @ Ap(TW)){ 2.

- 3) Mettez chacune des trois transformations @ — d(@) puis W — p(W) et W — T Ap(W) sous
la forme U — R.U avec R matrice de taille 3 sur 3 & déterminer. Calculez la trace et le déterminant

de chacune des trois matrices.
_

- 4) On se donne a présent un réel theta et on note c et s son cosinus et son sinus. Justifiez que r(p(@))
est égal A e x p(W) + s x W Ap(W). Justifiez : (W) =d(W) + ¢ x p(W) + s x W Ap(W) et exprimez
r(W) comme combinaison de W, W, W A W[ 3.

- 5) Mettez la transformation @ — (@) sous la forme U — R.U avec R matrice de taille 3 sur 3

a déterminer.

- 6) Montrez que ‘R se déduit de R par remplacement de s par —s. Justifiez géométriquement. Justifiez
aussi : R™' =" R{5p )

0
- 7) Déterminez R pour W = | 1 | et 6§ = Arccos(1/3)( 2. )
. i poms)
- 1) On note O l'ensemble des matrices R de taille 3 sur 3 & déterminant positif ou nul vérifiant
R.'R = I3. Montrez que O est non vide, stable par multiplication.
- 2) Montrez que toute matrice R de Ot est inversible et donnez son inverse, puis vérifiez qu’il est

dans O*. Que pouvez vous dire de (O7,.) ? On note C, Cy et Cs les trois colonnes de
la matrice R. Montrez, sans gros calcul : C; A Cy = Cg.

- 3) Soit R une matrice de OT. Montrez que R admet au moins une valeur propre réelle positive, qu’on
va noter )\. Déduisez qu’il existe au moins un vecteur non nul U vérifiant R.U = A\.U. Montrez
'U'R.R.U = N\*.'U.U. Déduisez que A vaut 1 ap )

I 13 points
- 1) Soient r et p deux rotations de R?. Montrez que la matrice de rop~! est une matrice de O*.
Déduire ’existence d’au moins un vecteur non nul @ vérifiant r o p=! (W) = AT

Concluez : il existe une droite vectorielle A dont I’image par r est la méme que 'image par REN

D.S.8 I MPSI2 ( 533 points ] Année 2011/12 D.S.8
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 [Des matrices avec le p.g.c.d., notées A,. ]

Voici les premiéres matrices de la famille des A,, :

1 1 1 1 1 1

Ll 111 121212

. N 1 1 2 1 1 2

(1),(1 2>,<1 2 1>,Jusqu’aparexemple 1 21 31 2
112 111121

1 2 2 3 1 4

On a assez souvent des 1 (quand i et k sont premiers entre eux, leur p.g.c.d. vaut 1 et n’a qu’un diviseur),
et parfois des valeurs plus grandes.
Les valeurs obtenues sont toujours entiéres, car issues de calculs de ’arithmétique.

n

1l s’ensuit que le déterminant est entier, par la formule Z Sgn(o). H af(z).

ocES, i=1
On construit les matrices A,, successives en agrandissant, d’ot la fausse piste pour certains d’une ten-
tative de récurrence.
Par symétrie des roles de i et k dans la définition du p.g.c.d. et donc de so nombre de diviseurs, la
matrice A,, est symétrique. Mais on ne peut rien en déduire sur son déterminant.
Les termes de la matrice T,, sont aussi entiers, puisqu’ils valent 0 ou 1. Sur la diagonale, on a des 1
puisque ils répondent & la question “i divise i ?”
On somme et on trouve n puisque la matrice est de taille n.

1 1 1 1 1 1
(1) 1 (1) i 010101
A 3 . _ |10 0 1 0 0 1
On détermine Ty et Tg : Ty = 00 10 et Tg = 000100
00 0 1 0O 0 0 0 1 0
0O 0 0 0 0 1
On commence a calculer (74)? et on s’arréte trés vite. De toutes fagons, (7},)? reste une matrice trian-
gulaire...
100 00 0 111 1 1 1 1111 1 1
110000 01 010 1 1 21 2 1 2
101000 00100 1) [112112
Enrevanche : f 0 o 0 g gl lo 0010012131 2
100 00O 000O0T10 1111 2 1
11100 1 00 0O0O0 1 1 2 2 3 1 4
On passe au déterminant ? Mais oui! On a donc det(A,,) = det(*T},).det(T,,) = 1.1 = 1. En tout cas,

pour n égal 4 6!

Chaque matrice T,, est bien triangulaire. En effet, si ¢ est plus grand que & il ne peut pas diviser k.

Les termes avec “indice de ligne plus grand que 'indice de colonne” sont donc tous nuls.

[ det(A,) € Z | A, symétrique | Tr(T,) =n [ Ay = (Ty)? | Ag =" (T).Ts | T, triangulaire |
vrai vrai vrai faux vrai vrai

stabilité Z | pgcd(i,j) = pged(j,1) n fois 1 calcul calcul ik =

On rappelle la formule pour le produit matriciel : on note of le terme général de la premiére matrice
et B le terme général de la deuxiéme. Le terme général (ligne i et colonne k) de la matrice produit est

n
k _ J 1k
v = E ai.bj.
j=1

On prend le cas particulier du produit *T},.T,,. Si T a pour terme général df, alors 'T}, a pour terme
général 6F égal a di.

La formule pour le produit *7},.T}, est donc Z d;d;C
j=1
Chacun des n termes de la somme est un entier égal & 0 ou 1 (produit de 0 et de 1). Il ne vaut 1 que
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si “j divise 7”7 et “j divise k”.

On adonc 14+ 1+...1 avec autant de 1 qu’il n’y a de j divisant a la fois 7 et k. On compte donc le
nombre de diviseurs communs de i et k.

Par définition du plus grand diviseur commun, les j qui sont comptés sont exactement les diviseurs de
p.g.c.d.(i, 7).

On a donc : A, = (T},).T,.

On passe au déterminant. On trouve : | det(A,) = det(*T},). det(7},) = 1.1 |En effet, la matrice
T, a pour déterminant 1, produit des termes diagonaux (matrice diagonale).

[ 2011/12 ] [L’équation non différentielle f/(1 —¢) = f(t). ] [ D.S.8 ]
L’équation n’est pas différentielle, mais on n’en est pas loin.
On part de f'(t) = f(1 —¢) et on dérive de chaque coté du signe égale par rapport a ¢ :

7)) = —f(1—t)
Il y a dans le membre de gauche un signe moins de par la dérivation d’une composée t — 1 —t —
f(1—=1).

Oun continue : f'(1 —t) = f(1 — (1 —t)) en utilisant 1 — ¢ & la place de ¢.

On peut conclure : | f”(t) = —f(t) |Et ce pour tout ¢ réel.

On a alors une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants. Son équation
caractéristique A\ = —1 a deux racines complexes conjuguées i et —i. Ses solutions forment un espace
vectoriel de dimension 2 engendré par t — e et t — e~**. Ou par le sinus et le cosinus.

On déduit donc : 3 (a,b) € C?, ¥t € R, f(t) = a.cos(t) + b.sin(t) (attention a I'ordre des quantifica-
teurs).

Seulement voild, on a raisonné par conditions nécessaires. S’il y a une solution, il faut qu’elle soit de

cette forme. Mais en dérivant, reportant, on a peut étre perdu des choses. On doit donc vérifier, avec

I’espoir qu’il ne se passe pas de trop de casse.

1/(t) = —a.sin(t) 4+ b.cos(t) et f(1 —t) = a.cos(1 —t) + b.sin(1 — t) = (a.cos(1) + b.sin(1)). cos(t) +

(a.sin(1) — b.cos(1)). sin(t).

On identifie les deux fonctions terme & terme : a.cos(1) + b.sin(1) = b et a.sin(1) — b. cos(1) = —a.

1 +sin(1) cos(1)

=q. -

cos(1) 1 —sin(1)

exigence. Et on y trouve une tangente de I’arc moitié (le cours, oui, le cours...).

On déduit : |[b =

(par produit en croix, c’est deux fois la méme

Ah, et on a aussi une condition initiale : on n’en est qu’a a.(cos(t) + 11_05:?1()1) : Sin(t)). La valeur 2 en

0 donne a = 2.
cos(1). cos(t) + sin(t) + sin(t). sin(1)

cos(1)

On termine en réduisant au dénominateur commun 2. et on sim-

cos(t — 1) + sin(t)
cos(1)

2011/12 [Rotations dans le plan. ) D.S.8

On se donne un vecteur non nul : z x i + T 7 On construit une famille de deux vecteurs dont la

plifie en | 2. aux erreurs de calcul prés.

matrice sur la bse canonique est (z _xy ) Cette matrice a pour déterminant 22 + y2. Il est non nul,

cette famille est libre et est méme une base du plan.

—
w 1

g — -7
4+ y x j et u le vecteur
2 x i 41y x j. Par rotation, on doit construire le vecteur cos(d) x T + sin(f) x o (sur la base

On étudie géométriquement la rotation. On note le vecteur x x
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= o . x.cos(f) — y.sin(9)
(w,u')). On effectue la combinaison et on trouve justement le vecteur (m sin(8) + y. cos(d) )
cos(f) —sin(0)

Ce vecteur s’écrit (sin(&) cos(6)

) . (;) La matrice Ry est donc la matrice carrée de taille 2

écrite ci dessus.

On cherche ses deux valeurs propres de somme 2. cos(6) et le produit 1 (Ie déterminant). Ce sont donc
les deux racines de ’équation A2 — 2. cos(f).\ +1 = 0 d’inconnue \. Cette équation bien connue a pour
e—i.9 0

0 id > On trouve ensuite la matrice

racines e*? et e=*?. On choisit comme matrice diagonale (

. 1
de passage P suivante :

N < ) (1LY (1LY (0
; —sm(oz)),(cosw) —sin(ﬁ)>:<cos(a+6) —sin(aw))et

cos(«

(
on synthétise : Ro.Rg =
C’est normal, on enchalne la rotatlon d’angle [ et celle d’angle «. Il est normal d’obtenir celle d’angle
a—+ .
On généralise la formule : (R,)" = R,,., méme si ce n’est pas demandé.

sin(3)  cos(B) sin(fa+ 3)  cos(a + 3)

On effectue le produit ( cos(a)

On écrit aussi : Ryg.R_g = Ry = I5 ce qui prouve que 'inverse de Ry n’est autre que R_g qui coincide
aussi avec '(Ry).

. . R . 10 0 -1 . .
On connait quelques matrices de rotations & coefficients dans Q : ( ), ( ) mais aussi

0 1 1 0
(3/5 —4/5
4/5 3/5
Comme le produit de deux matrices de rotation est encore une matrice de rotation, toutes les puis-
sances de celle ci en sont encore.
3/5 —4/5
4/5 3/5

de plus en plus gros). On peut aussi les écrire (

) issue du grand classique 3% + 42 = 52 croisés dans notre cours en début d’année.

On peut donc répondre : ( ) . Ces matrices seront bien toutes différentes (dénominateurs

cos(n.Arcos(3/5)) —sin(n.Arcos(3/5)) )
sin(n.Arcos(3/5))  cos(n.Arcos(3/5)) )°

2011/12 [A propos du polynéme caractéristique. ] D.S.8
On calcule, c’est tout. On prend une matrice avec ses neuf coefficients, que I’on note avec neuf lettres

/ )

a a a
(ou plutét trois lettres et des primes) plutdt que des indices tant qu’on reste en petite taille : (b v ) .
(& (& C

”

a— A a’ a

La matrice A — \.I3 est A N ) et on calcule son déterminant sans aucune astuce (dans

c c - A

ces formats 14, inutile de perdre du temps & essayer de trouver un raccourci...).

Pour une raison que j’ignore, des éléves réussissent & perdre leur peu de points sur une telle question en mettant
des —\ partout et non juste sur la diagonale. Et j’aurai beau vous mettre en garde, certains le feront.

On trouve, aprés développement par rapport & une des lignes et regroupement :

X4 (a+V +) A= (ab —d bta.c’ —a’.c+V .= .c) A fab .’ —ab’.d +d b .c—ad b.c’+a’b.cd —a’ b .c

C’est un polynome de degré 3 qu’on écrit| — A3 + TT(M)./\2 —Tr(Com(A)).\+ det(A) |en ayant

calculé et reconnu quelques coefficients.

L’égalitée det(A) = det(*A) passe & det(A— X.I3) = det(*A— \.'I3) = det(*A — \.I3). Les deux matrices
A et 'A ont le méme polynéme caractéristique, donc les mémes valeurs propres.
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On nomme M’ la matrice P~*.M.P. On calcule son polynéme caractéristique en y remplacant I3 par
P~1.I3.P ce qui ne change rien :

det(P~Y.M.P — \.P71.I3.P) = det(P~1.(M — \.I3).P) = det(P~!).det(M — \.I3).det(P)

Les deux termes en det(P~!) et det(P) réussissent & commuter avec det(M — \.I3) (réels) et a se sim-
plifier. Il reste det(P~1.M.P — \.I3) = det(M — \.I3). Ayant alors le méme polynéme caractéristique,
les deux matrices ont les mémes valeurs propres.

Rappelons que ’ensemble des valeurs propres est appelé spectre.

On g’intéresse ensuite aux systémes de la forme M.U = A.U. Les éléves qui ne réflechissent pas (en
M.P.S.I. ¢a devrait étre un oxymore, et en P.C.S.I. ¢’est un pléonasme) simplifient par U alors que U n’est
qu’un pauvre vecteur colonne. Ceux qui réfléchissent encore moins ne regardent méme pas qui est quoi.
Bref, toujours le méme probléme : les variables.
ar +dy +a’.z =z
Sinon, il s’agit bien d’un systéme, de la forme ¢ b.x +b.y +b".z = Ay d’inconnues z y et z mais
crx +cy +.z =z
pour lequel il y aura ou non des solutions suivant la valeur de .
On reformule ce systéme : M.U — \.U = 0 (vecteur nul). On factorise U a droite : (M — X).U =
Non! Crétin! Comment peux tu additionner une matrice et un réel 7
Alors quoi ? Comment mettre U en valeur ? En I’écrivant I5.U.
On reprend : M.U — A.I3.U = 0. On factorise : (M — X.I3).U = 0 (vecteur nul). Et on raisonne par
équivalences.
Ce systéme admet une unique solution si et seulement si le déterminant est non nul.
Cette solution est alors bien décevante : U = (M — \.I3)71.0 = 0 (vecteur nul).
On retient plutot dans 'autre sens :
A € Spectre(M) < det(M — A.I3) = 0 & (M — A.I3)non — inversible < (M.U = AU a des solutions non
nulles)
(abusivement sur les chaines d’équivalences)

2011/12 [Projections sur un axe dans R®. j D.S.8

Le réel w.7 vaut |@|.1. cos(cr) o «v est ’angle entre les deux vecteurs. On multiplie par 7@ et on a le
vecteur colinéaire & T (sur la droite), de bonne longueur. C’est bien le projeté orthogonal.

Graphiquement, on prend @ et on lui soustrait le vecteur orthogonal au plan. On arrive dans le plan
orthogonal & la droite.

La preuve : p(@). ™ est nul (c’est (. ™) x W. W avec
D’autre part, on peut reconstruire @ par la somme des deux vecteurs : ( )+ p(w

w.w - 7| =7. 1).

)= .

Qui est ensuite le vecteur @ A p(w)? Cest un vecteur orthogonal a la fois & 7 (donc il est dans le
plan) et a p(@).

Les deux vecteurs p(@) et W A p(w) sont dans le plan et sont orthogonaux. Forment ils une famille
libre? Tout ce qu’il faut éviter, c’est que I'un des deux soit nul. p(@) n’est nul que si 'on a
w = (ﬂ) ™) x W qui conduit & T colinéaire a 7, et ¢a, on I'a refusé. Quant & @ A p(@) il n’est nul
que si T est colinéaire & p(@), mais 7 et p(w) sont orthogonaux...

Et si finalement on reprenait tout avec des composantes ?

(ax+By+7.2).a z— (cx+ Py+vy.2).a
On effectue : d(@) = | (ex+By—+7v.2).0 | puis p(@) = | y— (vx+B.y+7.2).0 | et enfin
(vx+ By +7.2)y z— (a.x + By +7v.2)y
B.z—7y
TAp(TW)=TMAT—-0=| yo—az
a.y — PB.x
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On trouve les matrices associées a ces diverses opérations :

x a® afB ary x
y|—(aB B* B~ |.|wv | (oh, une matrice symétrique de la forme U.'U déja croisée) son rang est
z ay By A z

égal a 1 et son déterminant est nul (colonnes liées). Sa trace vaut 1.

T 1—a? —af —ay T
y | — —a.8 1-8%> —pB~ |.[ vy |. Encore une matrice symetrique. Sa trace vaut 2. Son déter-

z —ay =By 1-—72 z
minant est nul. Par un gros calcul ? Non! Les trois vecteurs colonne sont tous par construction dans le plan

orthogonal a 7. Ils sont donc coplanaires, et forment une famille liée.

z 0o — p z
(y) — ( ol 0 —oe) . (y) Celle 1a, elle est antisymétrique. Son déterminant est nul, sa trace aussi.

z -0 « 0 z
’ w — d(W) \ w — p(W) \ w— T Ap(W) \
o> af axy 1-a? —af —ay 0o —y p
a.B 3% By —a.f 1-82 —Bn v 0 -«
ay By P —ay =By 1797 B _a 0
symétrique symétrique antisymétrique
(1,0) (0,0) (0,0)

Oui! On pense a synthétiser avec un tableau... C’est 1a qu’on cesse d’étre matheux et qu’on commence
a étre ingénieur formé par des matheux.

On doit calculer un déterminant. Celui de (d(@), @ — d(@),vn A @) (j’ai d’ores et déja allégé

T A (W + k. 7) par bilinéarité et antisymétrie).
Ensuite, par combinaisons entre colonnes, le déterminant cherché est celui de (d(@), W, ™ A @). Par
multilinéarité, on trouve (7. @) x det(W, W, W A W@).

=l

)X | AT

On peut noter a I’angle entre 7 et % et on a alors cos(a). sin®(a).| 7.

On transforme en (7.77) x (W A @).(7 A @) et donc | (T

n.
).

Qui a fait de gros calculs en développant le déterminant au lieu d’utiliser ses propriétés?
Une remarque utile : si @ n’est ni colinéaire ni orthogonal & 7, le déterminant est non nul. La famille
est libre. Et ses sous-familles le sont aussi.

2011/12 | Les rotations de R®. ) D.S.8

On veut donc faire tourner des vecteurs autour de ’axe Vect(7) d’un angle 6.

On commence, méme si ce n’est pas demandé, par les vecteurs de l'axe. Ils “tournent sur eux méme”
sous ’effet de la rotation. Donc, ils ne changent pas : () = 7 et aussi r(d(@)) = d(@).

Il y a aussi les vecteurs du plan orthogonal & l'axe. Ils tournent d’un “vrai angle” 6 dans le plan. On
reprend alors 'idée de 1'étude faite dans le plan : un vecteur tel que p(@) donne @ A p(@) quand il
tourne de w/2. Et quand il tourne d’un angle 6, il donne cos(f) x p(@) + sin(8) x (W A p(@)). Cest
justement la formule de ’anoncé. Il n’y a donc que des explications & donner.

Ensuite, si @ est un vecteur quelconque, on le décompose en une somme : @ = d(@) + p(W) et on
lui applique la rotation r. Le vecteur d(@) ne bouge pas. Quant & p(@), on vient de dire comment il
tourne.

Par linéarité, leur somme donne r(d(@)) + r(p(@)), c’est a dire d(@) + c.p(TW) + s X W A p(W).

On synthétise : | 7(W)) = cos(0). W + (1 — cos(f)) x (W.7) x W +sin(f) x (WA W)

On veut ensuite la forme matricielle de cette transformation. On réfléchit. On vient d’exprimer r
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comme combinaison des trois applications élémentaires déja croisées d, p et @ — W A p(W).
On a donc juste a effectuer la combinaison des trois matrices :

c 00 a? af ary 8.z —v.y
0 c 0)]+(1—-c¢).|aB B* By|+s|vz—az
0 0 ¢ ay By 72 ay— [B.x

On peut certes tout fusionner en une seule matrice, mais on lit la suite de I’énoncé. S’il s’agit de changer
s en —s ou de transposer, autant, garder cette forme du type c.I3 4+ ¢.S + s.A avec S symétrique et A
antisymétrique...

Quand on remplace s en —s, seul le dernier bloc change. Et c’est une matrice antisymétrique...
On a donc bien c.I3 +c¢.S + (—s).A = c.I3 +c.S + s.tA.

Mais quelle est 'opération qui conserve c et change s en —s? C’est celle qui transforme 6 en —6. Et
c’est la rotation r~! qui fait le trajet en sens inverse.

La rotation d’angle et de méme axe Vect(T) a pour matrice Ry. Son inverse a pour matrice
tout a la fois R_g, 'Ry et (Rp) "

On pouvait aussi écrire explicitement la atrice en un seul bloc, la multiplier par son homologue avec
—s a la place de s et vérifier que le produit donne I3. Ce qu’il ne fallait surtout pas faire : inverser
explicitement cette matrice (par des cofacteurs) et voir si on retrouvait la transposée de la matrice
initiale. Mais c’est sans doute hélas la voie qu’auront choisie certains d’entre vous.

V2
100 0 0 0 0 V2/2 V2/2
01 0f,{0 1/2 —1/2)et | —vV2/2 0 0o |,
0 0 1 0 —-1/2 1/2 —V2/2 0 0

— =
J

On prend 7 égal a .On adonca =0, =—y=12/2. On détermine les trois matrices utiles :

1 2.4/2
Oun prend 6 égal & Arccos(1/3). Onadonc: c = 3 et s = —3— (par la relation sin® = 1—cos? et sin(6) >

1 2 2
-2 2 -1
-2 -1 2

0 car 6 est entre 0 et 7). On effectue la combinaison et on trouve la matrice

W

Il me semble vous ’avoir déja présentée. Ou une de ses variantes.

2011/12 | Ensemble O . ) D.S.8

On connait au moins une matrice dans cet ensemble : la matrice unité.

On prend deux matrices A et B dans cet ensemble. Leur produit est encore une matrice carrée de
taille 3. Comme le déterminant du produit est le produit des déterminants, leur produit garde un
déterminant positif. On a aussi : (A.B).*(A.B) = A.B.!B.!A= A.(B.!B).!A = AI3.'A= A'A = I;.
On utilise le fait que le déterminant de la transposée est la transposée du produit mais avec changement
d’ordre.

On prend R vérifiant R.!R = I3. On reconnait que 'R est I'inverse & droite de R. Mais on sait que
toute matrice carrée admetant un inverse a droite 1’est aussi & gauche, avec le méme inverse.

Je pense aussi que certains éléves passeront par la solution plus calculatoire : det(R.!R) = det(I3) = 1,
d’ott det(R)? = 1. La matrice a pour déterminant 1 ou —1, elle est inversible.
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On déduit donc : R~! =* R. Le déterminant de R~ est positif, puisque c’est juste I'inverse du déter-
minant de R.

On veut aussi prouver : R~1!(R™!) = I3. Cette formule se réduit & *R.R = I3. Et on ne I’a pas par une
affirmation bidon comme “on passe & la transposée dans la relation R.’R = I3”. En effet, la transposée
de R.!R reste R.!R. On ne ’a qu’en disant “dés qu’une matrice carrée a un inverse a droite, le méme
inverse sert aussi & gauche”.

Avec tout cela, O est un groupe pour la multiplication. Vraisemblablement non commutatif.

On prend donc R formée de trois colonnes. La colonne C; A Cy est la troisiéme colonne de la comatrice
de R. C’est donc, au déterminant prés, la troisiéme ligne de la matrice R~!. Or, le déterminant de R
vaut 1 ou —1 (car det(R)? vaut 1). Comme il est positif, il vaut 1.

C1 A Cs est donc la troisiéme ligne de R~!. Mais R~! est égale & 'R (propriété R.'R = I3). On revient
donc & C; A Cy est la troisiéme colonne de R.

Attention, cette propriété n’est valable que pour les matrices de O™ .

2011/12 [Valeurs propres et vecteurs propres de matrices de O7. ) D.S.8

On prend une matrice R dans O™. Son polynéme caractéristique est un polyndéme & coefficients réels
de degré 3. I est méme de la forme —A\3+7.0%2 — . A+ 1 (le dernier coefficient est le déterminant, positif...).
En 0, ce polynome vaut 1, il est positif. Quand X tend vers 400, —A3 + 7.A%2 — A + 1 tend vers —oo
(comportement asymptotique des polynémes).

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, le polynéme va s’annuler au moins une fois entre 0 et +o0o
(un polynome, c’est continu).

Comme det(R — A.I3) est nul, la matrice R — X.I3 est non inversible. I existe donc au moins un vecteur
non nul U vérifiant (R — A.I3).U = 0 (vecteur nul). Ce vecteur, on le construit en prenant la famille
des coefficients qui fait que les trois colonnes soient liées.

On développe pour ce vecteur U : R.U — A.U = 0. On bascule de 'autre coté : R.U = A.U.

Et ce n’est pas parce que U est un vecteur non nul qu’il faut, comme le croisement d’un zébu et d’une
limace géante, en déduire R = \.I3. Méme en prétendant invoquer le lemme d’identifiication. Celui ci
réclame un VU alors qu’ici on a juste un 3U.

On transpose : 'U.!R = \.'U.

On multiplie terme & terme (les formats sont compatibles : vecteur ligne fois vecteur colonne donne un réel) :
(‘UIR).(R.U) = 21U.U .

On regroupe les deux matrices du milieu par associativité : ‘U.!R.R.U = A\2.'U.U.

Mais la matrice ' R.R est neutre. Il nous reste ‘U.U = \2.'U.U.

Or, le réel (ou plutét la matrice de taille 1 sur 1) est non nul (de la forme Z(Z’k)Q)-
k=1

On simplifie : A\? = 1.

Et comme )\ est positif, il vaut donc 1.

Normal, quand on a une matrice vérifiant ‘R.R = I3, c’est qu’on a la matrice d’une rotation (ré-
ciproque des résultats d’une des parties précédentes). Et pour une rotation, il y a un vecteur non nul
vérifiant R.U = U (un vecteur de 'axe).

2011/12 [Une histoire de droite et de rotations. ] D.S.8

On prend deux rotations r et p.

On a montré que r et p avaient chacune une matrice R et R'.
On a montré que la matrice d’une rotation vérifiait R~ =! R.
Les deux matrices R et R’ sont donc dans OF.
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Mais Ot est stable par passage a I'inverse. R~! est donc dans O,
Et O est stable par multiplication. Le produit R~.R’ est dans OT.

On a montré que les éléments de O" avaient tous 1 dans leur spectre.
11 existe donc au moins un vecteur non nul U vérifiant R~'.R'.U = U.
On multiplie & gauche par R : R’.U = R.U.

On considére la droite engendrée par ce vecteur U.

La droite image par r est celle engendrée par le vecteur R.U.
La droite image par p est celle engendrée par le vecteur R'.U.
Et ces deux droites sont confondues.

Il y a donc bien une droite qui sous l’effet de chacune des deux rotations arrive au méme endroit.

D.S.8 MPSI2 ( 533 points ] Annee 2011/12 D.S.8
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Charl
D.S.9 Aremagne [ Vendredi 10 février j 2011/2012 D°S'9

2011/12

1
< Q(2) > Donnez une primitive de x — ———— (sous forme logarithmique). 2 p.
<ows s ( g )

<9(3) > Ajustez ¢ pour que la droite (AB) soit paralléle au plan P : A(1,3,4), B(2,2,¢) et P a pour

équation z + 3.y — 2z = 2.
<) > Quantifiez “la famille (a7,%3, ..., u,) est libre” dans I'espace vectoriel (E, +, )

<9@()> Complétez : a” —b" = (a —b) X ... 1ot

2011/12 L NEWTON J D . S . 9

- 1) On se donne cinq complexes non nuls a; & as (cing, c’est généralisable, mais c’est pour que
vous puissiez mener certains calculs sans points de suspension). Pour tout n de Z, on note S, la

5
somme de Newton : S, = Z(ak))" et (pour n positif) o, la fonction symétrique des racines :
k=1
on = Z @i, -Qi, - . . a;, . Rappelez les relations qui lient Sy, o1, S2 et o2 1t )
11<t2<...<ipn
- 2) Simplifiez 01.53 — 02.51 + 3.05.( 3 pe |
Sl 1 0 g1 1 0
. . 1 111 1
- 3) Calculez les déterminants suivants : —. 5 ,= 1S S1 2|, 71 et |2.00 o7 1
2°185 S1’6 2.00 01
Sg Sy S 3.03 02 01

(chaque réponse ne devra au final ne contenir qu’un terme, je vous conseille par exemple pour l'un
d’entre eux la combinaison C; — 01.Cy + 02.03)).

- 4) Montrez pour tout & : (ay)* = 01.(axr)® — o2.(ax)? + 03.ax — 04 + 05.(ak)‘1.
- 5) Trouvez (et prouvez) la formule qui calcule S; & l’aide des 0.S4— pour k de 1 & 5, puis pour

o1 1 0 0 S 1 0 0

N . _ 2.0’2 g1 1 0 . . l SQ Sl 2 0
kdela 4. 2% ) Prouvez alors: S; = 305 o5 o1 1 et simplifiez alss s 5 3|C

4.0’4 g3 g9 g1 S4 53 SQ Sl

- 6) Démontrez aussi les formules & l'ordre 5 (une qui calcule S5 a laide des Sk.o5_p et deux

déterminants) .« p )

- 7) Donnez sans preuve le coefficient du terme général de la matrice dont le déterminant calcule k!.oy,
al’aide des S, pour p de 1 & k (avec des “si ¢ < j et autres). De méme, donnez sans preuve le coefficient
du terme général de la matrice dont le déterminant calcule S; & 'aide des o, pour p de 1 & k.

2011/12 [ TANGENTE j D . S . 9

I- 1) Pour tout n de N*, on va noter u,, la n®®™ solution strictement positive de I’équation tan(z) = =,
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n
dont on va commencer par établir 'existence. On pose alors S,, = Z W On va montrer la con-
U
k=1

vergence de S, (vers un réel étonamment simple). Tracez sommairement (mais proprement... désolé
Benjamin) sur un meéme graphe l'identité et la tangente sur l'intervalle [0, 4.7]. 15 )

I- 2) On définit : f =2 — z.cos(z) — sin(z). Déterminez f'( 1o )

™
I- 3) Etudiez les variations de f sur le segment [n.7,n.m + 5] (noté I,,). Déduisez, sans rien omettre,

ieme

que l’équation tan(x) = x admet une infinité de solutions strictement positives et que la n par
ordre croissant est dans I,, (n’oubliez rien).« s )

I1- 1) Montrez que S est une suite croissante.( 1pe. |
1 1 w2 s 5 2
_ i ) Déduisez : 72.5, < 2 — Tl
II- 3) Montrez que (Sy)n converge.( 1p. ) On notera A sa limite.

I1- 2) Montrez pour tout n de N* :

WV

III- 1) Calculez f et (™) (0) pour tout n de N (distinguez suivant Ia parité). s e )
I1I- 2) Déduisez le développement limité de f au voisinage de 0 & ’ordre 12, )

n 2
IV- 1) Pour tout z de R et tout n de N, on pose : P,(x) = H (1 i 5

k=1 (ur)
(| Py (z)])n est décroissante & partir d’un certain rang (en I'occurrence n > |z|/7).

IV- 2) Déduisez que les suites (|P,(z)]), et (P.(x)), convergent. 5w )

). Montrez que la suite

d—1
V- 1) Soit @ un polynoéme de la forme X% + Z a. X" de racines 7 & rq supposées non nulles. Ex-
k=0
I I
primez alors Z — et pgl CAE a l'aide des ay, puis des Q) (0). 2w )

r
p=1 7P
V- 2) Exprimez alors S,, & I'aide des P7§,k)(0).

VI- 1) On admet que 2. P, (x) converge vers f(z) quand n tend vers I'infini (f admet 0 comme racine
triple, et ensuite, ses racines sont celles des P,, f est une sorte de polynome qu’on factorise par son
infinité de racines... hum hum). On admet qu’on a aussi la convergence des dérivées. Montrez alors :
A =1/10.

2011/12 [ ASYMPTOTIQUE ] D . S . 9

ieme

I- 1) On reprend avec I’équation tan(x) = x d’inconnue z et de n solution positive notée u,,.
T
On a montré : n.wr < U, < N.T+ 5"

On pose d,, = u, — n.w. Montrez que (d,,) est une suite bornée vérifiant “tan(d,,) tend vers I'infini
quand n tend vers U'infini”. Déduisez que (d,,),, converge et donnez sa limite, notée I2EE

I- 2) On pose alors r,, = u,, — n.m — . Montrez que la suite r,, vérifie tan(r,) = ——.( 2 es.
Uy,
s 1 e
I- 3) Déduisez l'existence d’une suite (e,,) de limite nulle vérifiant u, = n.m + 3 nr + - pour tout
nmT o on
n. 2 pt.
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D.S.9 MPSI2 ( 592 points ] Annee 2011/12 D.S.9
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MPSI2
( Correction

] Année 2011/2012

2011/12 [Questions de cours. ] D.S.9
1

\/ 2

Sur R tout entier, application x — a pour primitive

Une famille (@7, @3, ...,,) est libre si et seulement si
V(Oél,...70[p)ERp, ((aliﬁ—l—ag@—l——i—apﬁ’p:ﬁ) = (alz...:ap:()))

La droite (AB) est paralléle au plan si et seulement si le vecteur AB est orthogonal au vecteur normal
au plan. Ici, le vecteur AB a pour composantes 1, —1 et ¢ — 4 tandis que le vecteur normal a pour

composantes 1, 3 et —1. On aboutit &

On pouvait aussi demander a ce que la famille formée par AB et deux vecteurs directeurs du plan soit
liée, ce qui se traduit par la nullité du déterminant. Méme résultat en remplacant le déterminant par
produit scalaire avec un produit vectoriel.

On pouvait aussi demander & ce que le systéme droiteNplan n’ait pas de solution. On va devoir annuler
son déterminant. Méme calcul.

La factorisation | a”—b7 = (a—b).(a6+a5.b+a4.b2—|—a3.b3+a2.b4+a.b5—|—b6) est issue de la série
géométrique. Elle est valable dans tout anneau commutatif.

2011/12 {Premiéres relations. ]

On connait bien la relation (0'1)2 = S5 + 2.09 (on développe (a1 + ...+ as)? en somme des carrés et
doubles produits).
Et on a aussi 07 = S7 évidemment.

2 _ 2 _ 2
_ (a1—|—...+a5) 2(0,1) (a5) . ot

S 1
Sy 51

g1 1
2.0’2 g1

1
On calcule les déterminants : 3 ’

(01)2 - 2.(72 = SQ

On effectue 'autre calcul proposé : 1.5 — 02.51 + 3.03.

Quand on développe (a1 + ...+ as).((a1)? + ... + (a1)?) on a la somme des cubes (c’est Ss) et des
termes sur le modéle a;.(a;)? avec i différent de j.

On développe aussi : 02.57 = (a1.a2 + ... + ag.a5).(a; + ... + a5), On a donc proprement

n
(Zai.aj)(Zak). Il y a deux types de termes : quand k est égal & i ou j, on a des a;.(a;)%
Ilsl ifi)nt partirkz;vlec ceux de 01.55. Et puis il y a ceux ou k est différent de 7 et j. On a alors des termes
de o3. Mais chacun peut intervenir trois fois : k <7, i <k <joui<j<k.
On a donc 05.51 = Z(ai)z.aj + 3.03.

i#]
Au final, on a’al.Sg —09.51+ 3.03 =53 ‘
Pour ceux qui manquent de conviction : (a+b+c).(a® +b% +c?) — (a.b+a.c+b.c).(a+b+c) +3.a.b.c =
a’ + b3 + 3.
Et pour qui a vraiment du mal, on peut aussi développer (a +b+c+d).(a® +b* +c +d?), (a.b+a.c+ a.d+
be+bd+cd).(a+b+c+d) et 3.(a.b.c+ a.b.d + a.c.d+ b.c.d) et regarder ce qu’il reste.
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St 1 0
On attaque ensuite le déterminant — | Sy S7 2 |. On peut le développer brutalement, et remplacer
S3 Sy Sy
ce qu'on peut : S1.((S1)? — 2.95) — S5.51 + 2.53 donne toutes simplifications faites S3 (en utilisant Ia
formule de la question précédente).
Mais on peut aussi faire la bonne combinaison : C; regoit C; —o1.Cs+02.C5. Le déterminant ne change

0 1 0
pas, mais la matrice dont on calcule le déterminant est alors 0 S1 2 ].On a tout intérét a
3.0’3 SQ Sl
. X ‘s 1 0 s
développer par rapport & la premiére colonne. Il ne reste que 3.03 avec cofacteur S, 2 ce qui fait
3.03.
1 St 1 0
Quitte a diviser : | =[Sy S1 2 | =03
Olsy 50 &

Pour ce qui est du dernier déterminant, on va tenter une combinaison avec des S}, comme coefficients
pour effacer ce qu'on peut en premiére colonne (ah zut se dit I’éléve qui a tout développé, croyant que
c’était un devoir en amphi 21 et qui a été tout fier de trouver une réponse aprés un calcul dément de deux
pages que seul le premier de classe en physique sait conduire).

o1 1 0 0 1 0
209 o1 1]|=]0 o 1]|parC; < Cy—51.Cq+55.C5, avec 3.03 —09.51 + 1.5 dans le
3.03 0o 01 ... 02 01
role des trois petits points. Et cette quantité n’est autre que Ss.
. N . 1
On développe ce déterminant par rapport & sa premiére colonne. Il reste S3 avec le cofacteur o 1l
1
ce qui donne Sj3.
Sl 1 0 g1 1 0
. 1 1
Bilan :|-. 5 1 =09, = Sy S1 2 | =o3, 71 1 =S5et |2.00 01 1|= Sg.
2185 S 6 2.09 01
S3 Sy Si 3.03 02 01

2011/12 [La formule avec des puissances quatriémes et les déterminants de taille 4. ] D.S.9

On doit étudier (ak)4 et Ul.(ak)?’ —02.(ak)2+03.ak —04 +a5.(ak)71. La encore, pas de calcul idiot (pléonasme 7).
On rappelle que le polynéme (X —ay).(X —as) ... (X —as) se développe en X°—01. X4 +09.X3—.. . —05
(dans la mesure ou o5 est juste le produit des racines). Il a pour racines les a. Il est donc nul pour chaque
Q.

Pour un k£ donné, on a donc : (ak)E’ — 01.(ak)4 + @.(ak) — ... — 05 = 0. On isole (ay)?, il vaut
o1.(ag)* — o2.(ag)? + 03.(ar)? — 04.ax + 05. On divise par az qui est non nul par hypothése. On a
I’égalité demandée.

3

(a1)4 = 01.(a1)3 —... —04 +05/a1
(a2)4 = 0'1.(&2)3 —... —0y +0’5/CL2
On écrit ces égalités pour k£ de 1 & 5 et on somme : e = e . .
(a5)4 = 01.(a5)3 — ... —04 —|—O'5/CL5
54 = 0'1.53 — ... 75.0’4 +O’5.S_1

Le nombre S; n’est autre que la somme des inverses des racines. Et finalement Sy est égal 4 5 (somme
des (ax)°).

5
Proprement ou non : | .Sy = Z(—l)”l.ai.&l_i = 01.93—09.59+03.51—5.04+05.5_1
=1

Mais on nous demande de faire mieux. Il faut s’arréter avant les indices négatifs.
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1 1 1 A2.03.04.05 + ...+ Q1.02.03.04 04

Oncalcule S.; = — + —+ ...+ — = —.
ay as as ai.ag . ..0as 05
04 . . . . . . . PN
Le terme o5.— se simplifie et donne un o4 qui se simplifie un peu avec les cinq qui précédent.
05

On trouve 84 = 0'1.83 — O'Q.SQ + 0'3.51 —4.04
Cette formule généralise les précédentes : S3 = 01.99 — 02.51 + 3.03 et Sy = 01.51 — 2.09, et
augure des suivantes (les formules de Newton).

o1 1 0 0 0 1 0 0
) . 2092 o0 1 0] _ 0 o4 1 O

On passe au déterminant : 305 o0 o1 1| |0 o9 oy 1 en remplacant C'; par
4.0’4 o3 09 01 ... O3 09 01

C1 — 51.Cy 4+ S5.C3 — S3.CY. Le terme en ligne 4 colonne 1 est égal & 4.04 — S1.03 + Sa.00 — S3.01
(les autres termes de la colonne 1 sont partis par les formules de Newton). Il vaut donc —Sy. Tiens, un signe
moins !

On développe par rapport a la premiére colonne. Cet unique terme est en position impaire, son cofac-
teur a donc un signe moins. Les deux signes moins se simplifient. Le cofacteur est ensuite le déterminant
d’une matrice triangulaire de termes diagonaux égaux a 1, il vaut 1 (arrétez de me demander si on a le
droit d’utiliser que le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diagonaux, on
I’a prouvé dés le début du cours sur les déterminants...).

On a un autre déterminant a calculer. La aussi sans gros calcul. Mais je suis sir que ceux et celles d’entre vous
que je veux soutenir, pousser, hisser auront calculé, calculé, calculé. Juste parce que en Terminale, ¢a marchait
encore pour marquer quelques points précieux. Ou parce que c’est rassurant de rester le nez collé & la feuille
avec un gros calcul a conduire... Et ¢ca me désespére. Je veux faire de vous des gens intelligents, programme
plus vaste que de faire de vous des machins et machines a calculer.

On le regarde et on fait une combinaison & l’aide des formules de Newton :

S 1 0 0 0 1 0 0
Sy S1 2 0] 0 S1 2 0 .. B o <
S Sy, S 3| 0 S, S 3 par la combinaison C] — 01.Cq + 05.C5 — 03.C4 a la
S4 53 SQ 51 —4.0’4 Sg SQ Sl
place de (4.
On développe par rapport & la premiére colonne. On a encore deux signes moins qui se compensent.
1 0 0
Et un cofacteur égal &4 |S1 2 0] qui vaut 3!. Avec le facteur 4 et la division par 4! tout se simplifie...
Sy S1 3

2011/12 | (Passage  la taille 5. ) D.S.9

La formule de Newton est ici S5 = 01.54 — 09.53 + 03.59 — 04.51 + 5.05.

Comment I’a-t-on ? On écrivant que chaque ay, est solution de I'équation X° = 01. X% —09. X3 +05. X2 —
04.X + 05 (issue de (X —a1).(X —a2)...(X —as)). 1 n’y a plus qu’a sommer.

Avec de bonnes combinaisons, on montre

S 1 0 0 0 o1 1 0 0 O

1 SQ Sl 2 0 0 2.02 g1 1 0 0

05 = 5 53 SQ Sl 3 0|et S5 = 3.0’3 g9 01 1 0

: 54 S3 SQ Sl 4 4.0'4 o3 09 01 1

55 54 Sg SQ Sl 5.0’5 o4 03 02 01
E 2011/12 ) [Formules générales. ] E D.S.9 j
On peut écrire les formules de Newton, tant qu’elles sont cohérentes (c’est a dire tant que les oy ex-
istent) : S, = 01.S,_1 — 02.8,_2 +03.5,-3 — ... + (=1)".0,_1.51 + (=1)""t.n.0,, qu’on résume en

90



n
S, = E (fl)kH.Jk.Sn_k avec la convention qui n’en est méme pas une : So = n.

k=1
Au fait, serait il aussi cohérent de décider pour uniformiser : co = 17

Pour ce qui est des déterminants...
Le terme général de la matrice dont le déterminant va calculer o, est (en ligne ¢ colonne k :

{Sik+1 sik <1

7 sik=14+1 | il faudra ensuite diviser par n!. On remplit bien des lignes avec des
0 sik>i+1
[Sk,Sk—1,-..,51,k,0,...0].

1 0 0
io;  sik=1 o1
‘ lek<i 2.09 o1 1 0
Pour 'autre sens, Tk’”l :i 3 i ; _:f pour avoir | 3.03 02 o1 ... O
0 sik>i+1 '
k.o, Opn—1 Op—2 ... 01

On ne pose pas souvent ce genre d’exercice dans les concours : définir le terme général pour que la
matrice donne ce que vous devinez dans la version avec des points de suspension. Je trouve pourtant
ceci trés formateur. Et je suis persuadé qu’on finira par en croiser dans les concours.

[ 2011/12 j [L’équation tan(z) = x. J [ D.S.9 j

En soi, cette équation n’a aucun intérét. Mais elle nous permet de faire des exercices ot I'on teste si les éléves

ont la bonne approche des mathématiques : une approche visuelle et non a base de formules.

On trace le graphe de I’identité : la premiére bissectrice.

Oun trace le graphe de la tangente, avec ses tangentes verticales en 7/2, en 3.7/2 en 5.71/2 et ainsi de
suite.

On comprend alors que les deux graphes vont se couper a chaque asymptote verticale.

II ne reste qu’a le prouver de maniére froide et séche, pour passer du “on voit que” au “on démontre que”.

sin(x
On introduit donc l'application différence. Ou plutdt “produit en croix”. L’équation (( ; = x se
cos(x

rameéne (au domaine prés) a x.cos(x) = sin(x) c’est a dire x. cos(z) — sin(z) = 0.

On définit donc f et on la dérive : f' = 2 — —x.sin(z). Sur [0, +00[, son signe est donc celui du sinus.
Sur lintervalle I,, (égal & [n.7,n.m + 7/2], la dérivée f’ est du signe de (—1)"*1. f est donc d’ores et
déja strictement monotone. On va distinguer les cas.

e Pour n pair, f est décroissante sur l'intervalle I,, (et continue). En n.mw elle est positive (égale a n.m)

s . . . s

et en n.w + 57 elle vaut —1. Le théoréme de ’homéomorphisme garantit l’existence et l'unicité d’une
solution & ’équation f(x) = 0 d’inconnue x.

e Pour n impair, f est croissante sur I,, (et continue). En n.w elle est négative (égale & —n.7w) et en
n.m 4+ —, elle vaut 1. Le théoréme de ’homéomorphisme donne existence et unicité d’une solution &
Péquation f(z) = 0.

On fait usage du théoréme de ’homéomorphisme. C’est le théoréme que vous appelez en Terminale “théoréme

de la bijection”. On en cite les hypothéses : continuité, stricte monotonie par signe de la dérivée et intervalle.
L’absence du mot intervalle sera sanctionnée.

On a donc une solution et une seule sur chaque I,,. Reste & préciser que la réunion des I,, ne fait pas
. m .
encore |0, +0o|. Il nous manque tous les intervalles de la forme [n.m + —, (n + 1).7]. Mais sur chacun

de ces intervalles, la tangente est négative. Et ’'identité est positive. Il ne peut donc pas y avoir de
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solution & I’équation tan(z) = x d’inconnue réelle x.

Encore fallait il le préciser pour ne pas se retrouver avec des solutions qui se glisseraient entre les solutions
déja trouvées et en perturberaient le décompte. Je me prépare déja, en tapant ce corrigé, a sanctionner ceux
qui auront oublié cet argument. Mais je sens aussi venir qu’il faudra déja que je sois heureux que la premiére
partie du raisonnement soit conduite proprement et sans faille.

On a donc des solutions, qu’on peut ordonner, et méme cerner : 0 < n.w < u, < nN.7 + g
Par le théoréme des gendarmes (ou du gendarme), la suite u tend vers I’infini positif.

2011/12 ] [tasere 5, = ), ol )

La croissance de S est liée a la seule positivité de u. Et pas a sa croissance.

1

(Unt1)?
somme (il n’y a pas de télescopage la dessous). Cette différence est positive pour tout n. La suite S croit.
On va la majorer.

En effet, pour n donné, on calcule | S, 1 — S, = par simple définition de ce qu’est une

On écrit (u,)? > n?.7% pour commencer (par positivité, 'élévation au carré ne change pas le sens des

1 1 1
inégalités). On divise, on soustrait : (u,)? > 7r2.<n2 - Z) = 7r2.(n — 5)(71 + 5)
On passe aux inverses (tout est positif). On décompose ensuite en éléments simples

(n+1/2).(n —1/2 I T

On rédige dans le sens “de ce qu’on sait vers ce qu’on cherche”. Méme si on a cherché en partant a rebours de
ce qu’on cherchait.

I «— 1 1
On somme de 1 an: S, < — Z —T - 71 Cette fois, la somme est télescopique. Et il reste
Ti=mk—= k4=
2 2
1 2
1/2 2n+1

On veut une suite croissante majorée. Il nous faut donc un vrai majorant. Or, 2 — n’est pas un majo-

2n+1
rant, puisque c’est une suite...

On doit majorer encore, par 2.

La suite réelle (S, ), est croissante, majorée. Elle converge vers son plus petit majorant.

Je vous rappelle qu’a partir de cette année, on attend de vous tous les mots du théoréme : “suite réelle croissante
majorée” et “convergence vers son plus petit majorant”.

On ne connait pas encore la limite de la série “somme des inverses des carrés”. Mais ¢a va venir.

2011/12 [Les dérivées successives de f. ] D.S.9

Déja, la dérivée premiére est simple : & — —z. sin(x). C’est sur elle qu’on va travailler. On va utiliser
la formule de Leibniz pour dériver ce produit. Mais attention, la formule de Leibniz s’écrit & 1’étage
des fonction, alors, pas de (z.sin(z))’ ou autres z(™).

On écrit donc : f/ = —Id.sin et on dérive n — 1 fois (tout est C°°). Les dérivées successives de Id
seffacent trés vite : £ = —Id.sin™ ™Y —(n — 1).1.sin™? (pour n plus grand que 1).

On revient a des z : f(™(x) = —x.sin (3: + (n — 1)%) + (1 —n).sin (x + (n — 2)%)

Ce qu’il ne faut pas oublier : rédiger a I’étage des fonctions, et surtout, éviter la récurrence. Ce n’est
pas parce qu’il y a un n dans la formule qu’il faut nécessairement mener une récurrence...
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On fait ensuite un calcul en 0. Le premier terme s’efface. Et le second donne un “clignotant” :
(1 —n).sin((n — 2).7/2) qu’on écrit méme (n — 1).sin(n.7/2) par le déphasage classique.

Le plus simple pour décrire le phénoméne est de distinguer suivant la parité de n : pour n pair, on a
0. Sinon, on a n — 1 au signe prés :

(n mod 470] 1 [2] 3
~ 0 01 olin

la dérivée onziéme).

} de liste [0,0,0,-2,0,4,—6,0,8,0,—10,...] (on en est a

On déduit aisément le développement limité d’ordre 12 comme demandé, en prétendant avoir écrit
13 pt=1

la formule de Taylor avec reste intégrale et en dégradant le reste 1 (1 — )2, 33 (t.2).dt par
* Ji=0
2 12
majoration : f(0+ z) = f(0) +z.f'(0) + %.f” 0)...+ %.f(u)(O) + o(x'?) quand z tend vers 0 (le

o(x'?) est de la forme x'2.p(x) avec ¢(z) qui réussit encore & tendre vers 0 quand z tend vers 0.

On remplace par les valeurs trouvées :
2 2 627 8z° 10.2M

f@) ==5 45~ o ~

2011/12 [Une suite de polynomes. j D.S.9
n 2

T
On pose donc P,(z) = H (1 — W> pour tout x et tout n. Il n’y a aucun probléme d’existence.
ug

+ O(xlz) quand zx tend vers 0

k=1
Pour étudier la monotonie, on calcule la différence entre deux termes consécutifs | P, 41(x)| — |Pn()|.
n 2 2
On y factorise le produit |P,(z)| = ‘ H (1 - %)’ et il reste ‘1 — xiz — 1 c’est a dire
bt (ur) (tn+1)

—2%/(un11)?. Ce terme est négatif. Le terme factorisé devant est positif. Le produit est négatif. La
différence |P,,41(z) — P, ()| est négative.

La suite décroit.

Ah non! Il y a un probléme. La valeur absolue partait elle ? Si le terme z*/(un+1)? est plus grand que 1, elle

ne part pas, et on a — 2 dont le signe est plus incertain.

(un+1)
Mais pour n plus grand que |x|/7, w1 est plus grand que n.w (propriété de la suite) et donc plus grand
|x‘ P . 2 2 332 1‘2
que — .. Par passage au carré, on a bien (u,11)* 2 |z]°et |1 - ——|=1— —.
T " g (Un+1)? (Un+1)?

La suite (|P,(x)|) est donc décroissante & partir d’'un certain rang, minorée par 0 (il s'agit de valeurs
absolues). Elle converge. Mais on ne connait pas la valeur de sa limite (plus grand minorant).

La convergence se transmet elle forcément a la suite (P (z))n ?

Pas forcément, j'en veux pour preuve le contre-exemple universel ((—1)")y.

Il nous faut affirmer que la suite (P, (x)), est de signe constant & partir d’un certain rang?

Lequel ? Le méme. En effet, pour n plus grand que |z|/7, chaque nouveau facteur (1 — 22 /(u,)?) est
positif, et le produit reste de méme signe.

Si 'on note N le rang [|z|/7] + 1, le signe de P, (x) reste celui de Py(x) & prtir du rang N.

La suite des valeurs absolues converge et la suite est de signe constant & partir d’un certain rang. Elle
converge vers la méme limite que (| P, (z)|) ou vers son opposé.

2011/12 [Relations coefficients racines sur un polynéme Q. ] D.S.9

On prend donc un polynéme @ et on identifie une fois de plus le polynéme développé X +aq_;. X4 1+
...+ ap et sous forme factorisée (X —r1)... (X — rq) (méme degré, méme terme dominant).
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On sait que ag est au signe prés (et encore...) le produit des racines, que —ag_1 est la somme des
racines.

1 1 Odq—
On réduit la premiére somme — + ... + — au dénominateur commun. C’est -t (en degré 4 :
1 Td 0d
1 1 (05}
abetabdtaecdt b.c.d). On a donc — + ...+ — = —— (les signes moins ne se compensent pas
a.b.c.d 1 T4 Qo
totalement).

Quitte & identifier le polynéme avec son développement de Taylor, ou a calculer en 0, on a méme
1 I o QN0

On peut aussi prendre le polynéme renversé ag. X% + 1. X4 ' + ...+ ag_1.X + 1, de racines 1/ry a 1/rp, et
dont la somme des racines se retrouve aisément.

On passe aux carrés des inverses des racines.

Dans

(Ti)Q +...+ ﬁ, le dénominateur est déja (ag)? (ou (—ao)?, mais ¢a ne change pas grand chose).
Le numérateur est la somme des d termes de la forme (1 ...75_1.7%11...74)%. On y accéde en élevant
au carré la somme des 71 ...75—1.7%+1 - . - 7. On retrouve notre terme, mais aussi des double-produits
du type (r1...7p—1.7p41...7a).(T1 ... Tg—1.7q+1 . .. Tq) avec p différent de g.

dans un tel terme, on factorise la partie commune avec tous les termes, et il reste un produit ou il
manque 7, et rq :

(ri...mp_1.rpg1 - Ta)(r1. . rgo1.rg41 - 1a) = (1o 7q). (71 .. Tp_1.Tps1 .- Tg—1.Tgt1---Tn)

On factorise 71 ...74 (appelé o4) et on a un terme de la somme o4_5. Quand on somme, on retrouve
donc 04.04_2.

1 1
Le numérateur de —— + ...+ —— est donc (04_1)% — 2.04.04_2.

(701)2 (’f‘d)2
On résume : L +...4+ 1 — (Ud—1)2 — 2.04.04_9
| (r)? (rq)? (04)2

On accéde & cette formule aussi avec la somme des carrés des racines du polynéme . X% +a1. X471 +
oot ago1. X + 1.

L (@0)-Q0).Q°(0)

1
En prenant les valeurs en 0 : —— +...+

(r1)? (ra)? (Q(0))?
Comme les uy sont les racines du polynéme P, (pour k de 1 a n), de méme que les —ug, on peut
utiliser la formule précédente sur la somme des carrés des inverses des racines : )2 + ..+ OSE =
U Unp,
1 (P,(0))* = P,(0).P,”(0)
2 (Pn(0))?
2011/12 [Calcul de la somme ). ] D.S.9
On a preque fini. Il ne reste plus qu’a passer a la limite dans la formule écrite ci dessus.
2
On note ¢ la fonction obtenue & la limite. Abusivement : () = H (1 - (x )2) au sens de
U
1<k
too 2 +oo / 2 i
x 1 ©'(0)” — ¢(0).¢7(0)
x) = (1——).Onadonc — == .
e =110 2wy (07

Mais comment calculer sans effort les dérivées de ¢ en 07
Ce sont les coefficients du développement limité de ¢ en 0.
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5 2% 627  82° 10zl
Or, on a le développement limité de f en 0 : f(x) = —% + g—o - ;; + 93; — 116!
divise par 3 :

fl)y 1 2 6a* 8af 7
S - 3ta w Togr ol
On extrait la valeur en 0 : —1/3 et les dérivées attendues.

On trouve bien que la somme | A vaut 1/10

C’est surprenant qu’une équation mélant tangente et fonction identité, avec une infinité de racines finisse par
donner une somme rationnelle.

o(z'%). On

D.S.9 MPSI2 [ 592 points J Année 2011/12 D.S.9
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D.S.10 || emee [ Vendredi 9 mars J D.S.10
2011/2012
2011/12 L ALGEBRE J D . S . ]_ O

II- 1) Soient A et B deux matrices réelles carrées de taille 3 sur 3. On définit ¢ = M — A.M — M.B.
Montrez que ¢ est linéaire de M3(R) dans lui méme.[ =5 )

II- 2) Déterminez ¢ o @.( 1o )

III- 1) Montrez que A — det(A — A.I3) est une fonction polynome de degré 3 dont vous exprimerez
les coefficients & ’aide des traces et déterminants de A et Com(A) et que 'on notera xa (polynéme
caractéristique de A).( > s ) Pour la suite, on écrira xa(\) = =A% +7.0% — A 4 800

ITI- 2) Qu’a-t-on méme prouvé dans le D.S.9 sur x4(A)? (1o

ITI- 3) Montrez que A et A ot le méme polynome caractéristique.

I1I- 4) Montrez que x4 admet au moins une racine réelle \y. Déduisez alors qu’il existe au moins un
vecteur Uy non nul, de taille 3 vérifiant A.Uy = /\o-Uo-

IV- 1) On suppose pour cette partie que x4 et xp ont une racine commune \y. Montrez qu’il existe
deux vecteurs Uy et Vy non nuls, de taille 3 vérifiant A.Uy = X\g.Ug et 'B.Uy = )\O.UO.

IV- 2) Quel est le format de Up.'Vj ? Calculez son image par ¢ et déduisez que ¢ n’est pas
injective.

V- 1) On suppose pour cette partie que  n’est pas injective. Montrez qu’il existe au moins une matrice
My non nulle vérifiant o(My) = O3x3 (matrice nulle de taille 3).
V- 2) Montrez alors A™.My = My.B™ pour n de 0 & ST
V- 3) Calculez alors Mo.(B* — 7.B* + p.B — 0.I3) e )
V- 4) Déduisez det(B* — 7.B* 4+ p.B — §.I3) = 0 o)
V- 5) Déduisez que x4 et xp ont une racine commune.
86 points 86 points

2011/12 [ CLASSIQUE ] _) . S . ]_ O

On va regarder le cas d’une suite un+1 = f(uy) avec f lipschitzienne de rapport 1. On ne peut pas appliquer

le théoréme du point fixe (on a besoin d’un rapport strictement plus petit que 1). On va quand méme étudier
la vitesse de convergence vers le point fixe, a I'aide du développement limité en ce point. On va le faire sur un
exemple, autre que tun+1 = sin(un) ou unt+1 = In(1 + u,) que certains auront eu en colle.

On définit ici la suite (u,) (n’oubliez pas les parenthéses) par ug = 7/2 et up4+1 = In(1 + sin(u,)) pour
tout n.

< #(10) > Etudiez lapplication © — In(1 + sin(z)) (notée f) sur | — 7/2,7/2], en particulier sa
position par rapport a la premiére bissectrice.

< &(11) > Donnez le développement limité d’ordre 2 de f en 0, sous la forme f(0+ h) = a + b.h +
c.h? + h*.p(h) ot ¢ est une application de limite nulle en 0.2 )

< &(12) > Montrez que la suite (u,,) existe bien, est positive, décroissante.

< #(13) > Concluez sur sa convergence et sa limite.

< #&(14) > On pose alors v, = LI i Montrez que la suite v tend vers 1/2 & l’inﬁni.

Un+1 Unp,
n—1

1
15 Déduisez la limite de — [ 1ot
< #&(15) > éduisez la limite enkz_ovk
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2
< #(16) > Concluez : u, est équivalent & — quand n tend vers 'infini.[ 2% )

13 poins) " 13 poigts
2011/12 [ REPRESENTATION ] _) . b . ]_

On va montrer que tout réel de ]1,2] peut se représenter comme “produit infini” a laide de suites
d’entiers ayant une propriété de croissance rapide.

On pose donc I =|1,2] et CR I’ensemble des suites (p,) de N dans N vérifiant py > 2 et p,11 = (pn)?
pour tout n.

<(16) > Explicitez 'exposant a,, dans la formule suivante : Vn, p, > (po)*" pour p dans CR.( 25 )

< &(17) > Montrez par récurrence sur n : Vn € N,Va €]0,1[, (1 — «). H(l + a(Qk)) ST

n
I 1
< ¢(18) > On prend p dans C'R et on définit pour tout n : u, = | I (1 + —) Montrez que la suite
k=0
u converge vers un réel de I qu’on notera r(p).[ s pr.

. t
< $(19) > Montrez que pg est égal a L(;gsz (on pourra utiliser 'application ¢ — m)

< &(3) > En guise de réciproque. On se donne x dans I. On pose alors pg = {Ll] . Montrez que pg

est un entier supérieur ou égal a 2. ze )

- 1 1
< &(4) > On pose alors ug = (1 + —) Montrez : 0 <  — ug < ﬁ On pose alors
Po Po-(Po —
1
p1 = [ } puis uy; = uo.(l + —) Montrez que p; est un entier, plus grand que (pg)2. s .
T — Ug P1

< &(5) > Montrez que [ ] définit un entier plus grand que (p1)?{ s »v.

T — U
n

. 1
< &(6) > Montrez l’existence d’une suite (p,) dans CR telle que la suite (H (1 + —)) converge

k=0 Pk
vers x.

D.S.10 I MPSI2 ( 648 points ] Année 2011/12 D.S.10
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 | (Lapplication M — AM — M.B. ) D.S.10

On vérifie déja l'existence. Pour M matrice carrée de taille 3, on peut effectuer les produits A.M et
M.B, on trouve deux matrices de taille 3 sur 3 qu’on peut additionner ou soustraire.

Ensuite, on compare A\.o(M)+p.o(N) et o A.M~+u.N). Iy a égalité (c’est A.(A.M+u.N)—(A.M+u.N).B
par simple calcul algébrique).

On termine en calculant ¢(p(M))et en n’inventant surtout pas de fausse commutativité : g o p =
M — A?2 - 2.A.M.B + M.B2.
Et on évite les confusions entre p(o(M)) et (o(M))2.

2011/12 [Polyn()me caractéristique d’une matrice carrée A de taille 3. j D.S.10
al = ;

A a? ay
On effectue le calcul de | ai a2 —X a3 | et on trouve —A\% + 702 — u A + § avec 7 =
1 2 3 _ by
as as as

al + a3 + a3 = Tr(A), 7 = a}.a3 — a}.a} + at.a3 — a3.a} + a3.a3 — a3.a3 = Tr(Com(A)) et enfin

0 = det(A) (obtenu dans le cas A = 0).

On a montré dans le D.S.9. par un calcul (pour Uinstant brutal) : A% — Tr(A).A? + Tr(Com(A)).A —
det(A).I3 = 03x3 pour toute matrice A de taille 3 sur 3. C’est la généralisation en taille 3 de notre
formule A% — Tr(A).A + det(A).Iy = Oaxa (pour les matrices de taille 2) qui porte le nom de théoréme
de Cayley-Hamilton.

On compare x4 et xc4? On sait que A et *A ont méme trace et méme déterminant. On compare

ensuite le terme al.a3 — a?.a} + al.a3 — af.a} + a3.a3 — a3.a%. Tout passe bien.

Mais non! Il y a tellement plus simple : det(*A — X.I3) coincide avec det(*A — X.'I3) puis avec
det(A — A\.I3) par la propriété det(*M) = det(M) établie dans le cours.

On a un polynéme de degré 3. Il tend vers —oo en +oo et vice versa. On peut appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires. Le polynome (continu) admet au moins une racine réelle.

11 se peut qu'’il y ait trois racines. Qu deux racines... dont une double.
Un polynéme de degré 3 ne peut ensuite pas avoir plus de trois racines...

Que dire ensuite du fait qu’on ait det(A — Ag.I3) = 0 pour )¢ racine du polynoéme caractéristique de
A? Le déterminant nul! La matrice n’est pas inversible. J’en déduis qu’il existe au moins un vecteur
dans le “noyau”. D’ou sort il 7 Mais c’est du cours !

Si det(M) est nul, les vecteurs colonne Cy a C,, forment une famille liée par une relation non triviale du type
a1.C1+ ...+ ay.Cp, = 0,. Mais alors par calcul composante par composante, le produit M.U est nul, ou U est
le vecteur de composantes o a .

La relation (A — X\g.I3).Uy = 03 donne vite A.Uy — Ag.Uy = Ospar distributivité puis A.Uy = Ag.Up.
Seuls les idiots ont alors la prétention de simplifier par Uy. Un vecteur n’a pas d’inverse...

2011/12 [Quand XA et xp ont une racine commune. ] D.S.10

On note donc Ag la matrice commune. De x4 (A\g) = 0 on déduit existence d’un Uy non nul vérifiant
AUy = X Up.
De x5(Xo) = 0, on déduit x(:5)(Ao) = 0, puis I'existence d'un vecteur non nul Vy (un autre que Uy en

98



général) vérifiant !B.Vy = \.Vy (en prenant ‘B a la place de A).

On effectue ensuite le produit d’un vecteur colonne par un vecteur ligne. Qu’obtient on ? Une matrice
<a1> <a1.ﬁ1 a1.32 Ollﬂ3>

carrée : [ az | . (B1 B2 B3)=| a2.1 2.3 2.03

as az.f1 asz.fB2 a3.03
Ensuite, surtout, on évite de rester a I’étage des coefficients, on est vendredi, pas jeudi ou mercredi ni mardi.
On calcule avec efficacité et intelligence. On multiplie : A.Mg = A.Ug.tVy = M. Ug.t Vo = Xg. M.
On continue : M()B = Uo.tVO.B = Uo.t%.t(tB) = Ug.t(tB.Vo) = Uo.t(/\Q.VQ) = Ao.Uo.tVO = )\0.M0 (on
a utilisé 'C.'D =" (D.C) et *(A.V) = \.'V et *(*P) = P).
On soustrait : (p(MQ) = AMO — M()B = )\O.M() — )\O.M() = 03><3.
On a une matrice non nulle My vérifiant ¢(My) = O3x3 mais on a aussi ¢©(03x3) = 03x3. On a donc
deux matrices différentes ayant la méme image.
 n’est pas injective.
Je ne peux rien faire pour celles et ceux qui face a ces questions en sont encore a dire ‘U'injectivité, au fait,
c’est quoi ?”. Rappelons qu’il y a un cours et qu’on en apprend les définitions...

2011/12 [En guise de réciproque, on part cette fois de "¢ non injective. ) D.S.10

Si ¢ n’est pas injective, il existe deux matrices différentes M et N ayant la méme image . Mais alors,
par linéarité, on a ¢(M — N) = p(M) — ¢(N) = 03x3. La matrice M — N est dans le noyau de ¢.
On retrouve I’équivalence “injective si et seulement si noyau réduit au seul vecteur nul”.

On traduit : A.My — My.B = 03x3. C’est la relation A™. My = My.B™ pour n égal & 1.

Pour n nul, c’est simple, c’est Is.M = M.I3.

On calcule alors aussi : A2.My = A.(A.My) = A.(My.B) = (A.My).B = (My.B).B = My.B>.

On recommence : A%. My = A.(A2.My) = A.(My.B?) = (A.My).B? = (My.B).B? = My.B? et on fait
le méme type de calcul pour A*. My = My.B* si on nous le demande.

Et hop, une récurrence! Ah non, tiens, on ne nous le demande pas. Pour une fois qu’on aurat u gagner des
points simplement...

On distribue alors et on échange les A en B :
(A3 — 7. A% + 1. A — 0.13).My = A3. My — 7.A%. My + . A. My — 6.My donne ensuite My.B3 — 7.My.A? +
p.Mo.B—6. Mg puis My.(B3—7.A%+u.B—4§.13). Cette matrice qu’on nous demande de calculer est nulle.

On ne passe pas brutalement de My.(B* — 7.A% + p.B — 6.13) = 0343 a des informations sur B. Par
exemple, on ne simplifie pas par My sous le seul prétexte de “elle est non nulle”. Ce dont on aurait
besoin, c’est de M inversible. Et c¢’est quand méme plus exigeant. On ne passe pas non plus au déter-
minant. M non nulle a le droit d’étre de rang 1 ou 2, et d’étre alors non iversible. Par exemple la
matrice Uy."Vy n’est que de rang 1.

Mais effectuons ici un petit raisonnement par I’absurde.

Si B — 17.A%2 + u.B — 6.I3 était inversible, alors, en multipliant & droite par son inverse, on aurait
Mgy = 033, ce qui n’est pas le cas. On a donc quand méme déja B — 7.A% + u.B — 6.1 non inversible.

On note que la relation P.QQ = 0, xm conduit juste & “au moins une des deux n’est pas inversible”.

Comme la matrice n’est pas inversible, son déterminant est nul. C’est méme une équivalence...

On prend le polynéme X2 — 7.X2 + p.X — 6 et on le factorise dans C, 14 oi1 on est str qu’il admet
trois racines : (X — A1).(X — A2).(X — A3) (une racine réelle, puis un trinéme du second degré qu’on
factorise dans C).

On peut alors écrire : B3 — 7.B? + u.B — 0.I3 = (B — A\1.13).(B — \2.13).(B — )\3.13) (développer, les B
et puissauces de B commutent).
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On a alors : det ((B — A1.I3).(B — Ag.I3).(B — A3.13)) = 0 puis det(B — A1.I3). det(B — Ag.13). det(B —
As.I3) = 0 car lapplication déterminant est un morphisme multiplicatif.

On est & présent dans C avec trois complexes. Cette fois, on dispose de l'intégrité, et on déduit que
det(B — Ap.I3) est nul pour un p de 1 & 3.

Avec det(B — A,.I3) = 0, on arrive & B — \,,.I3 non inversible et surtout, on reconnait xz(A,) = 0.
Le complexe A, est racine a la fois de x4 et xp.

On a établi une équivalence :
(M — A.M — M.A) injective si et seulement si x4 et yp ont une racine commune
par contraposée.

[ 2011/12 ] [L’application x — In(1 + sin(x)). ] [ D.S.10
L’application ¢ — In(1 + sin(¢)) est définie sur | — 7/2,7/2] et méme sur | — 7/2,3.7/2[. Elle y est
cos(x)

continue, dérivable, de dérivée r — dans laquelle on pourra identifier une tangente de ’arc

1+ sin(z)
moitié, déphasée, si on y tient. Cette dérivé est positive sur notre intervalle d’étude. f croit. En —m/2
on a une asymptote verticale. En 0 on a une tangente égale a la premiére bissectrice. En 7/2 on a une
tangente horizontale.

cos(z) — 1 — sin(x)
1+ sin(z)

le signe de cette quantité, méme si c’est juste celui de son numérateur.

On étudie ensuite la différence f — Id de dérivée z — . Il n’est pas évident d’avoir

—1
1+ sin(x)’
La dérivée seconde de f — Id est négative. On en déduit que (f — Id)’ est décroissante. Or, (f — Id)’
est nulle en 0. Elle est donc d’abord positive, puis négative.

On en déduit que f — Id admet un maximum en 0. Mais f — Id est (aussi) nulle en 0.
f — Id est donc d’abord négative, nulle en 0 puis & nouveau négative.

Mais la bonne surprise est quand on redérive. Par une belle simplification, il ne reste que

Le graphe de f est sous la bissectrice, et ne la touche qu’en 0.
Si vous avez reconnu de la concavité, vous avez bien raison...

Pour avoir le développement limité de f en 0, on écrit une formule de Taylor, puisque f est de classe C

-1

par les théorémes algébriques. On dérive plusieurs fois : f' =z — L,(x), ff=2— —

1+ sin(z) 1+ sin(z)
aprés des simplifications étonnantes (on retrouve la concavité de f).
On calcule ces dérivées en 0 : f(0) =0, f/(0) =1et f7(0) = —1.

G e
On écrit une formule de taylor avec reste intégrale : f(0+h) =h— el + = / FOt.n).(1—t)2.dt.

t=0

Devant Pintégrale, on factorise h? (il reste h), et dans I'intégrale on borne (). En notant donc ¢ ’ap-
1

h2
plication h — h/ (1—1)2.f@)(t.h).dt, on a le développement limité demandé f(h) = h— > +o(h?)

0
quand A tend vers 0.

([ 2011/12 ][Lasuiteuw:1n(1+sin(un)). ][ D.S.10 |

On a obtenu grace aux variations de f : V z € [0, 7/2], f(z) € [0, 7/2], et on montre alors par récur-
rencesur n:Vn € N, u, € [0, 7/2] qui prouve a la fois ’existence et le caractére borné de la suite (uy,).

Ensuite, la position par rapport & la bissectrice (f(z) < z pour tout x de [0,7/2]) permet d’écrire
VnéeN, uppr = f(un) < uy, (on ne peut I'écrire qu’aprés avoir montré que les u,, sont dans l'inter-
valle d’application de la formule f(z) < ).
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Avec la minoration par 0 et la décroissance, on a la convergence de la suite vers son plus grand minorant
(théoréme).
On ne connait pas encore la valeur de la limite. Appelons la pour I'instant 3.

On reprend : up41 = f(uy,) pour tout n. On fait tendre n vers +o00. Le membre de gauche tend vers
(. Le membre de droite tend vers f(3) (continuité de f ). Par unicité de la limite : 8 = f(8). La limite
est un point fixe de f.

Or, f n’a qu’un point fixe (étude des variations de f — Id), et c’est 0.

On en déduit : la suite u converge vers 0 (pas de raccourci dans le raisonnement).

2011/12 [Vitesse de convergence. ] D.S.10

1 1
On définit la suite v par v, = — —. On a deux termes qui explosent tous les deux... A la méme
Un+1 Unp,
vitesse. On a vraiment en forme indételiminée.
Cette quantité est de la forme —— — — avec x qui tend vers 0.
flz) =
xz— f(x
On réduit au dénominateur commun : f](c()) et on fait appel au développement limité en O :
z.f(x
z? 9
m—(x—?—i—o(as )

(en prenant en bas un développement d’ordre 1 qui doit étre suffisant).
z.(z + o(x))

5 + 0(1)
1+ 0(1)

On simplifie par 22 en haut et en bas : . On faitg tend n vers I'infini, donc « vers 0 et la limite

vaut 1/2 comme indiqué.

C e . 1 . .
Au grand dam de ceux qui disaient est équivalent a —, donc par soustraction, il ne reste que 0.
x

1
f(x)
On somme, on divise par n (nombre de termes). On a une moyenne de Cesaro. Or, quand une suite
telle que v converge vers 1/2, sa moyenne de Cesaro converge aussi vers 1/2.

n—1
1 1
Mais Z v est une somme télescopique de valeur — — —.

U U
k=0 n 0

On divise par n : — —— converge vers 1/2.

N,  N.U

2

converge déja vers 0 (la variable c’est n). Il reste juste “ tend vers —

1
Or,
n.ugp

N Uy,

2/n
On en déduit que L converge vers 1.
Un

.\ . 2
C’est la définition de “u,, est équivalent & —”.
n
La valeur initiale up = 7/2 n’a aucun role, la vitesse de convergence reste la méme, dés lors qu’'on démarre
avec un uo dans intervallle stable |0, 7].
Si on démarre avec une valeur plus basse que 0, un raisonnement qui ne sera pas fait ici nous fait quitter
Vintervalle | — Pi/2,0[ et nous raméne au cas précédent.

[ 2011/12 ] [Résultats préliminaires pour la représentation des réels de |1, 2]. ] [ D.S.10
On regarde les premiers termes : p1 > (po)?, puis p2 = (p1)? = ((p0)?)? = (po)*, puis p3 = (p2)? = ((po)*)? =
(po)® (tous les facteurs sont positifs, les sens des inégalités sont péserveés).

On continue < py > (p2)* > ((po)®)? = (po)'". n
On trouve des exposants “puissances de 2” : p,, = (pg)? pour tout n. On le prouve par récurrence sur
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n (non rédigée ici). Et on évite des fausses manipulations sur les exposants...

On regarde la formule & prouver au rang 0 :
0
Vo €)0,1[,(1 —a).(1+a®)) = (1 —a).(1+a) =1 —a? < 1. Cest fait.

n

On suppose ensuite & un rang n : Vo €]0,1[, (1 — ). H(l + a(2k)) < 1.

k=0
n+1 .
On se donne alors a dans 0, 1] et on veut majorer (1 — «). H(l +a®). Or, il y a un terme de plus
k=0

que dans (1 — ). H(l + oz(zk)), et ce terme (1 + a(2n+1)) est plus grand que 1.

k=0
On a 'impression de ne pas pouvoir conclure. Sauf en buffant, en inventant de fausses formules sur les

exposants.
Aors, ou est I'idée ? Dans le fait que la récurrence se conduit sur n avec « non fixé.

On écrit le résultat a l'ordre n pour a égal a o2, qui est bien dans ]0,1[ aussi. On écrit donc :
n

(1-a?). JJ+ (@)@ <1.

k=0
n

Ou arrange, avec de vraies formules sur les exposants : (1 — «).(1 + «). H(l + oz2'(2k)) < 1.

k=0
On obtient (1 — a).(1 + ). H(l + Oé(2"’+1)) <1.
k=0
n+1
On réindexe : (1 — a).(1 4 «). ]._.[(1 + a(2”)) < 1.
p=1
n+1
On place un terme de plus en téte, c’est 1 +a : (1 — a). H(1 +a®) <1
n+1 =0
On a obtenu : Vo €]0,1[, (1 — ). H(l +a®)) < 1, comme damandé au rang n + 1.
p=0

n
On pouvait aussi arriver au résultat en voyant dans (1 — ). H(l +a®") un joli produit télescopique.
p=0

[ 2011/12 j[Convergence de la suite (un). J [ D.S.10 j
La suite (u,) est bien définie. Ses termes sont tous positifs, comme produit de termes positifs. De

plus, pour passer d’un terme au suivant, on multiplie par (1 + ), plus grand que 1. La suite est

. Pn+1
croissante.
L 1 ok
On majore ensuite grace a notre premier lemme (tous les termes sont positifs) : u,, < H (1—1—(—)(2 )).
- Po

k=0
1
On poursuit avec notre second lemme : u, < —- (o y est égal & 1/po).

Po
La suite est majorée (le majorant est un réel et non une suite qui bougerait aussi avec n).

Elle converge vers son plus petit majorant.
On précise toujours : “toute suite réelle croissante majorée converge vers son plus petit majorant” a la place
de la version “toute suite croissante majorée converge” telle qu’elle est parfois énoncée en Terminale.
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1 1
La limite est entre (1 + —) et T
Do 11— —

Do

1
ﬂ<7’(p)< Do <2

~ _1\

1
On explicite : +Po <r(p) < Po T’ et on élargit : 1 <
Po —

0 0 0
Tiens, c’est la méme formule & droite qu’a gauche, mais avec pg — 1 a la place de py. Si on a un peu
d’habitude des idées sous ce type d’exercice, on devine le découpage de |1,2] en petits intervalles qui
s’emboitent les uns derriére les autres.

On compose par lapplication ¢t — 1 (appelée g¢), décroissante sur [; tous calculs faits :

r\p
po+1> _rp) Z Po.
r(p) —1
r
Comme pg est entier, on reconnait la définition de “pg est la partie entiére de (gm”
r\p

—1°
2011/12 | (Reciproque. ) D

.S.10
t
On part cette fois de = vérifiant 1 < z < 2. On applique g définie ci dessus (par g(t) = ——). g(x)

t—1
est alors un réel supérieur ou égal & 2. On peut en prendre la partie entiére.
1
On lappelle pg. On a donc - 4 <po < . < po+ 1.
r—1 x—-1 r—1
1 1 1
On applique g décroissante : g( ) = > o > x> g(po+1) = o+l _ up (g a une
z—1 2—x po—1 Po

belle particularité : g o g = Id).
1

On soustrait ug : ———— > x — ug > 0 tous calculs faits.
po-(po — 1)

Le réel est strictement positif. Il a une partie entiére positive ou nulle.

T — Ug
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D.S.17 | eremeee [ Vendredi 9 mars J D.S.11
2011/2012
2011/12 L ALGEBRE J D . S . ]_ ]_

VI- 1) Soient A et B deux matrices réelles carrées de taille 3 sur 3. On définit p = M — A.M — M.B.
Montrez que ¢ est linéaire de M3(R) dans lui méme.[ = v )

VI- 2) Déterminez ¢ o @.( 1p. |

VII- 1) Montrez que A — det(A — A.I3) est une fonction polynéme de degré 3 dont vous exprimerez
les coefficients & ’aide des traces et déterminants de A et Com(A) et que 'on notera xa (polynéme
caractéristique de A).( > s ) Pour la suite, on écrira xa(A) = =A% +7.0% — A 4-4.

VII- 2) Qu’a-t-on méme prouvé dans le D.S.9 sur x4(A) 7 (1w

VII- 3) Montrez que A et *A ont le méme polynome caractéristique.( 1 e |

VII- 4) Montrez que x4 admet au moins une racine réelle \g. Déduisez alors qu’il existe au moins un
vecteur Uy non nul, de taille 3 vérifiant A.Uy = /\o-Uo-

VIII- 1) On suppose pour cette partie que x4 et xp ont une racine commune \g. Montrez qu’il existe
deux vecteurs Uy et Vp non nuls, de taille 3 vérifiant A.Uy = X\g.Ug et 'B.Vy = VO.
VIII- 2) Quel est le format de Uy.!Vy ? Calculez son image par ¢ et déduisez que ¢ n’est pas

injective.

IX- 1) On suppose pour cette partie que ¢ n’est pas injective. Montrez qu’il existe au moins une ma-
trice Mo non nulle vérifiant ¢(Mo) = Ozx3 (matrice nulle de taille 3).( 1 p:._ ]
IX- 2) Montrez alors A™.My = My.B™ pour n de 0 & ST

IX- 3) Calculez alors Mo.(B* — 7.B* + p.B — 8.I3) 1o )

IX- 4) Déduisez det(B3 — 7.B% + u.B — §.13) = 0o )
IX- 5) Déduisez que x4 et xp ont une racine commune.

43 points 43 points

2011/12 [ CLASSIQUE ] _) . S . ]_ ]_

On va regarder le cas d’une suite un+1 = f(uy) avec f lipschitzienne de rapport 1. On ne peut pas appliquer

le théoréme du point fixe (on a besoin d’un rapport strictement plus petit que 1). On va quand méme étudier
la vitesse de convergence vers le point fixe, a I'aide du développement limité en ce point. On va le faire sur un
exemple, autre que tun+1 = sin(un) ou unt+1 = In(1 + u,) que certains auront eu en colle.

On définit ici la suite (u,) (n’oubliez pas les parenthéses) par ug = 7/2 et up4+1 = In(1 + sin(u,)) pour
tout n.

< &(17) > Etudiez l'application & — In(1 + sin(z)) (notée f) sur | — 7/2,7/2], en particulier sa
position par rapport a la premiére bissectrice.

< &(18) > Donnez le développement limité d’ordre 2 de f en 0, sous la forme f(0+ h) = a + b.h +
c.h? + h*.p(h) ot ¢ est une application de limite nulle en 0.2 )

< #(19) > Montrez que la suite (u,,) existe bien, est positive, décroissante. 2 pt. )

< #(20) > Concluez sur sa convergence et sa limite. zp. )

< &(21) > On pose alors v, = LI i Montrez que la suite v tend vers 1/2 & l’inﬁni.

Un+1 Unp,
n—1

1
22 Déduisez la limite de — (1t
< &22)> Déduisez la limite e"kz—ovk
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‘ 23 C()Il 1 €Z : e ( eq 1V len‘ q d d 1 ﬁ t
< m nda n ‘ €1 Vel - .
( ) > clu Unp, S uliva a n ua: S 1'mnni 2 p

(13 points] L3 points]
2011/12 [ REPRESENTATION ] _) . b . ]_ ]_

On va montrer que tout réel de ]1,2] peut se représenter comme “produit infini” a laide de suites
d’entiers ayant une propriété de croissance rapide.

On pose donc I =]0,2] et CR I'ensemble des suites (p,) de N dans N vérifiant py > 2 et p,11 = (pn)?
pour tout n.

<(20) > Explicitez 'exposant a,, dans la formule suivante : Vn, p, > (po)*" pour p dans CR.( 25 )

n

< &(21) > Montrez par récurrence sur n : Vn € N,V €]0,1[, (1 — «). H(l + a(Qk)) ST

k=0
n

. 1
< ¢(22) > On prend p dans CR et on définit pour tout n : u, = | I (1 + —) Montrez que la suite
Pk
k=0

u converge vers un réel de I qu’on notera r(p).[ s pr.

< {$(23) > Montrez que pg est égal & {&)J 2 pr.

r(p) —

D.S.11 I MPSI2 ( 692 points ] Annee 2011/12 D.S.11
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 | (Lapplication M — AM — M.B. ) D.S.11

On vérifie déja l'existence. Pour M matrice carrée de taille 3, on peut effectuer les produits A.M et
M.B, on trouve deux matrices de taille 3 sur 3 qu’on peut additionner ou soustraire.

Ensuite, on compare A\.o(M)+p.o(N) et o A.M~+u.N). Iy a égalité (c’est A.(A.M+u.N)—(A.M+u.N).B
par simple calcul algébrique).

On termine en calculant ¢(p(M))et en n’inventant surtout pas de fausse commutativité : g o p =
M — A?2 - 2.A.M.B + M.B2.
Et on évite les confusions entre p(o(M)) et (o(M))2.

2011/12 [Polyn()me caractéristique d’une matrice carrée A de taille 3. j D.S.11
at — 3

A a? ay
On effectue le calcul de | ai a2 —X a3 | et on trouve —A\% + 702 — u A + § avec 7 =
1 2 3 _ by
as as as

al + a3 + a3 = Tr(A), 7 = a}.a3 — a}.a} + at.a3 — a3.a} + a3.a3 — a3.a3 = Tr(Com(A)) et enfin

0 = det(A) (obtenu dans le cas A = 0).

On a montré dans le D.S.9. par un calcul (pour Uinstant brutal) : A% — Tr(A).A? + Tr(Com(A)).A —
det(A).I3 = 03x3 pour toute matrice A de taille 3 sur 3. C’est la généralisation en taille 3 de notre
formule A% — Tr(A).A + det(A).Iy = Oaxa (pour les matrices de taille 2) qui porte le nom de théoréme
de Cayley-Hamilton.

On compare x4 et xc4? On sait que A et *A ont méme trace et méme déterminant. On compare

ensuite le terme al.a3 — a?.a} + al.a3 — af.a} + a3.a3 — a3.a%. Tout passe bien.

Mais non! Il y a tellement plus simple : det(*A — X.I3) coincide avec det(*A — X.'I3) puis avec
det(A — A\.I3) par la propriété det(*M) = det(M) établie dans le cours.

On a un polynéme de degré 3. Il tend vers —oo en +oo et vice versa. On peut appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires. Le polynome (continu) admet au moins une racine réelle.

11 se peut qu'’il y ait trois racines. Qu deux racines... dont une double.
Un polynéme de degré 3 ne peut ensuite pas avoir plus de trois racines...

Que dire ensuite du fait qu’on ait det(A — Ag.I3) = 0 pour )¢ racine du polynoéme caractéristique de
A? Le déterminant nul! La matrice n’est pas inversible. J’en déduis qu’il existe au moins un vecteur
dans le “noyau”. D’ou sort il 7 Mais c’est du cours !

Si det(M) est nul, les vecteurs colonne Cy a C,, forment une famille liée par une relation non triviale du type
a1.C1+ ...+ ay.Cp, = 0,. Mais alors par calcul composante par composante, le produit M.U est nul, ou U est
le vecteur de composantes o a .

La relation (A — X\g.I3).Uy = 03 donne vite A.Uy — Ag.Uy = Ospar distributivité puis A.Uy = Ag.Up.
Seuls les idiots ont alors la prétention de simplifier par Uy. Un vecteur n’a pas d’inverse...

2011/12 [Quand XA et xp ont une racine commune. ] D.S.11

On note donc Ag la matrice commune. De x4 (A\g) = 0 on déduit existence d’un Uy non nul vérifiant
AUy = X Up.
De x5(Xo) = 0, on déduit x(:5)(Ao) = 0, puis I'existence d'un vecteur non nul Vy (un autre que Uy en
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général) vérifiant !B.Vy = \.Vy (en prenant ‘B a la place de A).

On effectue ensuite le produit d’un vecteur colonne par un vecteur ligne. Qu’obtient on ? Une matrice
<a1> <a1.ﬁ1 a1.32 Ollﬂ3>

carrée : [ az | . (B1 B2 B3)=| a2.1 2.3 2.03

as az.f1 asz.fB2 a3.03
Ensuite, surtout, on évite de rester a I’étage des coefficients, on est vendredi, pas jeudi ou mercredi ni mardi.
On calcule avec efficacité et intelligence. On multiplie : A.Mg = A.Ug.tVy = M. Ug.t Vo = Xg. M.
On continue : M()B = Uo.tVO.B = Uo.t%.t(tB) = Ug.t(tB.Vo) = Uo.t(/\Q.VQ) = Ao.Uo.tVO = )\0.M0 (on
a utilisé 'C.'D =" (D.C) et *(A.V) = \.'V et *(*P) = P).
On soustrait : (p(MQ) = AMO — M()B = )\O.M() — )\O.M() = 03><3.
On a une matrice non nulle My vérifiant ¢(My) = O3x3 mais on a aussi ¢©(03x3) = 03x3. On a donc
deux matrices différentes ayant la méme image.
 n’est pas injective.
Je ne peux rien faire pour celles et ceux qui face a ces questions en sont encore a dire ‘U'injectivité, au fait,
c’est quoi ?”. Rappelons qu’il y a un cours et qu’on en apprend les définitions...

2011/12 [En guise de réciproque, on part cette fois de "¢ non injective. ) D.S.11

Si ¢ n’est pas injective, il existe deux matrices différentes M et N ayant la méme image . Mais alors,
par linéarité, on a ¢(M — N) = p(M) — ¢(N) = 03x3. La matrice M — N est dans le noyau de ¢.
On retrouve I’équivalence “injective si et seulement si noyau réduit au seul vecteur nul”.

On traduit : A.My — My.B = 03x3. C’est la relation A™. My = My.B™ pour n égal & 1.

Pour n nul, c’est simple, c’est Is.M = M.I3.

On calcule alors aussi : A2.My = A.(A.My) = A.(My.B) = (A.My).B = (My.B).B = My.B>.

On recommence : A%. My = A.(A2.My) = A.(My.B?) = (A.My).B? = (My.B).B? = My.B? et on fait
le méme type de calcul pour A*. My = My.B* si on nous le demande.

Et hop, une récurrence! Ah non, tiens, on ne nous le demande pas. Pour une fois qu’on aurat u gagner des
points simplement...

On distribue alors et on échange les A en B :
(A3 — 7. A% + 1. A — 0.13).My = A3. My — 7.A%. My + . A. My — 6.My donne ensuite My.B3 — 7.My.A? +
p.Mo.B—6. Mg puis My.(B3—7.A%+u.B—4§.13). Cette matrice qu’on nous demande de calculer est nulle.

On ne passe pas brutalement de My.(B* — 7.A% + p.B — 6.13) = 0343 a des informations sur B. Par
exemple, on ne simplifie pas par My sous le seul prétexte de “elle est non nulle”. Ce dont on aurait
besoin, c’est de M inversible. Et c¢’est quand méme plus exigeant. On ne passe pas non plus au déter-
minant. M non nulle a le droit d’étre de rang 1 ou 2, et d’étre alors non iversible. Par exemple la
matrice Uy."Vy n’est que de rang 1.

Mais effectuons ici un petit raisonnement par I’absurde.

Si B — 17.A%2 + u.B — 6.I3 était inversible, alors, en multipliant & droite par son inverse, on aurait
Mgy = 033, ce qui n’est pas le cas. On a donc quand méme déja B — 7.A% + u.B — 6.1 non inversible.

On note que la relation P.QQ = 0, xm conduit juste & “au moins une des deux n’est pas inversible”.

Comme la matrice n’est pas inversible, son déterminant est nul. C’est méme une équivalence...

On prend le polynéme X2 — 7.X2 + p.X — 6 et on le factorise dans C, 14 oi1 on est str qu’il admet
trois racines : (X — A1).(X — A2).(X — A3) (une racine réelle, puis un trinéme du second degré qu’on
factorise dans C).

On peut alors écrire : B3 — 7.B? + u.B — 0.I3 = (B — A\1.13).(B — \2.13).(B — )\3.13) (développer, les B
et puissauces de B commutent).
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On a alors : det ((B — A1.I3).(B — Ag.I3).(B — A3.13)) = 0 puis det(B — A1.I3). det(B — Ag.13). det(B —
As.I3) = 0 car lapplication déterminant est un morphisme multiplicatif.

On est & présent dans C avec trois complexes. Cette fois, on dispose de l'intégrité, et on déduit que
det(B — Ap.I3) est nul pour un p de 1 & 3.

Avec det(B — A,.I3) = 0, on arrive & B — \,,.I3 non inversible et surtout, on reconnait xz(A,) = 0.
Le complexe A, est racine a la fois de x4 et xp.

On a établi une équivalence :
(M — A.M — M.A) injective si et seulement si x4 et yp ont une racine commune
par contraposée.

[ 2011/12 ] [L’application x — In(1 + sin(z)). ] [ D.S.11
L’application ¢ — In(1 + sin(¢)) est définie sur | — 7/2,7/2] et méme sur | — 7/2,3.7/2[. Elle y est
cos(x)

continue, dérivable, de dérivée r — dans laquelle on pourra identifier une tangente de ’arc

1+ sin(z)
moitié, déphasée, si on y tient. Cette dérivé est positive sur notre intervalle d’étude. f croit. En —m/2
on a une asymptote verticale. En 0 on a une tangente égale a la premiére bissectrice. En 7/2 on a une
tangente horizontale.

cos(z) — 1 — sin(x)

1+ sin(z)
teur de cette dérivée comme une fonction auxiliaire g (le dénominateur est positif). ¢’ est égale a
x — —sin(z) — cos(z).

. On étudie le numéra-

On étudie ensuite la différence f — Id de dérivée x —

g est positive avant 0, négative aprés. (f — Id)’ est positive puis négative. f — Id est croissante, puis
décroissante. En 0 elle est nulle.

f — Id admet un maximum nul en 0, elle est donc négative.

Le graphe de f est sous la bissectrice, et ne la touche qu’en 0.

Pour avoir le développement limité de f en 0, on écrit une formule de Taylor, puisque f est de classe C
cos(z) Y -1

N A T e

1+ sin(z) 1+ sin(z)

aprés des simplifications étonnantes (on retrouve la concavité de f).

On calcule ces dérivées en 0 : f(0) =0, f/(0) =1 et f7(0) = —1.

par les théorémes algébriques. On dérive plusieurs fois : f/ =z —

h2 h3 t=1
On écrit une formule de taylor avec reste intégrale : f(0+h) =h— 5 + 5/ FOt.n).(1—t)2.dt.
=0

Devant I'intégrale, on factorise h? (il reste h), et dans I'intégrale on borne f®) . En notant donc ¢ 'ap-
1

2
plication h — h./ (1—1)2.f®) (¢.h).dt, on a le développement limité demandé f(h) = h— % +o(h?)

0
quand h tend vers 0.

([ 2011/12 j[Lasuiteu,H_l:ln(l—i—sin(un)). j[ D.S.11 |

On a obtenu grace aux variations de f : V z € [0, 7/2], f(x) € [0, 7/2], et on montre alors par récur-
rencesur n:Vn € N, u, € [0, 7/2] qui prouve 4 la fois ’existence et le caractére borné de la suite (uy,).

Ensuite, la position par rapport a la bissectrice (f(z) < = pour tout z de [0,7/2]) permet d’écrire
VneN, up1 = f(un) < up, (on ne peut écrire qu’aprés avoir montré que les u, sont dans Uinter-
valle d’application de la formule f(x) < x).

Avec la minoration par 0 et la décroissance, on a la convergence de la suite vers son plus grand minorant
(théoréme).
On ne connait pas encore la valeur de la limite. Appelons la pour I'instant 3.
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On reprend : up41 = f(uy,) pour tout n. On fait tendre n vers +o00. Le membre de gauche tend vers
(. Le membre de droite tend vers f(3) (continuité de f ). Par unicité de la limite : 8 = f(3). La limite
est un point fixe de f.

Or, f n’a qu’un point fixe (étude des variations de f — Id), et c’est 0.

On en déduit : la suite u converge vers 0 (pas de raccourci dans le raisonnement).

2011/12 [Vitesse de convergence. j D.S.11

On définit la suite v par v, = " LI ui On a deux termes qui explosent tous les deux... A la méme
vitesse. On a vraiment en formenﬁlldéteﬁnminée.
Cette quantité est de la forme —— — — avec x qui tend vers 0.
flz) =
On réduit au dénominateur commun : m et on fait appel au développement limité en O :

x— (x — T + o(z?))

2 (en prenant en bas un développement d’ordre 1 qui doit étre suffisant).
x.(z 4 o(x))
1
5 + 0(1)
On simplifie par 22 en haut et en bas : T(l) On faitg tend n vers I'infini, donc z vers 0 et la limite
0

vaut 1/2 comme indiqué.

C o 1 . 1 L
Au grand dam de ceux qui disaient —— est équivalent & —, donc par soustraction, il ne reste que 0.
x

f(x)
On somme, on divise par n (nombre de termes). On a une moyenne de Cesaro. Or, quand une suite
telle que v converge vers 1/2; sa moyenne de Cesaro converge aussi vers 1/2.

n—1
1 1
Mais Z v est une somme télescopique de valeur — — —.

(7 U
k=0 n 0

On divise par n :

N,  N.U

converge vers 1/2.

2

1
tend =7,
end vers 5

converge déja vers 0 (la variable c’est n). Il reste juste “

1
Or,
n.ug

N Uy,

2
On en déduit que n

n

converge vers 1.

2
C’est la définition de “u,, est équivalent & —”.
n

La valeur initiale up = 7/2 n’a aucun role, la vitesse de convergence reste la méme, dés lors qu’'on démarre
avec un uo dans intervallle stable |0, 7].

Si on démarre avec une valeur plus basse que 0, un raisonnement qui ne sera pas fait ici nous fait quitter
Pintervalle | — Pi/2,0[ et nous raméne au cas précédent.

[ 2011/12 ] [Résultats préliminaires pour la représentation des réels de |1, 2]. ] [ D.S.11

On regarde les premiers termes : p1 > (po)?, puis p2 = (p1)? = ((po0)?)? = (po)*, puis p3 = (p2)? = ((po)*)? =
(po)® (tous les facteurs sont positifs, les sens des inégalités sont péserves).

On continue : p3 > (p2)? = ((po)®)? = (po)*°.

On trouve des exposants “puissances de 27 : p,, > (po)zn pour tout n. On le prouve par récurrence sur

n (non rédigée ici). Et on évite des fausses manipulations sur les exposants...

On regarde la formule & prouver au rang O :
0
Va €]0,1[,(1 —a).(1+a?)) = (1 —a).(1+a) =1 —a? < 1. Cest fait.
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n

On suppose ensuite & un rang n : Vo €]0,1[, (1 — «). H(l + a(Qk)) <1

k=0
n+1
On se donne alors « dans ]0, 1] et on veut majorer (1 — ). H(l + a(Qk)). Or, il y a un terme de plus
k=0

que dans (1 — «). H(l + a(zk)), et ce terme (1 + a"™)) est plus grand que 1.

k=0
On a l'impression de ne pas pouvoir conclure. Sauf en buffant, en inventant de fausses formules sur les

exposants.
Aors, ou est I'idée ? Dans le fait que la récurrence se conduit sur n avec « non fixé.

On écrit le résultat a l'ordre n pour a égal a a2, qui est bien dans ]0,1[ aussi. On écrit donc :
n

(1-a?). [T+ @)®)) < 1.
k=0

On arrange, avec de vraies formules sur les exposants : (1 — a).(1 + ). H(l + ag'(Zk)) <1

k=0
On obtient (1 — a).(1 + «). H(1 + a(2k+1)) <1
k=0
n+1
On réindexe : (1 — «).(1 4 «). H(l +a®)) <1
p=1
n+1
On place un terme de plus en téte, c’est 1+« : (1 — «). H(1 + a(2‘”)> <1.
n+1 =0
On a obtenu : Vo €]0, 1[, (1 — ). H(l + a(zp)) < 1, comme damandé au rang n + 1.
p=0

n
On pouvait aussi arriver au résultat en voyant dans (1 — «). H(l + a(2p)) un joli produit télescopique.
p=0
[ 2011/12 ] [Convergence de la suite (up). ] [ D.S.11 ]

La suite (u,) est bien définie. Ses termes sont tous positifs, comme produit de termes positifs. De

plus, pour passer d’un terme au suivant, on multiplie par (1 + ), plus grand que 1. La suite est
Pn+1
croissante.
s R
On majore ensuite grace a notre premier lemme (tous les termes sont positifs) : u, < H (1—1—(—)(2 )).
Po
k=0

On poursuit avec notre second lemme : u,, < T (o y est égal & 1/po).

Po
La suite est majorée (le majorant est un réel et non une suite qui bougerait aussi avec n).

Elle converge vers son plus petit majorant.
On précise toujours : “toute suite réelle croissante majorée converge vers son plus petit majorant” a la place
de la version “toute suite croissante majorée converge” telle qu’elle est parfois énoncée en Terminale.

1 1
La limite est entre (1 + —) et T

Po 1— —
Do

+ Do Do

Po
<r(p) < <2
(p) - 1

0 Po
Tiens, c’est la méme formule & droite qu’a gauche, mais avec pg — 1 a la place de py. Si on a un peu

1
On explicite :

1
[ et on élargit : 1 < Tp r(p) <
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d’habitude des idées sous ce type d’exercice, on devine le découpage de |1,2] en petits intervalles qui
s’emboitent les uns derriére les autres.

t r
On compose par ’application t — oy décroissante sur [ ; tous calculs faits : pg+1 > (Swl Z Po-
_ r(p) —
r
Comme pg est entier, on reconnait la définition de pg est la partie entiére de (§m1
r(p) —
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D.S.12 | e D.S.12
2011/12 L DISTANCE J D . S . ]_ 2

Rappel une distance sur un ensemble E est une application d de E2 dans R vérifiant
Y (a,b,c) € B3, (d(a, b) = d(b, a)), (d(a, ¢) < d(a,b) + d(b, c)), (d(a., D=0 = a= b).
< &(24) > Montrez que (z,y) — |y — z| est une distance sur INETED

[ vendredi 23 mars J 2011/2012

|b—al

< #(25) > Montrez que (a,b ————— est une distance sur C. .
‘( ) Z q (a ) — 1+ |b _ a|
Déterminez ’ensemble des points & égale distance des deux complexes 1 et 0. 2w )

< #(26) > Montrez Tr(*A.A) > 0 pour toute matrice réelle A de taille 3 sur 3. 1»e_) Montrez
(Tr(*A.B))? < Tr(*A.A).Tr(* B.B) pour tout couple de matrices A et B (vous pourrez regarder le

1/2
signe du trinome Tr(*(\.A + B).(\.A+ B)) 7s_) Montrez que (AB) — (Tr(t(A ~B).(A- B)))
est une distance sur M, (R).{ 5 pt.

< #(27) > Soit A une partie non vide d’un ensemble E muni d’une distance d. Montrez pour tout x
de E l'existence de Inf{d(z,a)|a € A} (on note alors cette quantité dist(z, A)).( 1 )

< #(28) > On se donne z et y dans E. Montrez pour tout a de A : dist(y, A) < d(z,y) +d(z,a) 2 )
Déduisez : dist(y, A) —d(z,y) < dist(x, A), puis |dist(y, A) —dist(z, A)| < d(z,y) (comment appelleriez

vous cette propriété) '

2011/12 [ CORDES j D . S . 1 2

On note I le segment [0,1] et E I’ensemble des applications continues de I dans R nulles en 0 et en 1.
Pour f dans E, un réel positif a est appelé une corde de f si il existe au moins un x dans I vérifiant

f(z+a) = f(x). Pour f dans E note C(f) I'’ensemble des cordes de f . On pose H* = { ! In € N}
n

+1
et H=H*U{0}. On définit I'ensemble U des “cordes universelles” : U = ;. C(f).
Montrez que 0 et 1 sont dans U (e )

MPSI2 ( Premiers exemples ) 2011/12 ’ D.S.12 ‘

X- 1) Montrez que x — sin(r.x) est dans E et déterminez ses cordes.[ s pr. )

X- 2) Donnez un polynoéme de degré 2 de F et déterminez ses cordes.

X- 3) Montrez que x — 2° —4.22+3.7 est dans E, représentez la sur I et déterminez ses cordes.
X- 4) Montrez que © — 3.23 —4.2% 4+ est dans E, représentez la sur I et déterminez ses cordes.

MPSI2 ( Inclusion ) 2011/12 ’ D.S.12 ‘

XI- 1) Soit f dans E. Déterminez les entiers naturels de C'(f).{ 1 or.
1
XI- 2) On définit p =z — f(a: + 7) — f(x). Montrez : ¢(1/2) = —(0). Déduisez que 1/2 est dans

2
CUr)
XI- 3) On se donne un h dans H*. On définit alors ¢, = @ — f(x + h) — f(x). Calculez alors
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k=(1—h)/h
Z wn(k.h) aprés avoir prouvé que cette somme a bien un sens.[ 2t ) Déduisez ’existence d’au
k=0

moins un entier k vérifiant ¢y (k.h).on((k +1).h) < 0. Déduisez que h est une corde de f e )

On a donc prouvé : H C C(f) pour tout f de E.

XII- 1) Soit f un élément de E. On suppose que f est de signe constant sur un segment [0, o] avec
f(a) = 0. Soit 8 un élément de |0, o[. Montrez que 3 est dans C(f) (vous pourrez étudier l’accroisse-
ment de f entre 0 et § puis 'accroissement entre o — 3 et a).

XII- 2) Représentez graphiquement  — 15.2 — 5 — 4.|5.¢ — 1| + 3.|5.2 — 3| sur I aprés avoir montré
qu’elle est dans E (pour le graphe, vous penserez a découper I en plusieurs segments). Montrez que

I'ensemble de ses cordes est exactement [0,3/5] {1} e )

MPSI2 ( Topologie ) 2011/12 ’ D.S.12

XIII- 1) Une partie A de R est dite fermée si elle est “stable par passage a la limite”, c’est & dire : si
une suite (a,,) d’éléments de A converge vers un réel «, alors « est dans A. Montrez que I est fermé.

2 pt.

XIII- 2
XIII- 3

Montrez que ]0, 1] n’est pas fermé.

Montrez que Z est fermé. ( z pt.

XIII- 4) Montrez que Q n’est pas fermé.

XIII- 5) Le vide est il fermé? R — Q est il fermé ? (2 pe.

XIII- 6) Montrez que l'intersection de deux fermés est un fermé. z»:. ) Montrez que la réunion de

deux fermés est un fermeé.

XIV- 1) Soit f dans E. On veut montrer que C(f) est fermé. Soit (a,) une suite d’éléments
de C(f) qui converge vers un réel a. Montrez qu’il existe une suite (x,) de réels de I vérifiant
f(zn + an) = f(zn){ze ) En appliquant un théoréme de nom a consonnance italo-germanique,
déduisez qu'il existe un réel A de I vérifiant f(A + a) = f(A) {5 ev.

N2 NN

XIV- 2) Montrer que U est aussi un fermé. (2% )

MPSI2 ( Contre-exemple ) 2011/12 ’ D.S.12 ‘

- 1) On veut montrer qu’un nombre qui n’est pas dans H n’est pas une corde universelle. On va prendre
un choix arbitraire (ici 2/7) et montrer qu’il existe au moins une fonction dont A n’est pas une corde. On
veut définir une application ¢ sur [0,2/7], dont le graphe est ci-contre. Si je n’ai pas donné de graphe,
= JOo]1/7]2/7]
[e@ [o] -1 [1/3 ]

en voici la description : ¢ est un polynéme de degré 2 de tableau de valeurs

Explicitez o, 25t )

277. x/2
- 2) On pose ensuite : f =z — ap(m ~% [%D + % Montrez que f est continue en 2/7, 4/7 et

6/7 s ) Montrez que f est dans E.( 25 )
2 1
- 3) Montrez : f (1:+ 5) = f(x)—i—g pour tout z.( 2. Montrez que 2/7 n’est pas une corde de f .(1pt. ]

D.S.12 I MPSI2 ( 774 points ] Annee 2011/12 D.S.12

Les parties du probléme “cordes” sont trés indépendantes...
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 | Distance sur R et C. ) D.S.12

Il n’y a pas de probléme : x — |y — x| est une distance sur R, c’est du cours de Terminale.

ly — |
1+y—=
y sont symeétriques. Cette quantité est positive, car un module de complexe est positif (qui a oublié
de vérifier “dans R ?). Cette quantité est nulle si et seulement si son numérateur est nul, ce qui se
traduit par y = .
La seule difficulté est 'inégalité triangulaire. On se donne trois complexes x, y et z. On calcule la
différence ly — | + |z~ vl — |z~ 2] en ne regardant que le signe du dénominateur.

1+jy—=z 1+4+|z—yl 1+]|z—=z

On trouve b.(1+c¢).(1+a)+a.(l1+¢).(1+b) —c.(l+a).(1+b) en posant a = |y — x|, b = |z — y| et
¢ = |z—x| pour alléger. On développe et il reste a+b+a.b.c+2.a.b—c. Or,on a |z—z| < |z—y|+ |y —z|
par inégalité triangulaire usuelle sur C. La différence a + b — c est positive, et les autres termes le sont
aussi...

L’application (z,y) — est définie sur C x C (dénominateur jamais nul). Les roles de x et

ly — | z—yl [z —2|
1+ly—=z| 14z—yl 14|z—2|

Bref, la différence est toujours positive. L’inégalité triangulaire

est prouvée.

Pas de difficluté, question juste un tout petit peu calculatoire.

Ah si, il est facile de partir dans des calculs idiots et inextricables, en écrivant les complexes sous la forme
a + 1.0 et en calculant des \/(a —a')2+ (B — B')? a tout bout de champ.

Rappelons que les complexes ont leur existence propre, et qu’il faut travailler avec eux sans les écrire “partie
réelle et partie imaginaire”. Retenez le, sinon, vous ne dépasserez jamais le niveau bac... a sable.

B _ -1
14z 1+]z-1]
ment : “égale distance de 0 et de 1 (au sens traditionnel du terme)”. Géométriquement, c’est la médi-
atrice du segment [0, 1]. C’est la droite paralléle & ’axe imaginaire, d’abscisse 1/2.

L’égalitée

conduit aprés produit en croix a |z| = |z — 1|. On traduit géométrique-

2011/12 [Distance dans I’ensemble des matrices. ] D.S.12

Le début est presque du cours. Quand on prend une matrice (carrée de taille 3), on effectue le produit
de la matrice et de sa transposée, en n’en regardant que les termes diagonaux. Ce sont des sommes de

trois carrés. On a donc Tr(*A.A) = E (a¥)2. C’est une somme de carrés de réels, c’est donc un réel

i<3
k<3

positif. Et il n’est nul que si la matrice est nulle.

Quand on développe Tr(*(\.A+ B).(A\.A+ B)) on trouve \2.Tr(*A.A) + \.Tr(*A.B+' B.A)+Tr(* B.B)
qui est bien un trindme du second degré en . Il reste toujours positif, grace & la question précé-
dente. Ses racines ne sont donc pas réelles distinctes, et son discriminant est donc négatif ou nul :
(Tr(*A.B) +Tr(*B.A))? — 4.Tr(*A.A).Tr(* B.B) est négatif ou nul.

Or, les deux matrices *A.B et ' B.A sont transposée I'une de ’autre et ont la méme trace. On a donc
(Tr(*A.B))? < Tr(*A.A).Tr(*B.B).

Oui, c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour A et B données, B — A est une matrice qu’on peut noter C. La quantité Tr(*C.C) est donc un
réel positif ou nul. On peut en prendre la racine carrée : d(A, B) existe et est positif en tant que racine

>tk -

i<3

d’un réel positif. C’est méme

J<3
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Cette quantité est nulle si et seulement si on a (a¥ — b¥)2 = 0 pour tous les couples (i, k) ce qui donne
A= B.
Ensuite, les roles de A et B sont symétriques : d(4, B) = d(B, A).

Il nous manque encore 'inégalité triangulaire. On se donne trois matrices M, N et P. On doit com-
parer d(M,N) 4+ d(N,P) a d(M, P). On compare les carrés, car ces réels sont positifs. Et on pose
A=M—-N,B=N—-Pet C=M — P pour alléger.

On en est & comparer Tr(*A.A) + Tr(*B.B) 4+ 2../Tr(*A.A).Tr(*B.B) et Tr(*C.C).

Mais on a C' = A+ B (Chasles, finalement non 7). On développe Tr(*C.C) et il sort Tr(*A.A)+Tr(* B.B)+
2.Tr(*A.B).

C’est précisément l'inégalité de cauchy-Schwarz qui permet de conclure.

La encore, rien de bien original, et des questions un peu calculatoires.

Elles deviennent terriblement calculatoires et stériles si on redescend jusqu’u niveau des coefficients la encore...
Mais la encore, une matrice de taille 3 sur 3 existe sans qu’on soit obligé de poser neuf coefficients réels.

2011/12  |(Distance a une partie. ) D.S.12

On se donne donc A et z. La partie {d(x,a)|a € A} est une partie de R non vide (on prend un point a
dans A pour avoir au moins un élément dans cet ensemble), minorée (par 0 puisqu’il s’agit de distances).
Toute partie non vide de R admet une borne inférieure (atteinte ou non).

Comme 0 est un minorant, dist(x, A) est le plus grand minorant, il est plus grand que 0.

On se donne z et y. On écrit pour tout a de A :

dist(z, A) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a)

La premiére inégalité, c’est par définition de la borne inférieure (minorant) et la deuxiéme, c’est par
I’inégalité triangulaire.

Onu fait passer d(x,y) de Pautre coteé : le réel dist(x, A) — d(x,y) minore tous les d(y,a) quand a décrit
A.

Le réel dist(x, A) — d(x,y) est un minorant de {d(y,a)|a € A}.

Par définition du “plus grand de tous les minorants”, on a dounc dist(y, A) — d(z,y) < dist(x, A).

Les plus idiots d’entre vous font la dessus un massacre sur les variables, laissant trainer des a alors qu’on est
passé a la borne supérieure ou autre.

On ré-équilibre les choses : dist(y, A) — dist(z, A) < d(z,y).

On refait le méme raisonnement avec y et = & la place de = et y. On obtient dist(x, A) —
d(y, A) < d(y,z) = d(z,y).

On fait le bilan : dist(a, A) — dist(y, A) est dans [—d(z,y),d(x,y)].

C’est précisément dans ce segment que sont les nombres de valeur absolue plus petite que d(z,y).
On a donc |dis(z, A) — dist(y, A)| < d(z,y).

On qualifiera naturellement cette propriété de “caractére lipschitzien de la fonction distance & un en-
semble”.

2011/12 | [ Premieres cordes. ) D.S.12

On a déja f(z + 0) = f(x) pour tout x et donc au moins pour x égal a 0 par exemple. On en déduit
que 0 est une corde. Et ce pour toute fonction.

De plus pour toute fonction f de E, on a f(0+ 1) = f(0), ce qui prouve que 1 est une corde.
Or, I’ensemble U est fait des réels qui sont cordes pour toutes les fonctions (intersection).

La fonction sinus admet tous les réels de I comme cordes.
En effet, pour a donné, il existe au moins un réel z vérifiant sin(r.x + 7.a) = sin(w.z) (attention, un
réel x pas tous!).
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Il faut quand méme ’expliciter, sinon on n’a pas tous les points.

Graphiquement, on connait bien sin(m — @) = sin(6). Il suffit donc d’avoir 0 = 7.z et 7 — 0 = 7.2 + 7.qa.
1—a

La réponse est donc z =

Et on interpréte avec 'axe de symétrie en 1/2 sur le grapmhe du sinus.

On n’a guére le choix pour ce qui est des trindmes du second degré : z.(z — 1) ou ses multiples, afin

qu'’ils soient nuls en 0 et en 1.
. 1—-a 1—-a
La encore, on a un axe de symétrie en 1/2 et pour a donné, on constate : f( 5 ) =f 5 + a).

On ne pouvait pas prendre le polynéme nul, puisque on demandait un polynéme de degré 2 et pas de degré
inférieur ou égal a 2.

On regarde le polynome de degré 3 : X3 —4.X2 + 3.X . Il est continu, nul en 0 et en 1. On le dérive

4 — 4
en 3.X2 — 8.X + 3 de racines 3ﬁ et + VT

polynéme part de (0,0), croit puis décroit pour passer par (1,0)).

Graphiquement toujours, on peut tracer des cordes de toute longueur a entre 0 et 1.

On vérifie pour a donné en s’intéressant & P(x +a) — P(x). On obtient 3.a.X? + (3.a® — 8.a).X +a® —
4.0% 4 3.a.

1l faut annuler ce terme issu de I’équation P(X + a) = P(X).

Et en plus, il faut Pannuler pour au moins un X de I. On calcule donc la valeur en 0 (c’est a® —4.a*>+3.a)
etenl: cest a® —a® — 2.a.

Or, la quantité a® — 4.a + 3.a est positive (a est dans I) et la quantité a® — a® — 2.a est négative pour
a dans 1.

Notre trinome 3.a.X2 + (3.a® —8.a).X +a® —4.a® + 3.a change donc de signe et s’annule donc au moins
une fois sur 1. C’est ce qu’on lui demande de faire...

. Une et une seule est dans I (c’est normal, le graphe du

La derniére fonction du troisiéme degré @ — 3.23 — 4.22 4+ x est continue, nulle en 0 et en 1. Et aussi
en 1/3 par factorisation ou somme des racines.

On la dérive en x — 9.2%2 — 8.2 + 1 dont les deux racines rjet ry sont dans . Comment je le sais sans
effort 7 Simplement parce qu’il faut que cette dérivée s’annule entre 0 et 1/3 puis entre 1/3 et 1...

Notre application est donc croissante sur [0,7], décroissante sur [ri,r2] (avec 1/3 entre ces deux
racines) puis & nouveau croissante sur [rg, 1].

Les réels plus grands que 2/3 ne peuvent pas étre des cordes (& part 1 avec la solution P0) = P(0+1)).
En effet, si a est plus grand que 2/3, les seuls réels pouvant servir dans une équation telle que
P(z) = P(x + a) doivent rester entre 0 et 1/3 pour que z + a ne sorte pas de I. Mais alors P(z)
est positif et P(z + a) est négatif. Il ne peut y avoir égalité.

Ensuite, tout réel plus petit que 2/3 est une corde. Et c’est morceau de graphe au dessus de [2/3,1]
qui sert,.

Et comme il serait fastidieux de faire des calculs explicites, on modifie I'ordre des questions et on utilise
le fait que P soit de signe constant sur [1/3,0], nulle aux deux extrémités...

2011/12 [Eléments de C(f) nécessairement présents. } D.S.12

Par construction, 0 et 1 sont dans C(f). Par définition, une cordre ne doit pas étre négative ni dépasser
1 (puisque z et = + a doivent étre dans I). Les seuls entiers de C(f) sont 0 et 1.

On définit donc x — f(z + 1/2) — f(z). On calcule ¢(0) et ¢(1). On trouve f(1/2) dans un cas et
—f(1/2) dans lautre.
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Ces deux valeurs sont par construction opposées en signe. Et I'application ¢ est continue sur [0, 1/2]. 11
y a donc au moins un point z de [0,1/2] pour lequel on a f(x+1/2) — f(x) = 0 (théoréme des valeurs
intermédiaires, version simple).

L’existence d’un tel = prouve que 1/2 est une corde.

Ou prend un élément h de H*. Il est de la forme avec n entier. La quantité ¢, (z) est définie

pour x et x 4+ h dans I, c’est & dire pour x entre 0 et 1 —

n+1
k=(1—h)/h
On effectue la somme Z on(k.h). Cest quoi cette borne haute de la somme ? Pour A de la forme
k=0

T est simplement n. Et il y a n 4+ 1 termes dans la somme.
n

Ils télescopent dans la somme des f((k+1).h) — f(k.h) et il reste juste f(1) — f(0) (termes extrémes).
La fonction f est dans F; la somme est nulle!

Ensuite, il y a deux possibilités. Ou bien tous les termes de la somme sont nuls, ou bien il y en a au
moins un qui est positif. Mais alors il en faut au moins un de négatif pour compenser.

On prend le premier indice pour lequel on bascule d’un ¢y, (k.h) d’un signe a un py((k+1).h) de autre
signe.

Mais alors le produit ¢, ((k + 1).h).¢p(k.h) est alors négatif ou nul comme demandé.

On déduit que t — ¢p(t) change de signe sur [k.h, (k + 1).h]. Cette application continue va donc
s’annuler au moins une fois sur cet intervalle. Il existe donc au moins un ¢ de [k.h, (k + 1).h] (donc a
fortioti de I) vérifiant f(t + h) — f(t) = 0.

Le graphe de f a donc une corde horizontale entre (¢, f(¢))et (t + h, f(t)) (le méme f(1)).

C’est la généralisation du cas h = 1/2 croisé une question plus haut (et en T.D.).

[ 2011/12 ] [Cas ou f reste de signe constant sur [0, «]. ] [ D.S.12

On a une application qui s’annule aux deux extrémités et reste de signe constant. On va suppoer qu’elle
reste positive, quitte & travailler avec — f.

Visuellement, on a un petit monticule de largeur «. Il doit étre facile de trouver une corde de largeur
inférieure.

On définit donc 2 — f(x + 3) — f(x), avec = entre 0 et o — 5. On la note ¢ pour changer.

On calcule : 9(0) = f(B) — f(0) = f(8) =0 > 0.

On poursuit : ¥(a — ) = f(a) — fla— ) = —f(a — ) < 0.

La premiére valeur est positive. La deuxiéme valeur est négative.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires (mots clefs intervallle et continuité), on a au moins un x
vérifiant ¢(x) = 0.

Ce z sert a définir une corde de largeur .

2011/12 [Un exemple affine par morceaux. ] D.S.12

On a une application continue, comme somme de termes continus.
On la calcule en 0 et en 1 et on trouve 0 dans les deux cas. Cette application est dans F.
Pour la représenter graphiquement, on distingue les intervalles.

La présence de valeurs absolues nous incite & découper en 1/5 et 3/5.

[ =z [0 ] [ 1/5 | [ 3/5 | [ 1]

15.2 =5 -5 | 15x—-5| =2 | 15.xz—5 4 152 -5 10
—4.5x—1] | =4 | 20z —4 4—20x | -8 | 4—20.x | —16
3.15.2 — 3| 9 | 9—-15.x 9—15.x 0 152 -9 6

f(zx) 0 20.x —20x+8 | —4 | 10x—-10| O

= OO
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La connaissance des valeurs en 0, 1/5, 3/5 et 1 permet de tracer le graphe, comme un simple “jeu a
points”, sans méme utiliser les formules telles que y = —20.x + 8.

On note que le théoréme des valeurs intermédiaires fait que f s’annule et change de signe en un point
de [1/5,3/5]. Ce point, c’est 2/5.

1 est une corde (prendre x égal a 0).

3/5 est une corde (prendre = égal a 2/5).

Comme f est de signe constant sur [2/5, 1], nulle aux deux extrémités, tous les réels de 0 & 3/5 (longueur
de l'intervalle) sont des corde.

Les réels plus grands de 3/5 ne peuvent pas étre des cordes, puisque sur chaque intervalle de I de
longueur plus grande que 3/5, f change de signe...

[ 2011/12 ] [Une fonction issue d’un polynéme P vérifiant 2/7 & C(f). j [ D.S.12 ]
On trouve le polyndéme du second degré dont les valeurs sont données en trois points : il se factorise

par  car il est nul en 0. Il ne reste quun trindme de la forme a.X? + b.X. Les valeurs en 1/7 et

+7.b = 49 ’ 2 343],‘2 —91.x
que lon résout : p(x) = ——

2/7 donnent le systéme { . (et si on se

4a +14b = 49/3
contentait de proposer et vérifier 7).
On pouvait aussi combiner des polynomes en X (X —1/7), (X —1/7).(X —2/7) et X.(X —2/7).

On crée ensuite une formule avec des parties entiéres. On calcule en 2/7 par valeur inférieure I’éventuelle
277. 7.x/2
limite de l’application : f(z) = <p<x - = [—xD + /2] = p(x —0) + 0 tend vers ¢(2/7) = 1/3.

7L 2 3
277. T.x/2 2
On regarde par valeur supérieure : f(z) = <p(x— - [7:5} ) + [ :?3/ ] = p(zr— e

1
)+§ tend vers p(0)+1/3
c’est & dire vers 1/3.

Les deux limites en 2/7 sont égales, ’application est continue, puisque sa valeur en 2/7 est aussi cette
valeur 1/3.

Les deux études en 4/7 et 6/7 sont du méme modéle.

Ou alors on utilise la formule de presque-périodicité. Elle permet vite de remplacer HIP7 f(z) par
2:4//7
1 . 1
—+ lim f(x) et hn} flx )parg—i— lim f(x).
x—4/7

3 z—2/7 —2/7
T<4/7 z>4/7 z>4/7

, B 2 2172 721\ [Tx/2+1]
Onlaudemon’cref(x+2/7)_<p(g;+7—7[7 i?D .

T T
. . 2 7x 2 [7.x/2] + 1
t le 1 d t tie 2 ( 777[7}77) —_—

On sort le 1 des parties entiéres : f(x 4+ 2/7) = =7 - 3

On rappelle qu’on n’a en général pas grand chose a dire (& part des bétises) sur [a+b] comparativement
a [a] + [b], sauf si b est entier.
On simlifie et on a bien f(x +2/7) = f(z +1/3).

f est par construction continue. On ne peut jamais avoit f(z 4+ 2/7) = f(x) puisque l'on a
flz+2/7) = f(x) + 1/3 pour tout z.
2/7 ne peut donc pas étre une corde.

Et pendant ce temps, f est continue...
f est nulle en 0.

2
Et que vaut elleen 17 f(1) = gp(l ~7 [2D + m par définition méme.
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On poursuit : f(1) = gp(l — g) + = (normal, pour calculer f(1) il suffit de calculer f(1/7) et d’utiliser

3 fois la formule f(x +2/7) = f(x) + 1/3).

343/7 - 91 1 343 - 637 _
T 677

wl w

On termine : p(1/7) = —1.

On a donc f(1) = 0. Mais oui!
On a donc une application dans E dont 2/7 n’est pas une corde.

2011/12 [Des histoires de fermés. ] D.S.12

On commence par I. On prend une suite (a,) & valeurs dans I. On suppose qu’elle converge vers un
réel @. On a donc 0 < a,, < 1 pour tout n. On passe a la limite (les deux réels sont impassibles, et la
suite du milieu est supposé converger). On obtient par passage a la limite 0 < a < 1.

Le réel a est aussi dans 1.

En revanche, si ici I’hypothése est 0 < a,, < 1 pour tout n, le passage & la limite donne 0 < a < 1 et
on peut étre tombé hors de ]0, 1].

Jen veux pour exemple la suite (1/n),. Tous ses termes sont dans |0, 1], elle converge, et sa limite
n’est plus dans ]0, 1.

Ou prend donc une suite (a,), & valeurs dans Z et on suppose qu’elle converge vers un réel . Mais
en prenant € = 1/4 dans la définition de la convergence, on voit que pour n et p plus grand que Ny /3
ona la, —al < 1/3 et |a, —a| < 1/3. Ceci entraine |a, — a,| < 2/3. Comme ce sont des entiers, ils
sont égaux. La suite est constante a partir du rang Ny /3. Et sa limite est donc ay, ,. C’est un entier.
Le réel « est donc cet entier.

Toute suite d’entiers qui converge a sa limite dans Z.

Q@ n’est pas fermé. En effet, la suite des approximations décimales de 7 est une suite de rationnels dont

la limite n’est plus rationnelle. Ces approximations sont de la forme (10_".[10".7T]).

Il en va de méme pour R — Q par un contre-exemple. La suite des e/n est une suit d’irrationnels. Elle
converge (vers 0) et sa limite n’est plus dans R — Q.

Le vide est fermé. En effet, si une suite d’éléments de ’ensemble vide converge, alors je suis le pape et
sa limite est une glace & la cerise et au gras d’ours.

On prend deux fermés A et B. On prend une suite (a,) d’éléments de A N B. On suppose qu’elle
CONVErge vers a.

Tous les termes de la suite sont dans A. La limite est dans le fermé A.

Tous les termes de la suite sont dans le fermé B. La limite est dans B.

Le réel « est a la fois dans A et B, il est dans A N B.

Cette fois, la suite est & valeurs dans A U B. C’st a dire que chaque terme est soit dans A, soit dans
B. Comment se répartissent ils ? Je n’en sais rien, je ne peux donc pas faire d’hypothése 1a dessus.
Simplement, comme je n’ai que deux tiroirs A et B pour une infinité de chaussettes, j’en déduis qu’au
moins un des tiroirs contient une infinité de termes de la suite.

Mais alors, je crée donc une sous-suite de (a,,) dont tous les termes sont dans un des deux fermés. En
tant que suite extraite de (a,), elle converge et sa limite reste «. Comme on est dans un fermé, la
limite a est dans ce fermé. Et il suffit d’étre dans un des deux fermés pur étre dans leur réunion...

([ 2011/12 ][C(f)estfermé. ][ D.S.12 |

Comme chaque a, est une corde de f, on a, par définition méme l'existence d’un z vérifiant

f@+an) = f(z).

Pour chaque indice n un terme x,, dans I , c’est ce qu’on appelle une suite, non ?
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La suite (z,) est bornée par 0 et 1. Elle admet au moins une sous-suite qui converge (Bolzano-
Weierstrass pour tout vous dire). Vers un élément de I, puisque I est un fermé.

La suite extraite (a,(,)) converge toujours vers a. La suite (z,,)) converge vers un certain vy par
définition. De la relation de corde f(a,(n) +Zpmn)) = f(Tp(n)), on déduit par continuitéde f et passage
a la limite : f(a+7) = f(v).

Mais « est resté dans I (fermé), on a donc f(y+ «) = f(y) pour au moins un réel de I. Ceci se lit “«
est une corde de f”.
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Charlemagne

[ vendredi 6 avril J 2011/2012

A
Pour tout matrice A, on appelle exponentielle de A la limite de la suite matricielle ((Ig + —)

n

Calculez les exponentielles des matrices suivantes : <(1) 32 >, <(2) g) et (; 22) (conseil : diag-
onalisez les) (s st |

2011/12 [ LANCZOS } D . S . 1 3

application f donnée par son graphe et non pas par une formule On va voir qu’au lieu de passer par la limite

des taux d’accroissement (trop sensibles aux incertitudes et perturbations), on a avoir intérét a passer par une
intégrale (l'intégration étant un processus plus “robuste” que la dérivation).

MPST2 ( Préliminaires. ) 2011/12 ’ D.S.13 ‘

- 1) Soit f dérivable en a, calculez la limite de % / t.f(a+1).dt quand h tend vers 0 (utiliser le

développement d’ordre 1 de f).

- 2) On suppose que f est méme trois fois dérivable sur un segment [a — o, a + o] avec f(®) bornée en
h

M.
t.f(a+t).dt| se majore par -0
—h

16

valeur absolue par Ms. Montrez que la différence |f'(a) — s

(majoration grossiére qu'on pourrait affiner avec la formule de Simpson). 2%t )
- 3) Quel est le prénom de Lanczos (c’est juste une question pour voir qui triche en utilisant son téléphone

portable et manque de recul).

MPSI2 ( Sujet de concours. ) 2011/12 ’ D.S.13 ‘

h h h h h
- 1) Calculez (z et h réels fixés) : / dt, / (x +t).dt, / t.(z + t).dt, / (z + t)%dt et / t.(z+
—h —h —h —h —h
t)%.dt (e )
- 2) f est une application continue de [a — «,a + «] dans R (a et alpha sont deux réels donnés avec
1
a strictement positif). On définit, pour h entre 0 et a : So(h) = —h/ f(a +¢).dt et Go(h) =
M —h

3
2.13

3

h
/ t.f(a+t).dt. Montrez : S, ( / fla+ht).dtet Go(h) = h tf(a+h t).dt e )

- 3) Pour cette question, f est 'application z — z™ (n est un entier naturel donné). Calculez Sy(h)
et Go(h)( e ) Montrez l'existence de deux polynomes A, et B, vérifiant S, (h) = a" + h?.A,(h) et

Ga(h) = n.a™ ' +h?.B,(h) 2w ) Déterminez les limites de S, (h) et G (h) quand h tend vers 0. 5 e )

- 4) Pour cette question, f est I'application valeur absolue. Calculez Sy(h) et Go(h) et leurs limites en

0. f est elle dérivable en O?

- 5) On revient au cas général. On note F' une primitive de f. Exprimez S, (h) & l’aide de F. Montrez
que S, (h) tend vers f(a) quand h tend vers 0. Montrez que G, (h) tend vers f’(a) quand h tend vers

0w )
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h
- 6) h est fixé dans |0, «f, pour tout couple (z,y) on définit : p(x,y) = / (f(a+t)—(z.t+y))?.dt. Mon-
—h

h

h h 3
2.h
trez:cp(x,y):/ (f(a+t))2.dt—2.:c./ t.fla+t).dt—2.y. f(a+t).dt+T.x2+2.h.y2.
—h —h

Montrez que ¢ admet un unique point critique que vous déterminerez a 'aide de S, (h) et G4(h) (un
point critique est un point ot les deux dérivées partielles sont nulles). Interprétez.

MPST2 ( Dérivées d’ordre supérieur. ) 2011/12 ‘ D.S.13 ‘

(X2 _ 1)n

TR Déterminez le terme de
.n!

- 1) f est de classe C*° de R dans R et pour tout n on pose P, =
plus haut degré de (P,)™) et calculez PT(LQ'n).

- 2) Montrez que Pék) est nul en 1 et —1 pour tout k de 0 an— 15w )

1 22.n+1.(n!)2
-3)M : 1—t)dt = ——
3) Montrez [1( t)".d Gntl)

3 pt.

1 1
- 4) Montrez pour R polynome de degré inférieur ou égal an : / R(t).P\™M(t).dt = — / R'(t).P" =V (¢).dt,
-1 -1

1
/ R(t).P{™(t).d / R™(t).P,(t).dt. Que se passe-t-il si R est de degré strictement in-

-1

férieur a n.( s e Calculez / (P (1)) .dt.m Vérifiez pour n égal & 2. Donnez une instruction
1

Maple pour vérifier pour les petites valeurs de ZEES

2. 1)
- 1) On note Ly(a) la limite (si elle existe) de 2(71:117—;;” / f(a + h.t).P™(t).dt. Qui sont Lg et
1
. (n ) n)
L1 ?(ve. ) Montrez : [1 fla+ hit). Py ( = S / " (a+ h.t). ".dt2e.) Montrez

1

que / (f(”)(a—i—h.t) —f(")(a)> (1—#*)".dt tend vers 0 quand h tend vers 0.2 )Déduisez existence
-1

et valeur de L, (a){ z ot

- 1) Montrez que (Py, P, P", ..., P,E”)) est une base de R,,[z] (espace vectoriel des polynémes de degré
inférieur ou égal a n)( 2 et | On note (Ag,...,A,) les composantes d’un polyndome @ sur cette base.

1 n
Montrez : / (Q(t)%.dt = Z zgj\j_)i 3 pt.
k=0 """

-1

i R e n i

n

(2.6 +1).(yn)?

5 en posant yk—/ fla+at).P ( ).dt pour tout k.[ = e )

k=0
1

- 3) Pour quel polyndome @ l'intégrale / (f(a+ a.t) — Q(t))?.dt est elle minimale HEED

-1

D.S.13 I MPSI2 ( 839 points ] Annee 2011/12 D.S.13
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Correction

] Année 2011/2012

2011/12 [Exponentielles de matrices. ] D.S.13

La premiére matrice se diagonalise sans effort : elle est déja diagonale.

Mais je pense que certains éléves auront passé du temps a retrouver les deux valeurs propres 1 et 3. Et d’autres
se seront méme trompé...

Pour A égale a (1

0 (1+1/n)" 0
0 -2

), on a donc : (I + A/n)" égale a ( 0 (1+ (—2/n)"> (par récur-

. . . a\™ . .
rence s'il le faut). La forme indéterminée (1 + f) est connue quand n tend vers l'infini, elle tens vers
n
a

e 0
La premiére limite est <0 o2 >

. 0 2 , . . e
La matrice < 9 0) a pour trace et déterminant 0 et —4, son polynome caractéristique est X2 — 4

2 0 1 1
0 2 1 1).Onaalors12+A/n

(1 _11> . ((1 +(2)/n)” 1_(2) . n) ) (1 _11> % Les termes (1 +2/n)" et (1 —2/n)" tendent
( /n)

vers e? et e 2.

de racines 2 et —2. On choisit D = et on trouve P = (

2 ) 2 2
La matrice obtenue est [( EEQ i_ 22;;3 EEQ i 22%3 )j et on peut y trouver ch(2) et sh(2).

La troisiéme matrice (somme des deux autres) a pour trace —1 et pour déterminant —6. Ses valeurs

propres sont les racines de X2 + X — 6. On trouve 2 et —3. Une matrice diagonale est alors <(2) 03>

(par choix arbitraire) et une matrice de passage est alors (vérifiez les quatre coefficients).

1 1
1/2 -2
On a donc : M = P.D.P71. On divise par n : M/n = P.(D/n).P~!. On ajoute I qu’on écrit

M M
PLP ' :L,+—= =P (M + —).P’l. On éléve a la puissance n aprés célébre télescopage :
n n

(12 + %)n —Pp (12 + %)n.rl.
M>"<(1+2/n)” 0 )

Le seul terme qui dépende de n est le terme central : ([2 + o 0 (14 (=3)/n)"

n—-+4oo 0

L/ de*+e? 2e*—2e3
On multiplie & droite et a gauche par P et P~!. On trouve [5 (2.62 —+2.673 2 1 4.3 >
A B

On remarque qu’on n’a pas e.e® = T8 Ce résultat sera valable quand les matrices A et B seront permuta-
bles (A.B = B.A). Mais c’est pour I’an prochain...

2011/12 [Prélimina,ires pour la dérivée de Lanczos. j D.S.13

M\n 2
On passe a la limite : lim (IQ + 7) = (e 693 )
n

h
Comme f est continue, l'intégrale / t.f(a + t).dt existe. On y remplace f par son développe-
—h
h
ment limité d’ordre 1, car quand h tend vers 0, ¢ tend lui méme vers 0 : / t.f(a + t).dt =
—h
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h
/ (t.f(a) +t2.f(a) + t2.ga(t)) .dt oll p est une application qui tend vers 0 en 0.
h

On intégre effectivement, en sortant les constantes numériques. L’intégrale en ¢ est nulle par imparité.

L’intégrale en ¢ donne 2.h3/3, et la derniére intégrale se majore pour h assez petit.
h

h h
Plus précisément : pour h plus petit que 7, on a | t2.0(t).dt] < / t2.|p(t)].dt < / t?.e.dt <2.e.h3/3.
—h —h —

On divise par h? strictement positif, ce terme correctif est plus petit que ¢ pour h plus petit que 7..

h
C’est la définition de % / t2.¢(t).dt tend vers 0 quand h tend vers 0.
h

2 h
11 reste : 3?/ t.f(a+t).dt tend vers f'(a) quand h tend vers 0.
: h

On confirme : on peut calculer f’(a) comme limite d’une intégrale...

Oun affine notre calcul, avec des hypothéses plus fortes. On remplace f(a + ¢t) par f(a) + t.f'(a) +

t? t3
5.]‘” (a) + E'f(g) (a+6.t) avec 0 entre 0 et 1 (et dépendant de t et a). On multiplie par ¢, on intégre
h 3
2.h
de 0 & h. Les termes de degré impair disparaissent par imparité. L’intégrale / t2.dt donne 3
—h
h

3
On divise par 2.h%/3. On a donc ﬁ/ t.f(a + t).dt qui ne differe de f'(a) que de la quantité
. h

1 h )
—— | BB a+6,.0).de.
4.h3 h ( t )

1 h
On la majore en valeur absolue par WE / 1t13.1f®) (a + 0,.t)|.dt.
: —n
2 h

On majore méme | ) (a4 6.t)| par M et on a donc f(a) — 3 t.f(t).dt qui se majore en valeur
: —h
absolue par h%
16
([ 2011/12 j[sa(h) et Ga(h). ) ([ Dsiz
R R h Y
On effectue les premiers calculs : / dt = 0, / (x + t).dt = 2.h.x, / t.(z + t).dt = 5
—h —h —h
h 3 2 h 3
2.h° + 6.h. 4.h°.
/ (¢ +)2dt = 2 ORI / t(x+t)2dt = =
L 3 L 3

I I
On égalise S, (h) = ﬁ/ flz+1¢).dt = 5/ f(z + h.t).dt par un simple changement de variable
N h —1
en T = h.t. L’autre égalité est avec le méme changement de variable.
2011/12 [Cas de I’application t — ¢™. ] D.S.13
h

3 ),

On commence en 0. La définition est So(h) t".dt. Si n est impair, cette intégrale est nulle.

A" 3
Sinon, elle vaut T L’autre définition est Go(h) = NN t"T1.dt. On trouve 0 si n est pair, et
3.hm! R
n+2°

On ne demande pas la limite en 0 tout de suite, mais on la donne : Sy(h) tend vers 0 (sauf pour n nul);
Go(h) tend vers O (sauf pour n égal 4 1).
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1 h
Ailleurs qu’en 0 : Sy (h) = —. a+1)".t se calcule en développant par la formule du binéme et en
2.h

—h

ATt - Lo~y ok [k L= (nY ek 1 L= (=DM
proﬁtantdelahnearlte.Sa(h):M.’;)<k>.a .[hh 'dt:M'kZ_o(k)a .h Sy
On isole deux termes : kK = 0 puis k = 1.
Pour k égal 4 0, on a justement 2.h qui, avec (g).a” et 1/2.h donne a™.
Pour k égal a 1, le terme saute.
Au dela, on peut factoriser h2.

. _ Y g eer L= (FDF
On pose donc : A, (h) = ’;2 (k).a h T

: R 3 (Y ek [Tk g 3 NS (Y aek ke L (DR

OnfaltdememeavecGa(h)—W.’;J<k).a ./_hh .dt—m.’;)(k).a .h S

On isole encore des termes.

Pour k égal a 0, le terme est nul (parité).

Pour k égal a 1, le terme vaut n.a" !, comme demandé.
Pour k égal & 3, le terme est nul (parité).

Pour k plus grand que 3, on peut factoriser par h2.
n

3 N\ g pg 1= (=1)FF2
On posera donc : By(h) = —. Z ( av R Rk L
2 = k) k+2

Quand h tend vers 0 les termes polynomiaux en h%.A,(h) et h?.B,(h) tendent vers 0. On en déduit
que S, (h) tend vers a™ (retour de f(a)) et G4 (h) tend vers n.a" =1 (c’est f'(a)).
Et pour avoir tous les points, on le vérifie aussi en 0.

2011/12 [Le cas de la valeur absolue. J D.S.13

1 h
On se place donc en 0. On calcule donc ﬁ/ |t|.dt. On n’a pas de primitive simple. On coupe
NS

2

1
Iintégrale en deux, en profitant de la parité, et on trouve EQ'?' On trouve 2.h, qui tend vers 0 en
0. '

1 h
On calcule ensuite o / t.|t|.dt. C’est vite fait, on trouve 0 pour des raisons de parité. La limite est
g

nulle.

Pourquoi avoir fait ce calcul ? Pour voir que l'intégrale de Lanczos G.(h) (qui par passage a la limite donne
f'(a)) donne parfois des surprises. Ici, 'intégrale a une limite, alors que I'application n’est pas dérivable.
Plus précisément, si f est dérivable a droite et & gauche en a (ce qui est ici le cas), Go(h) tend vers la moyenne

fo(a) + fa(a)

. :
2011/12 | (Point critique de o, ) D.S.13

h

L’existence de l'intégrale / (f(a+1t) — (2.t +b))%.dt ne pose pas de probléme par continuité de I’ap-
~h
plication sous le signe somme.

11 suffit ensuite de développer le carré, de séparer par linéarité, et de calculer les intégrales comme

h
/ a.t?.dt.
—h

L’application obtenue est alors un polynoéme de degré 2 en x et y. Je n’irai pas jusqu’a parler de
trinome, puisqu’un polyndéme de degré 2 en deux variables contient cing termes.
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On dérive simplement ensuite x — (z,y) sans alourdir avec des “a y constant”, puisque la variable

est nettement mise en valeur dés qu’on fait des mathématiques.
h 3

4.
t.f(a+t).dt+ rh
h

Avec des notations compréhensibles : ¢ (z,y) = —2. / (les termes maltraités

du sobriquet de constante se dérivent en 0).

h
On dérive ensuite y — p(z,y) et on trouve cette fois @h(z,y) = 72./ fla+1t).dt+ 4.h.b.
—h

On annule ensuite ces deux dérivées partielles pour détecter les éventuels points critiques. z. et y.
sont donnés par des équations du premier degré. On a un unique point critique de coordonnées

(?)?M)’./};t.f(a+t).dt,2.1h./};f(a+t).dt>.

Tiens, heureuse surprise...

h 2
Comment interpréter la chose ? On cherchait & minimiser l'intégrale / ( fla+t)—(xt+ y)) dt qui
—h

mesure la différence quadratique entre deux graphes (localement) : celui de f au voisinage de a et celui
d’une application affine (terme x.t + b puisque la variable est t).

On se demandait donc quelle droite donnait la meilleure approximation du graphe de f au sens des
moindes carrés.

Et c’est justement celle de coefficient directeur G, (k) (de limite f’(a)) et d’ordonnée S,(h) (de limite
f(a)). Finalement, on s’en serait douté.

La question de I'interprétation ne figurait hélas pas dans le sujet dans lequel j’ai puisé ce sujet de concours.
Mais a-t-on le temps en quelques petites heures de demander aux éléves de prouver leur capacités a faire des
calculs, appliquer des théorémes, mais en sus leur capacité & prendre le recul par rapport & ce qu’ils sont en
train de faire. J’ai peur que d’ailleurs vos réponses se limitent 4 une paraphrase du calcul et non i une prise
de recul avec la vision du graphe et de son approximation affine.

E 2011/12 ) [Les polynomes P,. ] E D.S.13 )

Par construction, P, est de degré 2.n. Son terme dominant est méme X2 /(2".n!).
Quand on le dérive n fois, c’est la dérivée n*¢™¢ de ce terme qui est terme dominant de (Pn)("). Comme

ce terme dominant est de degré 2.n sa dérivée n**™¢ est de degré 2n —n. Et le coefficient est fait du pro-
(2n).2n—-1)...(n+1)

duit des entiers en desecndant, de 2.n & (2.n—n)+1. On trouve donc on ] x2n—n
.n!
2n)! X" n
On en allége la présentation en (2:n) . , et méme en (2'").Xn .
n!  27.n! nj 2

Pour ce qui est de la dérivée d’ordre 2.n, c’est la derniére étape avant ’annulation pure et dure. Le
dernier terme encore valide est en X et, devant, tous les termes de (2.n)! ont fini par se former. On

2.n)!
a donc : ﬁpn)(z-”) = ﬂ Jet au dela, (P,)@"+k) = 0.

2" .n!
On écrit P, sous forme factorisée : 2".nl.P, = (X —1)".(X + 1)™. On voit que P, (1) et P,(—1) sont
nuls. Quand on dérive, on a 2".n!.P, = n.(X — 1)" L (X + 1)" + n.(X — 1)".(X + 1)L, La encore,
c’est un polynéme nul en —1 et en 1.
On redérive? 2".n!.P,” = n.(n—1).(X - 1)" 2(X+1)"+2.02. (X - 1) L (X+1)" 1 +n.(n—1).(X -
1)".(X +1)"=2 et (en tout cas pour n plus grand que 2), ce terme s’annule encore en 1 et —1.
L’énoncé pour éléves de filiére économique H.E.C. proposait d’écrire (P,)* sous une forme ((1—X)*)"~*.T},(X)

par récurrence... Mais nous avons des outils plus probants : la formule de Leibniz.
Comme toujours, pour 'utiliser, il vaut mieux commencer par introduire des notations : R = (X —1)"
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k
et S = (X +1)". On a alors 2".n!.P, = R.S puis (2".n!.P,)*) = Z ( ).R(‘Z).S(k_‘n. On explicite
q=0

vite : R®) = (X —1)"" (14, il faut citer la récurrence, je I’avoue).

(n—1)!
k

On explicite donc : (27.n!.P,)*) = Z Qn kg (X —=1)"" (X +1)"" ¥ ot les o, 1 4 sont des coefficients
q=0

entiers remplis de factorielles & tous les étages.

Tant que k est plus petit que n — 1 et ¢ lui méme plus petit que k, les exposants sont strictement

positifs, et le calcul en —1 et en 0 donne des termes tous nuls.

On a ainsi prouvé la nullité de (P,)*) en —1 et en 1 et/ou la présence d’un facteur (X — 1).(X +1).

2011/12 [L’intégrale [ -1t =)t } D.S.13

Cette intégrale ne pose pas de probléme d’existence. On peut calculer les premiéres pour vérifier, mais la

meilleure piste n’est pas un usage immodéré de la récurrence... quoi qu’en puisse croire I’éléve qui n’a toujours
pas décollé de sa Terminable (méme si un calcul récurrent est possible, avec une intégration par parties bien
choisie et une astuce digne du remplacement de cos® par 1 — sin® dans les intégrales de Wallis).

Le plus simple est ici d’intégrer par parties un nombre suffisant de fois :

1 _ 1
1 n+lqz=1
[1(x - 1" (x+1)".de = [(:c - 1)”%] L ni 1./71(:17 — 1" (2 +1)" . dx; le terme

crochet est nul.
n

On recommence :
r=—1

./1 (z — )" Lz + D" hde = [n(x D

(x +1)"+2 ];p:1
n+1l /4 )

(n+1).(n+2
(n—1 !
n.(n—1) / (x —1)"2.(z 4+ 1)""2.dx; 1a encore le terme crochet est nul.

(n+1).(n+2) /4
nn—1...(n—k+1) ! B
k /L

On effectue une récurrence sur k limitée au rang n pour aboutir a (—1)". D)t k)

1) % (x4 1)"**.dz (récurrence non rédigée ici).
) n.(n—1)...) /1 )
Au rang n il reste (—1)". . x4+ 1)“".dx.
& e hmry en ) Y
On intégre ce terme en (z + 1)2"+1/(2.n + 1) qui donne 227 +1/(2.n + 1).
n!

On lui accole I / ; issu des n intégrations par parties successives.
2.n)!/n!
22.n+1.(n!)2
On a au final : (x—1)"(z+1)"de = (-1)".———— comme souhaité (on a pris
(2.n+1)!
(2 — 1) au lieu de ( ) d’oit Ie signe), en regroupant les termes factorielles.

1

La formule / R(t).P\™M(t).dt = / R'(t).P{"~Y(t).dt pour un polynéme R (sans limitation de de-
-1

gré) vient d’une simple intégration par parties dans laquelle on dérive R en R’ et intégre (P,)™ en

(Pn)("*l). On n’y aurait pas pensé. Il y a un signe moins, La clef est ensuite dans une des questions

précédentes : (Pn)("’q) est nul en —1 et 1 tant que ¢ est strictement positif.

On recommence : / R'(t).P"V(t).dt = —/ R’ (t).P{"~2)(t).dt en dérivant encore R et en remon-
—1
tant (P,)("~1). Les termes crochets sont nuls par annulation des dérivées de P, en —1 et 1.
1 1
On pousse idée de la récurrence jusqu’au bout : / R(t).P\™(t).dt = (—1)k./ R® (). P"=R)(t).dt
—1 —1

pour k de 0 & n — 1 (la variable qui sert a conduire la récurrence, c’est k).
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1

R(t).P™M(t).dt = (—1)". / 1 R (). P, (t).dt.
-1

Si le polynome R est de degré strictement plus petit que n, la récurrence peut quand méme étre con-
duite, et (R,,)™ est le polynéme nul.

1
On a alors / R(t).P\™M(t).dt = 0.

-1

Parvenu au rang n, on a bien /
-1

1
On reprend la formule / R(t).P\™M(t).dt = (—1)”./ R™(t).P,(t).dt avec R égal a (P,)™. On est
-1

bien dans le cadre d’application de cette formule, et on trouve

1 . 2 . 1 0\ (27)
L (Pg )(t)) dt = (1) .[1 ((Pn)( >) (t).Po(t).dt.

2.
Or, qu’a-t-on calculé auparavant? (P,)™ est le réel ( ) . L’intégrale de P,(t) est directement
1 , 92. n+1 (n')
multiple (il y a un ) de / (1—t%)".dt qui vaut W On effectue donc notre produit pour
n !

(2.n)! 1 22 nHl (n!)?
2n.pl 2nnl (2 + 1)

2
Belle simplification : | ———— Tout ca pour ¢a!

On vérifie d’ailleurs pour n égal & 2 : 22.21.Pp = (X2 —1)2 = X4 —2.X2 + 1, 8.(P)” = 12.X? — 4 et
322 -1 . 9.X4—-6.X2+1

(P)” = ——— puis (P)? = 1

Une suite d’instructions Maple? Ou méme le tout en un :

[SEQ(INTEGRATE((DIFF((X*X-l)"N/(2’\N*N ),x$N)) " 2,x=-1..1),N=1..6) ; j

trouver

. Le calcul de l'intégrale donne bien 2/5.

([ 2011/12 j[Les opérateurs Ly (a). ) ([ Dsas |
(2.n 4+ 1)!
oan+l pn n
Pour n petit, on retrouve S et G, comme par hasard, avec leurs coefficients étranges.

Les intégrales telles que / f(a+ h.t).P™(t).dt ne posent pas de problémes d’existence.

La formule / fla+ ht).PM™(t).dt = / F™(a + h.t).(1 —t?)".dt vient de n intégrations par

2n
parties successives, dans lesquelles on proﬁte du fait que les dérivées successives d’ordre inférieur & n

soient nulles en —1 et 1. On ne refait pas ici la récurrence sur k& donnant / fla+ ht).P{M(t).dt =
-1

1
—1)k.p* / F® (a+h.t).(P,) ™~ P(t).dt. Une fois arrivé au rang n, on a une belle formule dans laque-
—1

lle on est remonté jusqu’a P, lui méme. On le remplace par (—1)".(1 — ¢2)"/2".n!.

Mais d’ou vient le h™ ? Des dérivations de ¢ — f(a + h.t) qui sont des composées.

1
Pour / (f(")(a + h.t) — f(")( )) (1 —t%)™.dt qu’il faut faire tendre vers 0, on rappelle un principe :
-1

“pour faire tendre une intégrale vers 0, on la majore en valeur absolue et on écrase par le théoréme de
I’encadrement”.
On note Ay, cette différence (qui dépend de a, h et f, mais pas de la variable muette t).
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1

On majore par inégalité triangulaire : |Ap| < / 1f™(a+ ht) — F™(a)|.(1 — £2)".dt.
-1

1
On majore 1 — t2? par 1 en valeur absolue : |Ay| < / |F™(a + ht) — £ (a)|.dt.

-1
On rappelle que f(") est continue en tout point, car f est C*. En particulier, au point a :
VeeR™, I e R, ...
Pour h plus petit que 7., tous les |h.t| sont aussi plus petits que 7.. On peut majorer chaque
| (a + h.t) — f(")(a)| par . L'intégrale se majore par 2.c.
On est arrivé & une quantification de la forme

1
VeeR™, 3. e RY™, VheR™, [h| <7 = |/ (f(”)(a—i— ht) — f(")(a)).(l —2ydt] < e
-1

On reconnait une histoire de limite nulle.

On sépare l'intégrale en deux intégrales par linéarité. Mais comme 1'une ne dépend pas de h, on la

1 1
fait passer de l'autre coté de la limite : / F™(a+t.h).(1—t%)".dt tend vers / f™(a).(1 —t*)".dt
1 -1

quand h tend vers 0.
Cette limite se calcule explicitement, puisque f(™ (a) ne dépend pas de t. On le sort, et on a 'intégrale
de (1 —t?)" entre —1 et 1. On la connait, pour I'avoir déja calculée...

2nnl [
Ensuite, on remplace le terme dont on étudie la limite par hnn / f(a+t.h).(Py)™(t).dt. On ar-
—1
2n+ 1) 1
range les factorielles : %/ f(a+t.h).PM™(t).dt tend vers f()(a).
. . . 71

ieme

C’est quand méme fantastique! On accéde a la dérivée n en étudiant la limite d’une intégrale, et

pas juste a la dérivée premieére...

2011/12 [La base (Po, Py, ..., (Pp)™). j D.S.13

L’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n est de dimension n+ 1 (base canonique
(1, X,...,X™)). Tous les polynomes de la liste sont dans cet espace (on oublie souvent de vérifier ceci),
et sont en bonne quantité.

11 suffit de vérifier que cette famille est libre. A moins que vous ne préfériez calculer son déterminant
par rapport a la base canonique. C’est le produit des termes diagonaux.

n
Allez, on opte pour “famille libre”. On suppose qu’on a Z )\k.P,gk) = 0 (polynome nul) pour une famille
k=0
de coefficients. On veut montrer que tous les coefficients sont nuls.

On cherche le coefficient du terme en X™ dans le membre Z /\k.P,Ek). Il ne peut venir que de /\n.PﬁLn)
k=0
(degré de chaque P,Ek) déja mentionné). Mais dans le terme de droite, il est nul. C’est donc que \,, est

nul.
n—1

On reporte : Z )\k.Pék). On recommence avec la recherche du terme en X? ! et on a A,,_; = 0. On

k=0
continue ainsi de proche en proche jusqu’a Ag = 0.

La famille est libre et a le bon cardinal, c’est une base.
On parle de famille échelonnée en degrés, et on peut aller jusqu’a dire que c’est un résultat du cours...

On part d’un polynéme développé sur cette base. On I’éléve au carré : Q = Z )\p.(Pp)(p). Z )\q.(Pq)‘I) =
p=0 q=0
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> A Ao (P)P(P) .

p<n
q<n

On intégre de —1 & 1 et on trouve, par linéarité de lintégrale, (n + 1)? termes, de la forme

1
Ap-Ag- / 1P1§p)(t).Pq(q)(t).dt.

n 1
On met de coté les termes pour lesquels p et ¢ sont égaux : Z(x\p)z./ (Plgp))Q(t).dt. Ce sont des
- -1
n =0
- , ) . 2 2
intégrales que l'on a calculées. On trouve bien Z (Ap)”.

2p+1°
p=0
On espére donc que les autres termes de la somme soient nuls. Mais pourquoi? Juste parce qu’on ne
1
sait pas développer un carré? Non! Ils sont bien 14, les / (P,)P)(t).(P,) ) (t).dt avec p différent de
q. -
Par symétrie des roles, on peut supposer p strictement plus petit que ¢. Alors P;p ) est de degré p

1
strictement plus petit que g. On ressort alors un résultat déja prouvé : / R(t).(P,) ™ (t).dt est égal
—1

1
a / R™(#).(P,)(t).dt au signe prés, et R(™ est nul. Chacune de ces intégrales est nulle.
~1

1

Bref, les (n+1)? — (n + 1) intégrales de la forme /1 Pzgp).Pq(q) sont nulles et effacent les A\,.\; avec p
différent de q.

[Intégrale quadratique f_ll(Q(t) — fla+ a.t))?.dt. }

On développe le carré, on sépare par linéarité et on calcule chaque intégrale.

1
On a déja le terme trés normal / fla+ a.t)®.dt.
—1

2

2
2.k+1 ()

1 n
On a aussi le terme / Q(t)Q.dt, avec un signe plus. Il vaut, comme on I’a vu Z

N

k
) "2 2.k +1 .
Dans la formule avec des sigmas, on le trouve dans E ()\k — .yk> quand on développe
= 2.k+1 2

les carrés.

1
Il nous reste le double produit 2./ fla+t.a).Qn(t).dt. On y développe @, et on a la somme des
-1

~ 2 2k+1
(-

1 2
2./ fla+ t.a)./\k.P,gk)(t).dt. Dans le Z .yk> c’est la somme des doubles pro-
-1

P 2k+1 2
duits. .
2 2.k+1 2
On a alors un terme en trop Z (;yo . Et on le compense précisément avec
— 2.k+1 2

"~ 2.k + 1
— Z T—i_yi Il y a bien égalité.
k=0

Il nous faut ajuster ensuite ). On ne peut jouer que sur les coefficients Ag. C’est donc sur
n

2 2.k+1 2, . C N , . )
Z SE il ( T yk) qu’on peut agir. Pour minimiser ce terme 1, on ’annule carrément (c’est
k=0 "~

2.k+1

2

une somme de carrés de réels, on ne peut pas faire plus petit que 0). On posera donc : A\, = Yk

pour chaque k£ de 0 & n.
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On a fait une projection orthogonale sur un sous-espace, mais vous avez peut étre du mal & comprendre
¢a a ce stade de ’année et de vos années de prépas...

D.S.13 I MPSI2 ( 839 points ] Année 2011/12 D.S.13
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D.S.14

D . S ] 1 4 Charlemagne

[ vendredi 4 mai J 2011/2012

2
T
< #(29) > On définit: p =2 — / |t —2]|.dt. Représentez graphiquement ¢ sur [—2, 2] (en détaillant
par segments).( s pt. ) ’
¢ est elle dérivable? Si oui, combien de fois ?( st )
< #(30) > Donnez le développement limité de ¢ en 1 & l'ordre I EE
< &(31) > Donnez un intervalle “le plus grand possible” sur lequel ¢ est convexe.[ 2 pt.

168 points 168 pointsi

2011/12 [ STOCHASTIQUES ] _) . S . 14 I

1) Une matrice carrée A de taille n sur n, de terme général a{ est dite stochastique si et seulement
n

Z af = 1 pour tout i de 1 4 n et a¥ > 0 pour tout couple (i, j) (elles interviennent en probabilités et tous
k=1

les phénoménes de transitions). A est dite bistochastique si A et !A sont stochastiques. L’ensemble des
matrices stochastiques (respectivement bistochastiques) de taille n sera noté H,, (respectivement B,).
Déterminez toutes les matrices bistochastiques de taille 2.

- 2) Déterminez le maximum et le minimum de I’application ¢race puis de I’application det sur I’ensem-

ble BQ.

n
- 1) On définit le permanent d'une matrice carrée A de terme général a¥ : per(A) = Z Hag(l)
oeSy, i=1
(comme le déterminant, mais sans lalternance des signes due a la signature). Déterminez aussi le maximum

et le minimum de ’application permanent sur Bg.

- 2) Montrez qu’une matrice et sa transposée ont le méme permanent.[ = pt.

- 3) Montrez que le permanent est invariant par permutation des colonnes ou des lignes qui forment
la matrice.( zpr. )

- 4) A-t-on la propriété per(A.B) = per(A).per(B) pour tout couple de matrices (A, B) de taille n sur
.| 2 pt.

12 points
- 1) Montrez que A est dans H, si et seulement si A est & coefficients positifs et vérifie A.U = U ou U
est le vecteur colonne de taille n dont tous les coefficients valent NEr

- 2) Déduisez que H,, et B, sont stables par multiplication.

- 3) Déterminez le nombre d’éléments de B, a coefficients entiers.(2pt )

- 4) Déterminez le maximum et le minimum de Papplication trace sur By (2o )

- 5) Montrez que le permanent d’une matrice stochastique est positif ou nul. Montrez que le
permanent d’une matrice bistochastique de taille 3 est strictement positif.

- 6) Déterminez le maximum et le minimum de I’application permanent sur Bs.[(ew )

( 20 points

- 1) Soit B une matrice bistochastique et X un vecteur de (R**)"™ de composantes x;, d'image B.X
n

de composantes y;. Montrez pour tout i : In(y;) > Z b In(zp).2e )
k=1
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n

- 2) Déduisez : [[wi = [[ 2z )
(5 pointéf? s 1 5 points]
6 10 15

1

- 1) On M= — 118 10 15 |. Montrez M hastique.[ 1 pr. lculez la tr

) On pose 3 68 18 05 ontrez que est stochastique.[ 15t ) Calculez la trace et
le déterminant de M . Trouvez au moins un vecteur non nul E; vérifiant M.E; = E; (ce qui
prouvera que 1 est une des trois valeurs propres de M )
- 2) Quelle est la somme des deux autres valeurs propres de M ? Quel est le produit des deux autres
valeurs propres de M 7 [z pr.
- 3) Déterminez le spectre de M (1ee ) Pour chacune des deux valeurs propres A et p différentes de
1, montrez I’existence de Ey et E,, vecteurs non nuls, vérifiant M.Ey = \.Ey et M.E,, = M~Eu-
- 4) Montrez que det(E1, E, E},) est non nul 2 e )
- 5) Déduisez que M est diagonalisable, avec une matrice diagonale D que vous déterminerez.
Montrez que [A| et |u| sont plus petits que 1. 2% ] Montrez que M" converge vers une matrice a

préciser quand n tend vers l’inﬁni.

- 6) Des individus se déplacent sur les trois sommets A, B et C' d’un triangle, suivant les régles suiv-
antes & chaque unité de temps :

e une personne qui est en A y reste avec probabilité 1/5, part en B avec probabilité 3/5 et part en C
avec probabilité 1/5,

e une personne qui est en B peut, de maniére équiprobable y rester, partir en A ou partir en C,

e une personne qui est en C' part en A ou en B avec probabilité 1/2 pour chacun des deux cas.
Comment calculerez vous la répartition des individus a la n*®™¢ étape ? Indiquez ce que donne cette
répartition quand n tend vers too.(ae )

23 points

2011/12 [ TORE } D.S. 14

< &(7) > On rappelle que le tore est la surface obtenue en faisant tourner un cercle autour d’une
droite qui lui est coplanaire (chambre & air, anneau a section circulaire, doughnut de Homer Simson).
On va faire tourner le cercle tracé dans le plan Oz de centre (R,0,0) et de rayon a autour de I’axe

x cos(d) —sin(d) 0O R+ a.cos(t)
Montrez que |y | = | sin(d) cos(d) 0 |. 0 avec 0 et t décrivant R est un
z 0 0 1 a.sin(t)

paramétrage de ce tore.

< &(8) > Eliminez 0 et ¢ pour arriver & une équation de la forme |z| = F(x,y) ou vous préciserez la

forme de l'application F. Montrez que F' s’écrit méme (x,y) — f(\/ac2 + y2) ou f est une
fonction de R dans R & préciser. ip )

!
< &(9) > Montrez alors, avec les notations de Monge et en posant p = y/x? + y? : p(z,y) = x. / (p)
E— p
0]
Que direz vous a I’éléve qui écrira p(z,y) = E% ?
p- dp
, . 2 a2'(p - R)
< &(10) > Calculez q, r, s et ErE Déduisez : r.t — s° = W. 4 pt.
— p-(F(z,y

< &(11) > Indiquez suivant la position de M sur le tore la position du tore par rapport au plan

tangent.

D.S.14 I MPSI2 ( 924 points ] Annee 2011/12 D.S.14
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Correction

] Année 2011/2012

2011/12 Ejapplication T — f;z [t — 2]|.dt. J D.S.14

Comme lapplication t — |t — 1] est continue 'intégrale existe pour tout x. Mais ensuite, il faut dis-
cuter intervalle par intervalle, car on n’a pas de formule simple pour une primitive de cette application
valeur absolue. Il faut donc découper en fonction de la position des bornes par rapport & 1 afin de
pouvoir utiliser la relation de Chasles et effacer la valeur absolue.

Par exemplze, pour z positif, entre 0 et /2, on calcule simplement :

p(x) = / 2=ty = ST A

(on Vériﬁexque cette intégrale est nulle pour x nul et pour x égal 4 1 car dans ce cas, les deux bornes coincident).
Ensuite, pour z entre v/2 gt 2, il faut couper en par la relation de Chasles :

olz) = /2(2 —t).dt + / (t —2).dt = i 3'5”22’ o +8

Pour z amdegzla de 2, les dZéux bornes sont plus grandes que 2 et ne posent pas de probléme :

o(z) = - (t—2).dt x? 75.9292 +4.z

x
Pour x négatif, il faut rester prudent. Tant que x n’est pas trop grand en valeur absolue, les deux bornes
2

x

x et 22 (des signes opposés) sont plus petites que 2 et on utilise la formule op(z) = / (2 —1t).dt =

—at+5.2% — 4.z
3 .
Mais dés que x descend en deca de —+/2, l'intervalle [z,2?] déborde au dela de 2 et il faut encore
z* —3.0%2 — 4.2 +8

’]

utiliser la relation de Chasles, et trouver & nouveau 5 (mais cette fois, le terme —4.x

est positif).

On résume :

e —wo—val | —vz2 | a-vzo [ o Jwu] ] nva [ vi ] V3, 2] | 2 | el

T 5 .7 .. — 7 = — 7 T, T 5.7 4. T . 2
o ot —se®—ae4s [ 2t +5.22 — 4w . e ) oTt+50” —aa [ T eT 327 —40+8 , 2% —5.22 §
2 2 2 2 2

@ (z) 2.0% — 3.0 — 2 —2 - V32 —2.2% 4 5.2 -2 —2 | idem 1 —2.23 4+ 5.0 — 2 VZ -2 2.23 — 3.0 — 2 8 2.2 — 5.2
e (z) 6.22 — 3 9/ —7 —6.22 +5 5 idem -1 —6.22 +5 —7/9 6.22 — 3 21/7 6.2 —5

Les raccords se font de maniére continue et méme dérivable.

C’est normal, on intégre une application continue.

On note méme que si on note ¢ une primitive de t — |t —2| (elle existe, mais n’est pas simple a exprimer),
alors on a p(x) = 1(z?)—1(x). On peut ensuite dériver : ¢'(z) = 2.2.9¢' () -’ (z) = 2.2.|2%2—2|—|z—2|.
En 2, en —v/2 et /2, la dérivée ¢’ n’est plus dérivable. Notre application ¢ est C' mais pas D2.

Au voisinage de 1, la fonction est polynomiale, et son développement limité est directement donné par
522  z? h? ht
I'application : —2.z + - 3 dans lequel on remplace x par 1+ h : h — ol 2.h% — 5 sauf erreur

de calcul de ma part.

Pour la convexité, la ligne “dérivée seconde” nous permet de trouver un domaine sur lequel elle est
positive...

6 10 15
2011/12 La matrice 25. ( 18 10 15 |. D.S.14

6 10 O
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Cette matrice est a coeflicients positifs (qui a oublié de vérifier cela ?).

3 3 3
Les sommes en colonnes valent 1 : E al = E ab = E a} = 1. La matrice transposée est stochastique.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

8
Sa trace vaut —.

Pour ce qui est du déterminant, on travaille sur la matrice a coefficients entiers, on développe par
rapport & la derniére colonne, en ayant soustrait la premiére ligne & la deuxiéme, histoire qu’il ne reste

qu’'un terme. On trouve au final un déterminant égal a I On n’oublie pas en effet que si la matrice

est divisée par 30, son déterminant est divisé par 30% pour des raisons de trilinéarité.

On résout le systéeme M.X = X par combinaisons (soustraire ligne 1 a la ligne 2). Il dégénére, la derniére

3.2/2
équation ne sert a rien. Les vecteurs solutions sont par exemple de la forme [ 21.2/10 |, et on a
z
15 15
les multiples de | 21 |. Une droite de vecteurs propres. Elle est engendrée par | 21 |. Elle est de
10 10

dimension 1. On garde le vecteur ci dessus dans le role du vecteur Ej.

Admettons que M ait trois valeurs propres & mettre dans une matrice diagonale D semblable & M.
8
Les deux auront la méme trace (calcul usuel Tr(P.D.P™') = Tr(P~'.P.D)=Tr(D)) : 1+ A+ pu= — et

15
1
le méme déterminant (calcul usuel det(P.D.P™') = det(P).det(D).det(P)™! = det(D)) : 1.A.u = 5
En effet, 1 est déja une des valeurs propres.
7 .
La somme A + p vaut 15 et le produit \.u vaut T
. . 9 7 1
Les deux valeurs propres qui manquent sont les racines de X~ + 1—5.X + 5
—7—1411 —T+i/11
Le discriminant est négatif, les deux racines sont complexes conjuguées 38 et 4_38 .

V15
Les deux ont le méme module : T (le produit des deux racines conjuguées, c’est le carré du module!).

1 0 0
On peut dire tout de suite une chose : la matrice diagonale D™ sera [ 0 A" 0 | (al’ordre pres).
0 0 ’un

. Une matrice de projecteur...

o O O

1
Quand n va tendre vers l'infini, il restera juste | 0
0

0

0

0

On prend X égal & I'une des deux racines ((—7 + 4.4/11)/30 ou son conjugué). On veut résoudre le
systéme M.U = A\.U. On le reformule en M.U — \.U = 0 (vecteur nul), puis (M — \.I3).U = 0 (on n’écrit
pas (M — X\).U = 0 qui n’aurait pas de sens a cause des formats).

C’est un systéme de trois équations a trois inconnues (les composantes de U), dont le déterminant est
det(M —\.I3). Ce déterminant est nul (calcul ou relations coefficients racines). Le systéme est dégénéré.
Il a une infinité de solutions, en plus de la solution nulle (une des équations ne sert a rien, on peut pren-
dre z comme inconnue auxiliaire et extraire les autres variables). On en prend une, et on a un vecteur propre.

Rien ne nous forgait a calculer le vecteur propre. Il suffisait d’en prouver I'existence. On est en mathématiques,
pas en physique. Savoir qu’on peut le faire nous suffit, on n’a pas besoin de dépenser de I'argent (voire des
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fortunes) pour trouver un vecteur explicite ou un boson (boson ? c’est ¢ !).

Les trois vecteurs E1, Eyet I, sont trois vecteurs propres de M associés a trois valeurs propres dis-
tinctes. Un théoréme du cours appelé localement “corollaire de Vandermonde” nous assure que ces trois
vecteurs forment une famille libre. La famille libre de trois vecteurs dans R® (dimension 3) est alors
une base. Le déterminant det(E1, E, E,) est non nul.

Notons P la matrice faite des trois vecteurs (E1, Ex, E,,).

La matrice M.P se distribue en matrice de colonne (M.Ey, M.Ey, M.E,) c’est a dire (E1, A\.Ex, p.E,)
car ces trois vecteurs sont vecteurs propres de M de valeurs propres respectives 1, A et .

Mais on a aussi P.D qui est faite des mémes colonnes (régle de calcul de produit d’une matrice de trois
colonnes par une matrice diagonale).

On a donc : M.P = P.D.

Comme P est inversible, on arrive & M = P.D.P~!. On reconnait que M est diagonalisable.
Rappelons que “diagonalisable” n’a aucun rapport avec “inversible”.

On conduit une récurrence rapide et maintenant classique : M™ = P.D".P~!. Comme D" converge,

1 00
la suite P.D™.P~! converge vers P. [ 0 0 0 |.P~1.
0 0 0
On éléve au carré cette matrice limite notée L, et on trouve :
100 10 0 10 0\° 100
L?=pP. {0 0 0).P'P|O O O).P'=P|O O O] P'=P|O O O].P'=L.
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

On reconnait & cela une matrice de projecteur : L? = L.

Le systéme dynamique décrit par l’énoncé est régi par cette matrice justement. Si on a une ré-

partition ( 4 un certain instant, alors on retrouve la répartition suivante & I’étape suivante :
Y
24813
370‘ g +3 On reconnait le vecteur M.U
£+
Quand on regarde évoluer le systéme, on a, a la n*“™¢ étape M™.U

Quand n tend vers l'infini, la répartition tend vers L.U avec L définie plus haut. Tous calculs faits,

. ) : atBty [
par simple cohérence aussi, on va trouver % 21
10

2011/12 [La majoration H;;l yi = H;l z;. } D.S.14

On part donc d’un vecteur a coefficients strictement positifs. On calcule ligne par ligne : y; =
a}.zl + a?.xg +...al.zy.

Ce réel est positif, comme somme de termes positifs.

Au moins un des af est non nul, puisque leur somme vaut 1.

Ce réel est strictement positif.

On peut donc calculer son logarithme. Mais on a alors In(y;) = In(a}.z; + a?.22 + ...al.z,) et pas
at.ln(z1) + a?.In(z2) + ...a. In(z,,). Alors?

Alors?

Alors on pense a la concavité du logarithme, qui est justement au programme des semaines écoulées.
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La moyenne des images est plus petite que I'image de la moyenne (“grande inégalité de concavité”).
1 2

. . . al.zi +a?xo+...a"x al. ln(x a?. In(x ...a In(x
Mais cette inégalité donne plutot ln( il — 22 + o ”) > (1) +11 2( 2) + — ( ")
a; +a;+...qa; a; +a; +...q;
Et 13, tout va bien ! La matrice est bistochastique. Chaque somme telle que a}+a?+. .. al est égale a 1!

On a n inégalités, de In(y1) > af.In(x1) +. ..+ a?. In(z,) jusqua In(y,) > al.In(xq) +...+a?. In(z,).
On somme ces inégalités. Le premier membre donne In(y; ... yy).

Dans le second, In(z1) est en facteur de al +...+al. Cest la somme sur une colonne! Elle vaut 1 par
bistochasticité. De méme, jusqu’a (af + ...+ a?).In(x,) qui vaut 1.In(z,).

n

Ayant sommé, on a donc obtenu In (Hyl) > In(x1) + ... + In(z,) et c’est exactement ce que 'on
i=1

voulait.

SETER o )

Le point (R + a.cos(t), 0, a.sin(t)) décrit le cercle de centre (R,0,0) et de rayon a quand ¢ décrit R.
cosf —sinf
sinf  cosf

Ensuite, la matrice ( > sert & effectuer des rotations dans le plan zOy.

Mais pour tourner dans R?, il faut aussi tenir compte de axe. On garde la méme cote z. Clest le role

cosf —sinf O
du 1 dans la grande matrice | sinf cosf O
0 0 1

On a donc 2 = (R + a. cos(t)).cos(), y = (R + a.cos(t)).sin() et z = a.sin(t).

On va éliminer 6 avec 22 + y? = (R + a.cos(t))?. On passe a la racine : /22 + y2 = R + a. cos(t). Pas

de valeur absolue 7 Non, car a est plus petit que R. On en déduit que R + a.cos(t) reste entre R —a et R+ a

et reste donc positif.

On isole a.cos(t) = /22 + y%2 — R.

On élimine ¢ avec cos® +sin® = 1 1a encore : 22 + (/22 + y2 — R)? = a?.

On isole z en sachant qu’il y a deux valeurs possibles : au dessus ou au dessous du plan zOy :

z=4/a? — (p — R)? ou son opposeé.

On pose donc : F(z,y) = \/a2 — (Va2 +y? - R)2 et f(p) =+/a?—(p— R)2.

On dérive la composée x — p — f(p) & y fixé (sans repasser par les taux d’accroissement). On trouve
0y Op

f (P)-%-

On remplace la dérivée de p par 2.796, et on arrive a la formule demandée.

2./x2% +y?
Oui, je rappelle pour celles et ceux qui ne lisent qu’une partie du cours qu’on ne repasse par les taux d’ac-

croissements que quand la fonction est définie par des formules prolongées. Sinon, on dérive par rapport a x
a y fixé. Comme en physique, sauf qu’on le fait avec rigueur et sans le mot constant qui perd vite son sens et
induit des erreurs.

D’autre part, f est une fonction d’une variable. Quand on écrit f(p) et f'(p), c’est parce que p a une valeur
et qu’on a oublié qu’il venait de x et/ou y. Si je vous dis qu’au point ou on travaille, p vaut 2 par exemple,
comment pouriez vous dériver “par rapport a x a y fixé”?

On ne peut donc pas comme les éléves trop dociles et gentillets (oui, il y a la un sous-entendu sur leur niveau

. . of . .
en sciences) écrire des = qui n’ont vraiment aucun sens.

ox

S a? 4 y?
De méme, on dérive y — f(y/22 +y?) en y — M Et on ne précise pas des notations
Va2 +y?

pour indiquer “a x constant”. Sinon, pourquoi n’irait on pas aussi préciser “a « constant”, “4 h constant” et
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ainsi de suite ?

On écrit p(x,y) = z.f'(p).p~! et on redérive x — p(x,y) comme un produit en r(z,y) = f'(p).p~ ! +
1
22.f7(p).p~2 — 22.f'(p).p~3 le dernier terme correspondant a la dérivation de 1 — —————.
(22 + y2)1/2
On fait de méme pour l'autre terme diagonal de la hessienne : t(x,y) = f'(p).p~ !t + v f7(p).p~2 —
2 o -3
y=.f'(p)-p~°.

Le terme “de Schwarz” est plus simple : (y — x.f'(p).p~ 1) donne y — 2.y.f"(p).p 2 —z.y.f'(p).p~3.

— — Y
Aprés, on calcule : f(p) = (a® — (p — R)*)Y2, f'(p) = % et f7(p) = ?pl) a (R;(P)/;)

L’étape suivante est faite de gros calculs auxquels on n’achappe guére r(z,y).t(z,y) — s(z,y)? donne
a’.(p — R)
p-f(p)*

II ne reste plus qu’a utiliser le cours.

e Tant que r.t — s est positif, les deux valeurs propres de la hessienne sont de méme signe, le graphe
ne traverse pas le plan tangent. Ici, le signe de r nous dit méme qu’on est sous le plan tangent. Il s’agit
du cas p > R. C’est toute la partie “extérieure” du tore.

e Quand p vaut R le plan tangent est “trés tangent”. On est “en haut du tore”, et le plan repose totale-
ment sur le tore.

e Quand p est plus petit que R, on est dans la partie intérieure du tore, et on a systématiquement un
point col, le tore a deux courbures de sens différents, et il traverse le plan tangent.

Je vais essayer de vous donner des schémas en annexe.

bien au final

[ 2011/12 ] [Matrices stochastiques et permanent. ] [ D.S.14 ]
n
La condition M.U = U se lit bien Zaf.l = 1 pour tout ¢ de 1 & n. C’est la condition “somme en
k=1
lignes égale & 1” et elle traduit la stochasticité.
al a? a3 1 at +a?+a3
Entaille3: | a} a3 a3 | . [1]|=|al+ad+a3
ai a% a3 1 ai +ad?+a3

Pas de probléme sur une telle question. Sauf avec les éléves qui mélangent calculs et équations dans
une méme ligne. Maintenant que la fin de I’année approche et que la Spé vous attend, je vais finir par
sanctionner ces absurdités.

Quand on ajoute la condition M est aussi stochastique, on demande que les sommes en colonne vail-
lent 1.

La stabilité de H,, s’obtient alors facilement. On prend A et B stochastiques. On calcule alors :
(A.B).U = A.(B.U) = A.U = U par stochasticité de B puis de A. Et on reconnait alors la stochastic-
ité de A.B.

Le tout sans gros calcul inutile sur la somme des coefficients en ligne de la matrice produit comme
tentent en général de le faire les éléves.

Trois points pour une question si simple? C’est cadeau !

Non, parce que je suis presque sir que deux tiers des éléves vont n’avoir qu’un point a cette question.
En effet, ils se seront focalisés sur (A.B).U = U, la partie “calcul”. Et “calcul” rime avec “nul” si on
oublie la moitié de la question.

Quelle moitié?

La positivité des coefficients. En effet, il faut vérifier cela aussi...
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n
Si A et B sont a coefficients positifs, alors les Za{.b? sont positifs par stabilitée de R™ par addition
j=1
et multiplication.
C’est évident, mais il faut le dire. Sinon, vous ne prouvez qu’une chose : vous étes un gros bourrin
qui se focalise sur une chose reposante (“des calculs, des calculs” groigne 1’éléve dopé aux ogm) sans
prendre le recul qu’on attend d’un ingénieur qui doit se demander “que dois je faire exactement 7.

b 1b> avec a et b entre 0 et 1 pour

. . . 1—
Les matrices stochastiques de taille 2 sont de la forme (a “
préserver la positivité.

Leur trace vaut a + (1 — b). Elle varie entre 0 (atteinte pour ((1) (1)>) et 2 (atteinte pour Ip).
Leur déterminant vaut a — b et peut aller de —1 & 1 (valeurs atteintes pour <(1) (1)) et Io).

Plus généralement, comme les matrices stochastiques ont des coefficients positifs, leur trace est tou-
jours positive. Le minimum de la trace sur H,, est alors 0 atteint pour la matrice de permutation du

cycle (1,2,...n).

Ensuite, comme la somme des termes (tous positifs) sur une ligne vaut 1, on voit qu’aucun coefficient
ne peut dépasser 1.
La trace ne peut donc pas dépasser n et cette valeur est atteinte pour la matrice I,,.

Les matrices bistochastiques de taille 2 sont peu nombreuses. Dés qu’on a fixé un coefficient ((“ :)), ses
deux voisins sont imposés par “somme en ligne égale 4 17 et “somme en colonne égale & 17 ((1 o i “))
Le dernier suit par recollement et tout est compatible ((,*, *7)).

Le réel a doit rester entre 0 et 1 pour que a et 1 — a soient positifs.

La trace vaut alors 2.a et varie entre 0 et 2 (atteint pour I3).

Le déterminant vaut a? — (1 — a)? et varie entre —1 et 1.

Le permanent vaut a + (1 — a)? et varie entre 1 et 1/2 (atteints pour une matrice de permutation et

pour ( 1;; %; ) )-

Par positivité des coefficients, le permanent d’une matrice stochastique est positif.

Si une matrice stochastique est & coefficients entiers, il faut les prendre dans N par positivité. Mais
comme toute somme en ligne doit valoir 1, on déduit que la grande majorité des coefficients doivent
étre nuls, avec un coefficient égal & 1 sur chaque ligne.

Mais la condition de bistochasticité dit qu’il y a ensuite un seul 1 par colone.

Un 1 par ligne et par colonne! On identifie les matrices de permutations. Il y en a exactement n!.

On pourrait montrer que les matrices de permutation sont les éléments “extrémaux” de B,, et que toute
matrice de B,, est barycentre & coefficients positifs de matrices de permutations...

Sinon, le moindre exemple avec des matrices de taille 2 montre qu’en général, on n’a pas (a.d +

b.c).(a.d + B.9) égal & (a.a + b.y).(c.0 + d.9) + (c.a + d.y).(a.f + b.6). Le permanent n’a quand méme
pas toutes les mémes propriétés que le déterminant.

D.S.14 I MPSI2 ( 924 points ] Annee 2011/12 D.S.14
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Charl
D . S . ]_ 5 aremasne [ vendredi 1 juin j
2011/2012

2011/12 [ EXERCICES } o Je. 1 5
9 —6 1

< #(32) > Inversez la matrice | 16 8 1 |.[ z .
1 4

< &(33) > Soit ¢ un produit scalaire dans le plan pour lequel le triangle (A,0, B) est équilatéral de
coté 7 avec A(3,—1) et B(4,1).
Déterminez la matrice de Gram de ¢ sur la base canonique.( s et )

< #(34) > Construisez un point S pour que (4,0, S) soit un triangle rectangle isocéle. s pi | Faites

un dessin.

< <$(24) > Quantifiez les trois propositions suivantes et montrez en deux : (av )
e Tout nombre premier est la somme d’au plus deux nombres impairs.

e Tout nombre pair est la somme d’au plus deux nombres premiers.

e Tout nombre premier impair est la différence de deux carrés.

2011/12 [ PERIODICITE/NORMES /FOURIER ] D . S . 1 5

- 1) On note (E,+,.) l'espace vectoriel des applications C*° de R dans R de période 2.7 (ce n’est pas
forcément la plus petite période).
1 (7
Montrez que (f,g) — —. (t).g(t).dt est un produit scalaire sur (E,+,.), qu’on va noter ¢ et
T

—T

dont la norme associée sera notée No.[ 3 pt.
- 2) Montrez que f — Max(|f(t)|/t € [—m,7]) est une norme sur E qu’on va noter |.|. Est elle issue

d’un produit scalaire ?
- 3) Montrez Na(f) < v/2.|f|e pour tout f de E( 3w )

- 1) Pour tout n, on note ¢, et s, les applications t — cos(n.t) et ¢ — sin(n.t). Montrez que les
éléments de {cp|n € N} U {sn|n € N*} sont deux & deux orhogonaux. Lesquels sont normés 7+ pi. ]
- 2) Montrez que chaque cos®™ est dans E. Calculez | cos®™ |, pour tout n. Calculez Na(cos*™) pour

tout n (exprimez Nj(cos>"*+2) 4 I’aide de Ny(cos®™) par une intégration par parties).(«pi. ) Montrez
que Na(cos®™) tend vers 0 quand n tend vers Vinfini[ e )

- 3) A-t-on 3 (IS R+*7 v f € E7 |f‘oo < ,U/NQ(f) ?

At-onV fe€E, 3peR™, |floo < p-Na(f) 2er )

I 47 points
- 1) Pour tout réel a on définit 7, par 7,(f) = (t — f(t +a)). Montrez que 7, est un automorphisme
de (E,+,.) 5w )

Montrez pour tout f de E : Nao(7,(f)) = Na(f) et |7a(f)loo = [Ta(f)]{ 2 ex.

- 2) On note D l'opérateur de dérivation. Montrez que c’est un endomorphisme de (E, 4+, .). Déterminez
Ker(D), et donnez sa dimension. Montrez : Im(D) = {g € E/¢(g,co) = 0}.[ <o )

- 3) Montrez que D n’est pas lipschitzien (que ce soit pour Nz ou pour |.|). Vous aurez déja un
demi point si vous étes capable d’écrire ce que c’est que “D est lipschitzien” dans le cadre de notre

probléme.
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- 4) Montrez : D o1, = 7, 0 D pour tout a.

- 5) Montrez que le sepctre de D se réduit & {0}z e )
Déterminez le spectre de D o D)

- 1) Pour tout n, on note E, l’espace vectoriel engendré par (cp.ci,...c,). Quelle est sa dimen-
sion ?( 1 pt.

- 2) Pour quelles valeurs de a lapplication 7, est elle un endomorphisme de F,, 7 Donnez alors sa trace
et son déterminant.( s )

- 3) Montrez que D? est un endomorphisme de F,, et calculez sa trace et son déterminant.

- 1) Montrez que f — w

.Co + Z o(ck, f).ck est un projecteur d’ensemble image E,(om )
k=1

- 2) Calculez I'image de cos3.

- 1) Montrez que f — f’ o) 0+ Z¢ Cky f)-ck + P(sk, f)-sk est aussi un projecteur de E dans E

dont vous donnerez le rang, et que vous appelerez P 4w )

- 2) Montrez : p,(f) =z — % _ﬂ f(t)bln((zlz(z—xlzg/;)t)/@

- 3) Montrez que chaque 7, est un endomorphisme de Im(p,,) et donnez sa trace et son déterminant.

D.S.15 I MPSI2 ( 998 points ] Année 2011/12 D.S.15

da: 4 pt.
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Correction

MPSI2
( ] Année 2011/2012

2011/12 [Un drole de triangle équilatéral. ] D.S.15
C’est un probléme d’algébre bilinéaire ou il s’agit de travailler avec un produit scalaire autre que le

. . . . . b .
produit scalaire canonique. On note G la matrice de Gram de la base canonique (Z c)’ qui n’est

donc pas ici la matrice I, (sinon, ¢a se verrait, le triangle serait bien équilatéral méme pour le plus pointilleux
des biochimistes).

La ¢-norme du vecteur (";j) est alors \/a.x2 + 2.b.x.y + c.y2.

On traduit alors le fait que le triangle de cotés (_31), (le) et (;) soit équilatéral, de coté 7 :
9.0 —-6b +c = 49
16.a +8b +4+c = 49.
a +4b +4c = 49

On inverse cette matrice pour trouver a, b et c. C’est agréable, il s’agit de la matrice posée en téte
d’exercice. Son déterminant vaut 98, elle est bien inversible.

On calcule ensuite les neuf cofacteurs pondérés. Ou alors on note U, V' et W les trois colonnes et on
écrit en ligne les trois vecteurs VAW, W AU et U AV (c’est exactement le méme calcul).

4 4 =2 49
On trouve —.| =9 5 1 ]. On multiplie par | 49 | et si on ne s’est pas trompé, on trouve
B\s —6 24 19

a=3,b=-3/2et c=13.
3 —3/2

La matrice de Gram cherchée est <3/2 13

> , qui obéit bien aux contraintes “norme” et “Cauchy-

Schwarz”.

e 3 —3/2 3\ o o 4 1
On peut vérifier : (3 —1).(_3/2 13 ).(_1>—49—7 dememeavec(l)et (2)

On a aussi (3 —1).(5’/2 _13?{2>.<;>:—429:72.cos(2.7r/3).

On veut ensuite un triangle rectangle isocéle pour ¢. Il s’agit donc d’avoir deux codtés de méme norme,
orthogonaux entre eux (demi carré).

Moi j’appelle ¢a orthogonalisation de Gram Schmidt. Méme si vous de votre coté vous avez juste appelé
¢a résolution d’un systéme par manque de recul (il faut apprendre a faire de I'algébre linéaire et pas de la

mécanique). o
On garde le premier vecteur de base 3. ¢ — j de norme 7, qu’on appelle 7.€7.

35/98)_

On prend comme second vecteur 7 et on le “reboute” en - ¢(7, €7) x € qui donne (21/98

Le calcul simple par condition (3 —1). ( 3 _3/2) . (a> = 0 donne bel et bien les vecteurs

—3/2 13 b
colinéaires & 3 )

Ce vecteur a pour norme 7.1/3. On le voulait de norme 7. On divise par v/3.

5.7 +3.7
'7\/§'] et le point D sera (5/v/3,3//3).

On termine avec un dessin, en placant ces différents points.
Mais on peut aussi dessiner un chat ou un gateau pour mon fils, une femme nue pour les ex-MPSI2 de Spé

Le vecteur AD sera donc

MP, un étre aux yeux étranges pour Sébastien ou une tache a coller sur sa copie pour Sylvain. Apreés tout, rien
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n’a été précisé...

2011/12 [La conjecture de Goldbach. ] D.S.15

Parmi les propositions a quantifier, il y a celle ci :

VneN, 3(p,q) € (P U {0})2 2.n=p+qen notant P I'ensemble des nombres premiers.

Un nombre pair est quantifié par Vn € N, (2.n =...) (et le nombre pair est 2.n).

Une somme de deux nombres premiers, ce sera pour (p,q) € P2, une “somme d’un nombre premier, ce
sera pour (p,q) € P x {0}, et une somme d’aucun nombre premier, c’est (p,q) € {0}2.

Si on estime que la notation P pour désigner ’ensemble des nombres premiers n’est pas légétime, on
remplacera p € P par (p € N*) et (¥ (a,b) € N*, p=a.b = (a—p).(b—a) = 0). A vous de comprendre
pourquoi.

Au fait, ce résultat est faux, car 2 n’est pas la somme de 0, 1 ou 2 nombres premiers. Ce qui est
amusant, c’est que 0 ’est...
Ensuite, on ignore encore si le résultat est vrai pour tout n. C’est la conjecture de Goldbach.

Tout nombre premier est la somme d’au plus deux nombres impairs :

VpeP, 3keN, p=2k+1)ou3km)eN p=2k+1)+2m+1) oup=0

Le troisiéme cas n’est méme pas & envisager.

Mais le deuxiéme correspond & p = 2 qui est la somme 1 + 1.

Enfin, tous les autres nombres premiers sont impairs donc effectivement de la forme 2.k + 1 (p donné,
on prend k= (p —1)/2).

Tout nombre premier impair est la différence de deux carrés. En effet, tout nombre impair est la dif-
férence de deux carrés, que ce nombre 2.q + 1 soit premier ou non, il s’écrit (¢ + 1) — ¢>.
OnadoncVpeP, (p#£2) = (3 (r,s) eN?, p=r2—s?).

On rappelle que 2 est bien le seul nombre premier pair, & exclure donc.

2011/12 | (Le produit scalaire ¢. ) D.S.15

Pour f et g données dans F, I’application f x g est continue, donc intégrable. ¢(f, g) existe.
Ensuite, par commutativité de la multiplication, on a ¢(f,g) = ¢(g, f)-
On ne teste qu’une seule des deux linéarités. On se donne f, g et h ainsi que A et pu. On part de

)\./ pif(t).g(t).dt + p. f(t).h(t).dt et on arrive vite par linéarité de l'intégrale et distributivité

de la multiplication sur ’addition & F(@).(Ag(t) + p.h(t)).dt.

L’autre linéarité se déduit par symétrie.
s

Pour f donnée toute seule, 'intégrale F2(t).dt est positive, comme intégrale d’une application
s

positive sur un intervalle pris dans le bon semns.
Il reste & envisager le cas ou l'intégrale est nulle. Ce n’est possible qu’en supposant f2 nulle sur tout
[, 7] car f2 est positive ou nulle. Et ensuite, par périodicité, il faut que f soit nulle partout.

Au fait, comment montre-t-on le passage de f2(t).dt = 0 & f est nulle sur [—m, 7] ? C’est un raison-
nement qui utilise la continuité de f (sans cont?nuité, Jj’ai un contre-exemple, avec f nulle partout sauf en
quelques points isolés qui n’ont aucun poids dans I'intégrale).

On définit F =z — [*_ f(t).dt. Cette application est croissante par positivité de f2. Elle est nulle
en —7 (intégrale idiote) et en m(hypothése). Par croissance, elle est nulle partout de —m & 7 (on encadre
par croissance : 0 = F(0) < F(z) < F(r) = 0). On dérive : F'(0) = 0 et rappelle : F/'(z)) = f2(z).
C’est tout.
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On peut aussi construire un petit raisonnement par ’absurde utilisant, aussi la continuité de f2.

2011/12 ) D.S.15

Si f est continue sur R, elle I'est aussi sur le segment [—m, 7]. Par théoréme de compacité, elle y est
bornée et atteint ses bornes. De méme que |f|. Et le plus petit majorant de ces réels positifs est positif.
Pour tout = de [—m, 7], on a alors aussi 0 < |f(z)| < |f|eo- Si la borne supérieure est nulle, alors par
antisymétrie, f(x) est nul pour tout .

On prend ensuite f et g et on passe progressivement & la borne supérieure de la fagon suivante :
pour tout ¢t de [—m, 7], on a déja |f(t) + g(¢)| < |f(¢)|+ |g(t)| par simple inégalité triangulaire dans R,
on a ensuite | f(t) + g(t)| < |floo + |9]oo Par définition méme de | f|o €t |g]oo,

le réel |f|oo + |g|oo est alors un des majorants de |f + g| sur [—m, 7],

par définition du plus petit majorant, on a alors |f + ¢gleo < |f]oo + |9]co

Toute autre démonstration est souvent une arnaque...

[L’autre norme.

1l nous reste & démontrer |A.f|oo = |A|.|fleo pour A réel et f continue.

On écrit pour tout ¢ de [—m, 7] : [A. f(£)| = [Al-|f ()] < |A||f]oo, le réel [A].]f|oo €st un majorant, pas for-
cément le plus petit, on a alors |A. f|oo < |A||f|oo ; on reprend avec | f(¢)| = [L/ AN f(E)] < |1/A A foos
on arrive & |floo < |A.floo/|Al, et les deux inégalités mises bout a bout donnent 1’égalité |\.f|o =

Al-|floe-

Cette norme n’est pas issue d’un produit scalaire, car elle ne vérifie pas les formules de polarisation et
du parallélogramme :

|1|oo:

2,112, +2.|cos|?, =4 et [1+cos|% + 1

|cos|oo =1 et |1+ cos|o = |1 — cos |0 =2

—cos|?, =8.

m [Inegahte Nao(f) < V2| floo-

) (B )

1
On se donne f continue. Dans l'intégrale —.
™

. 1
son carré par le carré) et on calcule 'intégrale : —. /
™

réels positifs, et il reste bien v/2.|f]oo.

f(t).dt on majore chaque |f(t)| par le réel | f|oo (puis

s

—T

2.
ft)2.dt < T m‘x’ . On passe a la racine entre

([ 2011/12

j [Orthogonalité des cp et sq.

} [ D.S.15 j

C’est un calcul tellement classique qu’on I’a déja fait dans le cours. Je n’irai pas juqu’a dire que c’est
cadeau, car il y a toujours des éléves pour plomber ca.

Pour p et ¢ entiers distincts :

On trouve des 0 pour ¢(sp, sq), pour ¢(cp,cq), pour ¢(sp, ¢q).
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/j sin(p.t).sin(q.t).dt = /Tr cos(p.t). cos(g.t).dt =

/7T cos((p —q)-1) ; cos((p+q).t) i / cos( q).1) —;— cos((p + q). ).dt

{‘s”in«p K B (R 3]y Y Sl + 71777
2:(p —q) 2(p+q) Jx ﬂp q 2(p+tq) J-x

sin(p.t). cos(q.t).dt = /_ s?(p.t).dt =
/” sm((p +q).t) —sin((p — q)-t) it /7r 1+ cos(2.p.t) it
o 2 — 2

[*C%«pfmi)_c%ﬂp+®iq” Fm«p+®iq”

2.(p—4q) 2(p+gq) J-x 2(p+q) Jox



Pour ¢(cp, ¢p), I'intégrale vaut m, de méme pour ¢(s,, sq). On divise par m, on passe & la racine...
Pour ce qui est de ¢(sp,sq), on peut conclure géométriquement par imparité, ou en intégrant
t — sin(2.p.t)/2.

Graphiquement, t — cos?(p.t) donne une sinusoide translatée dont la valeur moyenne est facile a lire.
On traite & part co qui a pour norme /2.

Au fait, toutes ces applications sont bien dans E.

2011/12 [Calcul de Na(cos™). ] D.S.15

T

On doit calculer / cos®™(t).dt en intégrant par parties. On retrouve les intégrales de Wallis :

—T

/ cos® " T2 (t).dt = {— (2.n 4+ 1).c2'”+1.s.s]7T

—T

s
+ (2.0 + 1)/ c*" ! 5.5 le crochet est nul, et dans
-7

autre, on remplace s? par 1 — ¢?, on fait passer le —(2.n + 1). [T _¢*"*2 de lautre coté, et il reste

/7r cos?nt? = 2.+ 1./7r cos?™.
o 2n+2 J_,

On met en boucle les informations et on a une formule avec
e le produit des entiers pairs au dénominateur : 2".n!

2.n)!
e le produit des entiers impairs au numérateur : (277 )' en ayant inséré les entiers pairs.
11 reste a calculer l'intégrale pour n égal & 0 : 2.7.
_ omy AV (20)lT
On a donc : No(cos*™) = ot

On bluffe ensuite et on prétend que ceci tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Et c’est de I'arnaque.
Cette question est la pour détecter les futurs profs de physique, et j'espére pour ne surtout pas détecter des
ingénieurs.

Proprement ?
w/2

On pose pour alléger w,, = / cos™(t).dt (Ia vraie intégrale de Wallis). On rappelle qu’on a alors
0

No(cos*™) = /4wy, par périodicité et parité. On montre que la suite (w,,) est décroissante, positive,
donc convergente. On montre aussi que la suite ((n + 1).w,.w,+1) est constante. Si la suite (w,,) con-
vergeait vers un réel non nul, cette suite produit tendrait vers +oco & cause du n + 1. On en déduit
donc par élimination que la suite (w,,) ne peut tendre que vers 0.

Graphiquement, c’est assez naturel. Et proprement, c’est & connaitre en fin de Sup.

Autre comparaison entre normes.
On a donc la suite Na(cos®™) qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.
dans le méme temps, on a |cos*™ |, = 1 pour tout n.

On raisonne par I’absurde. S’il existait p dans R™* vérifiant p.|f|ec < No(f) pour tout f , on aurait
0 < pr.| cos?™ | o < No(cos?™) pour tout n et par théoréme d’encadrement p = 0 (le passage a la limite
peut aussi servir ici d’argument). On a une contradiction.

On n’a donc pas 3 p € RY*, V f € E, |floo < u-Nao(f).

En revanche, on a bien V f € E, 3 u € R™, |floo < pu-Nao(f), car Uordre des quantificateurs change
tout. Le réel p a le droit de dépendre de f. On peut donc en changer chaque fois qu’on change de f.
| floo
Na(f)

Pour f quelconque donnée, je prends p = et affaire est dans le sac.
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Je rappelle qu’il y a une énorme différence entre u,Vf et Vf,Ju. Si vous ne saisissez pas, comparez

(Vannee, Jeleve, (eleve redouble)) et (Eleleve, Yannee, (eleve redouble)).

Bilan : on a une majoration de N» par |.|oc mais pas de majoration de |.|o par Na.

[ 2011/12 ][Automorphismes f— t— ft+a)). ] [ D.S.15 ]
On constate que 7,(f) est une nouvelle application, obtenue par translation de a du graphe de f.

On prend f dans F et on voit que 7,(f) est encore une application réelle de variable réelle, de méme
classe Co que f. Cette application 7,(f) est aussi 2.7-périodique.
L’application 7, va de E dans FE.

On montre ensuite que A\.7,(f) + p.74(g) coincide avec 7, (A.f + p.g), en vérifiant ¢ par ¢. On reconnait
la linéarité de chaque 7.

On montre enfin que 7, est bijective, en trouvant sa bijection réciproque. C’est simplement 7(_g)
puisque 7,(7o(f) = 7 a(7a(f)) = £ pour tout f.

Sinon, on peut chercher le noyau, fait de I'unique application vérifiant f(¢ + a) = 0 pour tout ¢. Mais
Iinjectivité ne suffira pas, car on n’est pas en dimension finie...

L’application 7,(f) garde la méme norme infinie que f, et si |f| atteint son maximum en z alors
7o (f)atteint son maximum en zg — a.

La translation n’a pas d’effet non plus sur l'intégrale, par périodicité. Pour a donné, on calcule
™

f2(t + a).dt en découpant des morceaux et en les recollant.
—Tr
Mais on peut aussi noter F une primitive de f2. On doit alors comparer F(w) — F(—7) et
F(m + a) — F(—m + a). On pose donc G(a) = F(m + a) — F(—7 + a) pour tout a et on dérive
cette application G en a — f?(m + a) — f2(—7 + a). On constate que G’ est nulle par périodicité
de f et donc de f2. L’application G est constante. Sa valeur en 0 est donc sa valeur en tout a :
s

fA(t+a)dt=F(a+7)—F(a—7)=F0O+7)—F0-7)= F2(t).dt.
On traitera To d’isométrie pour les deux normes |.|o €t Na. -

2011/12  |(L'operateur de derivation. ) D.S.15

Par costruction, si f est C°°, alors f existe et est encore C*°. Et en dérivant la relation f(t+2.7) = f(¢)
valable pour tout ¢ on trouve f’(t + 2.7) = f'(¢t) qui confirme que f’ est restée dans FE.
On n’oublie pas la linéarité : A.D(f) + pu.D(g) = A.f' + p.g' = (\f + p.g) = DO + p.g).

Son noyau est fait des applications constantes. Elles sont bien dans E.

Son ensemble est fait des dérivées des applications 2.w-périodiques. Obtient on toutes les applications
périodiques ?

Non, on n’obtient que les applications dont la moyenne sur une période est nulle. Ce qui se traduit par
o(f,1) = 0. Et I’énoncé cache bien son jeu avec ¢(f,co) = 0.

Mais pourquoi ?

Imaginons que f est I'image par D d’une application de E notée g. On traduit : f = D(g) = ¢'.

1 [™ 1 [ —g(—
On calcule alors ¢(f,co) = — f@).1.dt = f/ g'(t).dt = 9(m) = 9(=m) = 0. La condition est
T J_x LI — ™

nécessaire.
Mais de 1a & ce que qu’elle soit suffisante... On ne peut pas raisonner sur les dimensions, ni sous les
dimensions. On est en dimension infinie.
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On prend f de moyenne nulle. On lui cherche un antécédent.
t

On a envie de poser : g =t — / f(w).du. Mais qui dit que cet antécédent est bien dans E? Sa

dérivabilité et son caractére C'*° ne 0font aucun doute.

Mais il nous manque la périodicité. On note G 'application différence G =t — g(t +2.7w) — g(t). Elle
se dérive en t — f(t + 2.7) — f(¢) c’est & dire en 0.

Par théoréme, on déduit que G est constante. C’est déja ca. Mais sa valeur en —7 (par exemple) est

g(m) — g(—m) qui s’écrit f(¢t).dt par relation de Chasles et vaut 0 par hypothése (moyenne nulle).
—T

L’application constante G est nulle en un point, donc partout, et g est 2.7—périodique.

Combien vais je trouver de “raisonnements” avec les mains, avec des “il est évident que” ou “il n’y a pas d’autre
possibilité que ...”.

2011/12 (Caractére non lischitzien de D. ] D.S.15

Le caractére lispchitzien ce serait l’existence de K vérifiant No(D(f)— D(g)) < K.Na(f —g) pour tout
couple (f, g)-

Autant se contenter de vérifier Na(h') < K.N2(h) pour h dans E. Ou de l'invalider.

On pense a prendre ¢, de dérivée —n.s,,. On compare les normes : N(D(c,,)) = N(n.s,) =n.N(sp) =n
(qu’il s’agisse de la norme 2 ou o), et N(c,) = 1. Difficile de majorer n par un multiple de 1 (qui ne
dépende pas de n).

2011/12 [Commutativité de 74 et D. Spectres. J D.S.15

On prend f quelconque dans F et on calcule 7,(D(f)). C’est application ¢ — f'(t + a) et c’est
exactement D(7,(f)).

Attention, c’est fini le temps ol je pouvais encore tolérer les erreurs d’étages... Par exemple 7,(f(t)) n’a pas
de sens, alors que 7,(f)(t) a un sens...

On cherche si il existe des réels A vérifiant f' = A.f (c’est D(f) = X.f) pour au moins une fonction f
non nulle de FE.

“C’est fac’!” dirait mon fils.

On trouve f de la forme exponentielle : t — e (ou tout multiple).

Mais alors f n’est pas périodique et n’est pas dans F.

La seule solution pour que f soit dans F, c¢’est A = 0 qui conduit & f constante.

Normal, c’est la valeur propre 0 qui nous méne dans le noyau.

Rappelons que 0 a le droit d’étre valeur propre. Ce qu’on refuse c’est le “vecteur propre nul”.

Tout & coup, je me dis que certains éléves auront peut étre bétement tenté de calculer le polynome
caractéristique de D en cherchant déja sa matrice sur une base. Mais quelle base? E est de dimension
infinie...

Pour le spectre de D o D (endomorphisme de E), on résout f” = A.f d’inconnue A et d’inconnue auxili-
aire f non nulle dans FE.

Pour A nul, on trouve les applications affines comme vecteurs propres. Mais comme on doit rester dans
E il faut se restriendre aux applications constantes.

e Pour A positif, on trouve des combinaisons d’exponentielles, non périodiques... On refuse.

e Pour A négatif, on trouve des combinaisons de sinusoides. C’est bon signe. Mais t — A. cos(y/|\|.z+
) n’est dans E que si y/|A| est un entier.
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Le spectre est donc fait des carrés d’entiers.

On résume : Sp(D) = {0} et Sp(D?) = {—k?|k € N}.

2011/12 [D et 7, comme endomorphismes de E,,. ] D.S.15

Chaque (E,,+,.) est un espace vectoriel, en tant qu’espace vectoriel engendré par une famille de
vecteurs. Il est de dimension inférieure ou égale & n 4+ 1 (nombre de vecteurs). Il est méme de dimen-
sion n puisque ces vecteurs sont deux & deux orthogonaux et forment une famille libre.

L’application D o D va de E, dans F, et on peut tout de suite donner sa matrice sur la base
(co,c1,...cy) : elle est diagonale de termes diagonaux [0,1,4,9,...n2].
n.(n+1).2n+1)

La trace est égale & g

et le déterminant est nul (application de toutes fagons non

injective).

L’application 7, est un endomorphisme de E mais pas de E,,. En effet, elle transforme par exemple c;
en cos(a).c; —sin(a).s1 qui n’est pas dans F,, (le vecteur s; en est sorti, c’est une application impaire,
orthogonale & tous les éléments de E,,). On ne s’en sort que si sin(a) est nul.
On a alors a de la forme k.7 avec k entier.
e Pour k£ pair, c’est 'identité, puisque la translation de 2.7 est sans effet sur nos applications 2.7-
périodiques.
Sa trace vaut alors n 4+ 1 (attention & la dimension de 'espace), et son déterminant vaut 1.
e Pour k impair, on a donc aprés réduction par congruence : f — (t — f(t + 7)). Vecteur de base
par vecteur de base, on a 7.(c,) = (t — cos(p.(t + 7)). Pour p pair, on retrouve ¢, et pour p imapir,
ona —cp.
La matrice de 7, sur la base (co,c1,...c,) est donc la matrice diagonale dont les termes diagonaux
valent 1 et —1 en alternance.

diagonale \ trace \ déterminant ‘
On adonc| n pair | [1,—1,1,...—1,1] 1 (—1)n/2
n impair | [1,—1,1,...1,—1] 0 (—1)(nFD/2

(Premicr projecteus 1 — 0(4.1/2)+ Y7, o(f.cn)c. )

Pour f donnée, chaque réel ¢(f, c) existe, 'image existe et est un vecteur de FE,,, comme combinaison
linéaire de vecteurs de base de FE,,.

Par (bi)linéarité de ¢ on a aussi ’égalité entre . (¢(f, 1)+Z o(f, ck).ck) +u. (¢(g, 1)+Z (g, ck).ck)et
k=1 k=1

n

S-S +p.9,1) + DSOS + g, k) cr.

k=1
Il ne reste qu’a prouver p o p = p en notant p cette application linéaire (combien d’éléves hélas se
concentrent sur ce point, en oubliant la linéarité).
Pour ne pas trainer des sommes de sommes (qui néanmoins se simplifient par orthonormalité de la
famille de vecteurs (co/v/2,c1,...,¢,)), on commence par vérifier que chaque p(f) est dans F.
On a donc juste besoin de prouver p(g) = g pour g dans E,, et de 'appliquer & g = p(f).
Mais plutot que de le prouver pour tous les éléments de FE,,, on peut se contenter de le prouver pour
une famille génératrice de E,,.
On va donc juste prouver p(cq) = ¢4 pour ¢ plus petit que n (plus on comprend ’algébre linéaire,
moins on a envie de faire des calculs bourrins dans les autres matiéres).

n
Cps € )
w.co + E ¢(ck, cp).cr, avec p fixé. Le terme hors somme est nul, et dans la
k=1
somme, un seul terme survit, par orthogonalité, c’est ¢(c,,cp).cp, égal & 1.c, par (ortho)nomalité. On

On calcule donc :
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a donc p(cq) = ¢4 pour tout vecteur ¢, de la base “canonique” de E,.

On traite a part le cas de ¢y qui donnez 5.00 +0.
On a donc bien p(g) = g pour tout g de E,, et p(p(f)) = p(f) pour tout f de E.

L’ensemble image est inclus dans F,,. Est il égal & E,, ?

Chaque vecteur ¢, de notre base de E,, est atteint (c’est p(c,)). Par linéarité, tous les éléments de
FE,,sont atteints.

Par double inclusion, ’ensemble image est exactement égal & F,,.

On cherche ensuite 'image de cos® qui est bien une application de E.

Et 1a encore, aucun effort. cos® est dans F,, puisque n vaut au moins 3. Et on en profite pour rappeler :
3 _ c3 + 3

4

[Deuxiéme projecteur f — ¢(f,1/2) + Zzzl &(f,cx)-cx + O(f, Sk)-Sk- }

Les calculs sont exactement du méme type.

cos L (venant de la formule de Tchebitchev pour cos(3.t)).

L’ensemble image est Vect(co, c1, $1,C2, 82, - - -, Cn, $n) de dimension 2.n + 1.
Tel est donc le rang de ce projecteur. Et sa trace.

On calcule en un point ¢ la quantité image : ¢(f,1/2) + Z (fsck).cos(k.t) + ¢(f, sk). sin(k.t).
k=
t) +

On regarde chaque terme de la somme ¢(f,cg). cos(k.
produit scalaire par une intégrale :
™

cos(k.t). 3 f(x).cos(k.x).dx + sin(k.t). _ﬂ f(x).sin(k.x).dx

z;b(f, s).sin(k.t) en y remplacant chaque

On fusionne par linéarité : f(x).(cos(k.t). cos(k.x) + sin(k.t) sin(k.x)).dx

On fait un peu de trigonométrie : / f(x).cos(k.(t — x)).dx.

On somme tous ces termes et on y ajoute ¢(f,1/2) écrit sous forme d’intégrale, et on trouve

/7T ( +Zcos (t—x)).de.

Et qui reconnalt on? Le noyau de Dirichlet (ah c’est donc 1a aussi qu’il sert!) avec 6 égal a (t — x).
. ((2n +1).(x — t))
sin (—————=
dx

s

On a donc : p,(f)(t) = f(z).
-7 2.Sin(

On verra (ou vous verrez ’an prochain) ce que ’on peut faire de ce terme quand n tend vers I'infini.

2011/12 [L’opérateur de translation. j D.S.15

Pour terminer, on rappelle que I'opérateur 7, est linéaire.

On a juste a vérifier que 7, va bien de Vect(co, c1, 81, - . - Cn, Sp) dans lui méme.

On le vérifie vecteur par vecteur : chaque ¢j a pour image la combinaison cos(k.a).c;, — sin(k.a).sy et
chaque sy a pour image sin(k.a).c, + cos(k.a).s;. On reste bien dans notre espace vectoriel.

On tient méme la matrice sur la base dans ’ordre indiqué; elle est de la forme

2
xr—t
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1 0 0 0 0 0 0

0 cos(a) sin(a) 0 0 0 0

0 —sin(a) cos(a) 0 0 0 0

0 0 0 cos(2.a sin(2.a) 0 0

0 0 0 —sin(2.a) cos(2.a) 0 0

0 0 0 0 0 cos(3.a) sin(3.a)

0 0 0 0 0 —sin(3.a) cos(3.a)
La trace de cette matrice vaut 1+ 2. cos(a) + 2. cos(2.a) + 2. cos(3.a) + . ... On y reconnait encore une
somme de Dirichlet 51n((2:n + 1)'(1/2).

sin(a/2)

Quant au déterminant, il vaut 1, en reconnaissant de petits déterminants de taille 2 qui valent 1.

D.S.15 I MPSI2 [ 998 points ] Année 2011/12 D.S.15
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