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Résolvez /O el L
L’éleve Allois Sépréde Neuilly affirme : Aresin(19/50) = Arctan(23/56). A-t-il raison ?( 2 5. ]
Montrez que § — 6.sin(6) (notée f) réalise une bijection de [0, 7/2] dans lui méme.
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Complétez : t — cos®(t) + sin?(t) est surjective de R dans ~ s

On a défini dans I'LS. précédente la loi de groupe * sur Z par a * b = a.(—1) + b.(—1)°.
Peut on, rien qu’en additi*nnant des 1 obtenir 2018 7 Peut on, rien qu’en additi*nnant des 2 obtenir

2018 ?

On veut alors définir la “multiplication qui va avec” au moins sur N par a@b=axax*a...x*a (b fois,
comme pour a.b=a+a+ ...+ a b fois). Cette multiplication est elle commutative sur N ?

1 1 1 1
Prouvez : Arctan(§> —i—Arctan(g) + 2.Arctan(?> —|—Arctan(—> = % Pardon ? Il manque
un terme ? Oui, c’est & vous de le retrouver.

Le loir ment les lundis, mardis, jeudis et dimanches (les autres jours il est sincére). Le chape-
lier ment les mardis, mercredis, samedis (les autres jours il est sincére). L’un d’eux dit “Quand méme,
on est deux sacrés menteurs !” Et autre dit “Tiens, on est samedi”. Qui a parlé en premier, quel jour

est on ?
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€ Questions de cours. IS 4

/2

L’intégrale / n(0) existe par continuité (dénominateur jamais nul sur lintervalle) et vaut
/3 S1n
In(tan(w/4)) — In(tan(7/6)) par la primitive & connaitre par coeur. L’application numérique donne

L'inté 1/1 a "est h | Cest juste — Arct
intégrale n’est pas une horreur ! C’est juste —— avec u = Arctan
& o (1+12).(1+ (Arctan(t))?) P ) 14+ u?

!

On intégre donc en [Arctan(Arctan(t))]} et on trouve | Arctan(m/4) | qu'on ne simplifie pas (un arc-

tangente peut donner w/4 mais sinon il s’applique & des longueurs).

Pour résoud / J— u leuler 'intégral / L dt -
our résoudre ——————— = —, on commence par calculer I'intégrale - qui ex-
o 2—61+25 4’ P SR | 2 —6rr25 4
iste pour tout On effcetue une factorisation canonique /a dt /a dt
1 ur ut a. n ue un Tl 10N noniqu —_ = —_— =
p W m—6t+25 ~ J, (t—3)2+4

3/0 Hgfs/;g)a = i-[*“man(%ﬂ;'

a—
L’équation devient Arctan(

3 3 4.
) — Arctcm( — Z) = Tﬂ
Mais c’est a qu’on cherche. Que faire alors ? Passer a la tangente ?

Méme pas. Serait il possible que la somme de deux arctangentes soit égale & w7 Déja que chacun est

plus petit que 7/2. Cest impossible : | S = ()

Mais déja, il fallait comprendre que c’était a que l’on cherchait, c’est a dire devenir matheuz et pas juste
calculateur. ..

Un éleve affirme Aresin(19/50) = Arctan(23/56). On va voir si il a raison, les deux angles
Arcsin(19/50) et Arctan(23/56) étant entre 0 et 7/2.
. . . 19 . 192 .
On calcule la tangente du premier, qui a pour sinus =0 et pour cosinus /1 — w02 c’est a dire
/(50 +19).(50 — 19)
50 '

19 Tandi 1 d t t 23
. Tandis que le second a pour tangente —.
/69,31 a P B 56
Il n’y a pas égalité : 192.562 # 232.69.31, puisqu’il y a des facteurs premiers 19 dans le premier membre
et pas dans le second.

Les éléves “gentillets” auront calculé 1 132 096 et 1 13131 et trouvé que j’abusais de demander des calculs

Sa tangente vaut

pareils.

Non, je ne demande pas des calculs. Je demande des raisonnements !

A part ¢a, la calculatrice donne Arcsin(19/50) ~ 0,389796 ¢ 1076 pres, et Arctan(23/56) ~ 0,389708 a
107 prés. Mais ¢a ne fait pas une égalité.

< Des arctangentes. IS 4

1 1 1 1
Pour prouver Arctan(g) + Arctan(g) + 2.Arctan(?) + Arctan(f) = %, on va poser a =



1 1 1 1
Arctan(§> + Arctan(g) + 2.Arctan(?> et s’intéresser & a + ATCta?”L(*) = %

On va de fait méme poser a = (Arctan(%) + Arctan(é)) + (Arctan(%) + Arctan(%)) et résoudre

Arctan(1> ~T_ a.
4
1 1
) ) 1 1 373 11
On calcule tan(a) étape par étape : tan (Arctan(7> + Arctan<7>> = 25 = et
3 8 -1 7 23
1
2.—
1 14 7
tan (2.Arctan(?>) = é = 8 =57 et enfin
11 7

o3t o4 11244723 425 17

IT 7 ~ 2324—11.7 475 19

2324
Comme nos quatre réels Arctan(1/k) sont plus petits que Arctan(l), leur somme est plus petite que

tan(a) =

1
7. Or, dans [0, 7], par définition, 'angle dont la tangente vaut 9 est Arctan(17/19) (pas la peine de

chercher entre /2 et w, la tangente y est négative, on est bien sur [0, 7/2[).

On a donc Arctcm(%) + Arctan(é) + 2.Arctan(%) = Arctan(%).

Mais ensuite, que doit on faire ? Prendre 1’équation Arct(m(f> = Z — a et passer & la tangente pour
x
1 1—tan(a 1-1L 2
trouver x (condition nécessaire) : p = Tr 1.tar(1(;) = T E = 36"

19
1 1 1 1
On écrit avec joie : [Arctcm<§> + Arctcm<§> + 2.Arctcm<?> + Arctan<E> = @

Et on croit avoir traité l’exzercice, avec plus ou moins de bonheur dans les calculs.
Grave erreur ! On a juste fait les calculs. Mias y’a écrit maths en haut du devoir.
Si il y a une formule, ce ne peut étre que celle ci.

. . . . 1 1
Mais on a juste prouvé par condition nécessaire que Arctan(1/6) et g — Arctan(g) + Arctan(§) +

1 . . .
2.Arctan<?) avaient la méme tangente. De la a ce qu’ils soeint égaut...

Or, les deux sont entre 0 et 7/2. Il y a donc égalité.

Les éléves élevés dans esprit que je qualifierai de physicien ne vont pas comprendre qu’il y ait autant de
points pour cet argument en une ligne que pour le gros calcul des tangentes.

Les éléves élevés dans esprit que je qualifeirai de mathélaticien comprendront parfaitement qu’il est aussi
important voire plus de se poser la bonne question que de mener a bien un calcul.

1
Pour / t.In(1 + t*).dt, pas de probléme d’existence non plus. Comme tout est C' , on intégre par
0

A 4.63
parties : :;t . Le terme rectangle vaut In(2)/2, on est heureux et on le met de
t | =
2
b
coté. Il reste le terme 5/ l—i-it‘l'dt avec un signe moins. On écrit “4 la Leibniz” en ajoutant et
0
1 5 1 5 1 1
2.t 280 +2t -2t 2.1
soustrayant un terme : / —dt = / +—.dt = / 2.t.dt — / —.dt. Le terme
o 1+t 0 1+t4 0 o 1+t
2.1 .
2.t s’intégre facilement, et le terme qui reste en T4 est méme T(ﬂ)? et s’intégre 1a encore en
Arctan(t?).
1 2 4
t“. In(1+¢ 1
On recolle les morceaux et on met les facteurs : / t.In(14+tY).dt = {% —t% 4 Arctan(t?)
0 0
In(2) =
Ont - -1
n trouve 9 + 1




= La loi * sur Z. IS 4
On rappelle qu’on a déja calculé et prouvé par récurrence sur n : 1 L*...x 1= (=1)"TTn.
Si nécessaire, on le refait : 1+ 1 = 1.(—1) + 1.(—1) = —2 ; c’est l'initialisation. Ensuite, on calcule
(Tl x1)x1=(=1)""1 (1) 4 (=1).(=1)D"""" ¢t on regarde les deux cas possibles :
enpair : (Ixlx...x1)x1=(=1)""n.(=1) 4 L(=1)D"""n =1 = (—1)"H1HL (4 1)
e nimpair : (Lx1x...%x1)%1=(=1)""n(=1)+1.(=1)D"""n = _p 1= (1) 4+ 1.(n+1)
Pour avoir (—1)"*1.n = 2018, il faudrait que n soit & la fois pair (pour Uezposant) et pair (pour 2018).
Il n’y a pas de solution.

On calcule de méme 2% 2% 2% ... %2 (n termes), par récurrence sur n .

On calcule les premiers : 2%x2=21+21=4, puis2*x2%x2=4%x2=21+4.1=6.

Cette fois, c’est bien plus simple car 2 est pair : 2% 2* 2% ...%x2 = 2.n.

On a initialisé une récurrence. On en démontre ’hérédité. On se donne un entier naturel n quelconque,
on suppose 2% 2% 2% ...*2 = 2.n. On remet une étoile de plus : (2%2x2%...%x2)x2=(2.n)x2 =
(2.n).142.1=2n+2=2(n+1). La formule est établie au rang n + 1. Par principe de récurrence,
elle est établie & tout rang.

11 ne reste plus qu’a écrire :[2 * 2% ...% 2= 2018 avec 1009 termes] (et 1008 étoiles seulement...).

L’éléve matheux (au sens par forcément laudatif du terme) écrit “il est évident que 2+ 2% ... %2 =2.n" et il

ne fait pas la récurrence, il répond tout de suite n = 1009.
L’éleve physicien (au sens pas forcément laudatif du terme) dit qu’il faut faire une récurrence, la fait posément
comme en Terminale en douze lignes, et oublie quelle était la vraie question : trouver n.

L’éléve de M.P.S.1.2. doit faire la récurrence en quatre lignes et chercher n.

On calcule par exemple 2 ® 3 =2 % 2% 2 = 6 (calcul précédent).

On calcule ensuite 3 ® 2 = 3% 3 = —6.

Bon, beh c’est déja fini, on a un contre-exemple.

11 fallait tatonner d’abord sur quelques exemples pour avoir une idée de ot on voulait aller; Si on trouve un

cas qui ne marche pas, on a notre contre-exzemple. St on n’a aucun cas qui ne marche pas, on a peut étre
commencé & deviner une démonstration en voyant “ce qui fait marcher la machine”.

44 Le loi et le chapelier. IS 4
st il possible qu'un personnage dise “on est deux menteurs” 7 Oui, puisqu’on vient de Ientendre dire.
celui qui parle menteur | menteur | sincére | sincére
l'autre menteur sincére menteur | sincére
ils sont deux menteurs oui non non non
il dit “on est deux menteurs” non oui non non

Le seul cas de figure possible est donc “celui qui parle ment et I’autre est sincére”.
Mais alors, comme ’autre est sincére, on est vraiment samedi.
Et qui est menteur le samedi ? Le chapelier.

| jour [ samedi | \

On récapitule : loir sincére On est samedi
chapelier | menteur | On est deux menteurs !

Un peu de surjectivité. IS 4

L’application 2 — cos®(x) — sin’(x) est définie sur tout R (on la notera f). Et a valeurs dans R. Mais
c’est juste une application & ce stade. Pour en faire une surjection, il faut trouver les valeurs vraiment
atteintes. On peut déja restreindre 8 R — [—1, 2] car le cube du cosinus reste entre —1 et 1 et le
carré du sinus entre 0 et 1. Mais on ne pourra pas atteindre 2.

On va chercher le maximum et le minimum de f sur R. Comme elle est 2.7 périodique, étudions la
juste sur une période : [—m, 7]. Pour des raisones depériodicité, on peut méme la restreindre a [0, .
On dresse un tableau de variations en dérivant : f’(z) = —3.cos?(x).sin(z) — 2.sin(x).cos(z) =
—sin(x). cos(x).(2 + 3. cos(x)).

Pour le signe de la dérivée, on dresse un tableau de signes :



1 A
[ 7] KG 2\ rm ]
x 0, 5 5 Arccos(— 5) 5 7
03 sin(z) - + -+
cos(z) -+ — —
2 + 3. cos(z) + + —
] f/(z,) 1 I + —
/() N1l NG

0,3

On calcule

-1

-2 1] 2 4 B L

avec a = f(Arccos(—2/3)).

: cos(Arccos(2/3)) =
V/5/3 (Pythagore).

| On trouve a = f(Areccos(—2/3)) = —23/27.

Le maximum est 1 et le minimum —1.

—2/3 et cos(Arccos(2/3)) =

On résume : [03 — s est surjective de R sur [—1, 1]} Mais il fallait le prouver.

K

Une application réciproque.

IS 4

On pose f = 0 — 6.sin(f). Elle est dérivable,
de dérivée 6 — sin(f) +6. cos(d). Cette dérivée a
une signe qui varie. Mais si on ne travaille que sur
[0, /2], elle reste positive. Par théoréme, elle est
strictement croissante. Comme elle est continue,
elle réalise une bijection continue de réciproque
continue de [0, 7/2] dans lintervalle image, qui
est aussi [0, 7/2].

On a donc, en renversant les roles des deux axes
une application f~! qui va de [0, 7/2] dans lui
méme (vérifiez : f71(0) = 0 et f~1(7/2) = 7/2
puisque f(0)=0et 7/2 = f(n/2)).

Comme f~! est continue, on peut intégrer.

e 82 64 086 03 1 12 14 16
H
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/2
Mais pour calculer / f1(t).dt, il faut raison-
0

ner géométriquement. On a un rectangle (et

méme un carré) de cotés 7/2 et /2. Et on enléve
/2
f(0).db.

6=0

un morceau qui n’est autre que

w/2
Pour calculer / 0.sin(0).df, il  suffit
0

w/2
d’intégrer par parties / 0.sin(0).dd =
6=0

[9.(—cos(9))}z/2 - /()W/Ql.(—cos(ﬁ)).dﬁ. La

primitive en sin(f) — 0. cos(#) et donne une aire
égale a 1.

2
™
La valeur par soustraction est donc a




