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Résolvez cos(x) + cos(2.x) — cos(3.x) = 1 d'inconnue réelle x5 )

a, b et ¢ sont trois réels. Montrez : a> +b? +c* < 1= |2.a+6.b +9.c| < 11. 2 pt.
ab+bec+ac<a®+b>+c2

((c0o JVousavezvu :a+ (1—a)=2a+(1—a)b+(1—a).(1-b) =2

a+(1—a)b+(1—a).(l1-b)c+(1—a)(l-0).(1—c)=2

Enoncez avec des Z et des H la formule générale, et démontrez la.

Min(i, k) (n +1

((¢1¢ JMontrez ) Max(i, k) ) ) pour tout 7. sp ]
1<k<n

1<i<n
ag, a1 et ay sont trois réels strictement positifs. Calculez les déterminants de
[[a[i]l/alk]+a[k]/a[i] for k in range(2)] for i in range(2)]
et [[a[il/a[k]+a[k]/a[i] for k in range(3)] for i in range(3)]

Contrairement aux chasseurs qui ne sont pas des lapins,
les pollueurs sont des ordures. Philippe GELUCK (Le Chat)

0 Mon code secret de téléphone portable est composé de quatre chiffres différents et tous non nuls.
Quand j’effectue la somme de tous les nombres possibles que je peux former avec deux de ces quatre chiffres
(dans un sens ou dans un autre), je retrouve mon code. Montrez que c’est impossible.

Oups, je m’étais trompé, il faut encore multiplier le résultat par 7 pour trouver mon code. Quel est mon
code ?[ 4. |Pourquoi pas un algorithme ?

2
. X
(Ca 0 a_)Montrez pour tout x positif : x — 5 < ln(l +x) < x.
Vk.(2. 1-— Vk.(2. 1-—
- (& 1a )Pour tout entier naturel , on pose A, = Z nt , ay, = Z nt

o 4nz  4nz

2n+1 k.(2n+1

1 (2n+1-k
Bu =g 5 Z T)’ L, :Zm <1+ T)> Montrez : Ay = 2.0, 1]
- ‘ k=1 )

Calculez B, (sous forme la plus factorisée possible, et c’est possible) et donnez sa limite quand n

tend vers l’infini.
(Ca3e JMontrez : Ay — B, < L, < An.

172
Montrez que a, converge vers / \/x.(1 — x).dx quand n tend vers l'infini (par comparaison
0
somme/intégrale, pensez a découper [0, 1/2] en n segments égaux.)( =]

Calculez l'intégrale du membre de droite (choisissez le bon : x = t2, x = sin?(6) , x = tan() ,
X
o)
. n AEENEY e
(Ca6a )Donnezlalimite de | | <1 + T) quand 7 tend vers Iinfini. 2p ]

k=1

b=

from math import =*

S=0

for k in range(1, 10001) :
..8 += 1/sqrt(k)

print(int(8S))

J'ai lancé
Qu’affichera-t-il ?
Indication : montrez déja

VAFT= Vi € o < V= Vi T

L’homme politique est capable de dire a 'avance ce qui va arriver demain, la semaine prochaine, le mois prochain et
I'année prochaine. Le vrai homme politique est capable, apres, d’expliquer pourquoi rien de tout cela ne s’est produit.
Winston CHURCHILL

32 points 1.5.12
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Equation trigonométrique. <12

On transforme cos(a) + cos(2.x) — cos(3.x) en ¢ +2.c2 — 1 — (4.3 — 3.c) en posant ¢ = cos(x).
L’équation devient un systéme : 4.c> — 2.c2 —4.c +2 = 0 et ¢ = cos(x).

L’équation de degré 3 se factorise en 4.(c2 — 1).c —2.(c> = 1) =0

(c—=1).(c+1).(4c—2)=0

On trouve trois familles de solutions qu’on réunit ensuite

—1
cos(x) =1 cos(x) = —1 cos(x) = -

Rkn|kez) | {2k+1).7|keZ) {§+2.k.n [kez}

{—g+2.k.n|kez}

Et on fait un dessin sur le cercle trigonométrique.

Inégalité de Cauchy-Schwarz.
sz

L'implication a? + b2 + ¢ < 1 = |2.a + 6.b + 9.c| < 11 est en effet une application de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz a deux fois trois variables. |a.a + b.8 + c.y| < Va2 + b2 + 2.\/a?2 + B2 + 2.
Etici, vVa? + b? 4 ¢ < 1 par hypothese
V22 +62+92 = /4+36+81 =121 =11
Pour la seconde inégalité, on prend |a.b + b.c + c.a| < Va2 + b2 + 2.v/b2 + 2 + a2. C'est fini.

Une égalité avec des produits de plus en plus longs.
15.12

[a+(1-a)=1] a+(1—a)b+(1—a). (1fb)—1 \ a+(1—a)b+(1-a).(-blct(1-a).(1-b.01-c)=1 |

(17&1) (17012) 1701;1 Z 1*&1) 1*&12) (1*&1]{,1).&](:1
k=1

n

n k-1

[T0-a)+ Y (4 [T -a)) =1
i=1 k=1 i=1

Avec la convention sur les produits vides égaux a 1.

Vous voulez la démontrer par récurrence ?

. Ay = 1
v g A1 = (1—ay)
Non ! Posez A, = 1—a;) c'est a dire
k g( 2 Ay = (1—-a1) .(1—ap)
A3 = (1—(11) .(1—(12) .(1—(13)

k+1 k
OnaalorsAkH—Ak—H(l—w)—H(l—w)

i=1 =1

K k
App1 — A = (1 —ag4q) Hl—ﬂ -1 —a)
i=1
A1 — A = —agy1. TTL 1( a;)
n—1

La formule conjecturée devient alors un télescopage : ) (Agi1 — Ag) = Ay — Ag avec Ag = 1.
k=0




Remarque : | Evident pour le professeur qui en a vu d’autres.
Astucieux pour le colleur quil'a posé.
Artificiel pour le prof de physique qui trouve beau un interférometre de Michelson mais pas belle
une démonstration.
Rassurant pour1’éleve qui l’a déja croisé
ou qui 'a réussi par récurrence.

Une somme avec Min et Max. s 12

) Min(i, k)  (n+1 o
On va séparer 1;,1 Max(ik) < 5 ) en trois :
1%1%14
i<k i=k i>k
o|o|o 0
o|o 0 o
0 0 o|o
0 o|o|o
Min(i, k) Min(i,i Min(i, k)
+ — A + .
1<iTt<n Max(i, k) KzZSn Max(i, i) 1<I;<n Max(i, k)
n k=1 ni—1
i k
XXz + L1 + L
k=1 (1:1 k) 1<i<n i=1 (k:1 l)
"1 /k(k—1) "1 i(i—1)
];1 k ( 2 ) + n + Z i ( 2 >
= i=1
1 & 1 &
E.Z(k—l) + n + E.2(1—1)
k=1 i=1
. . 1 (n—1)n 2 o
Les deux sommes « triangulaires » valent R R Le total donne ZL'”'(n — 1) 4+ n et on simplifie en

n.(n2+ 1)  Ouméme (n+ 1)(1; +1- 1).

Deux déterminants. e 1s

’ [[a[i]/a[k]+a[k]/a[i] for k in range(2)] for i in range(2) ] ‘ [[a[i]/a[k]+a[k]/a[i] for k in range(3)] for i in range(3) ] ‘

construit la matrice construit la matrice
[} a A Lo
@+@ gj+ﬂ ll0+£l0 ﬂ]+llo ﬂ2+ﬂ0
a, a a a
0 0 ! 0 a; + ag ai + a a1 + az
a0 ax ay ay ap 1
a + a0 a + a
o me | ww L m mm
aq 2 Zl Zz gz Zz
2 4o + 4 40 + a2
a ap az ap
2 a0 + a
a a
! 0 ap + Ao 2 a1 + az
ap ai a 1
a1 + a0 2
0 a1 ap ag a m
, wte ate 2
a a
4— (—1 + —0) calcul
apg @y
(B @)2 0
a9 M
Dans le développement a 3! termes, on a 8
. a b\2 a2 b?
trois termesen —2.( - + - = — — — — 2
b a b a

deux termes en

dsp(% + h).(ﬂ + 5)(% + %) : ils donnent 2 et les six sommes en

a c a

a2
b2



Quatre chiffres. 1.5.12

On a un code abcd c’est a dire 1000.a + 100.b + 10.c + d.

On crée des sommes comme ab + ba avec des roles symétriques.

Chacune vaut 11.(a + b). Et il y a six sommes de ce type (choisir 2 parmi 4).
Le total vaut 11.((a +b) + (a+c) + (a+d) + (b+c) + (b+d) + (c +4d)).

L'énoncé dit 33.(a + b + ¢ +d) = 1000.a + 100.b + 10.c + d = abcd.
L’entier abcd est donc multiple de 3 (somme des chiffres)

et multiple de 11 (somme alternée des chiffes).
Mais a + b 4 ¢ + d ne peut dépasser 6 + 7 4 8 4 9 (chiffres distincts).
Et33.(6 + 7 + 8 +9) vaut 990. pas assez de chiffres (non nuls).

On a oublié le facteur 7 ? Cette fois 3 x 7 x 11 x .(a + b+ ¢ +d) = 1000.a + 100.b + 10.c + d = abcd. C’est
jouable.
Onveuta+c=b+doumémea+c=>b+d [11].
Peutonavoira+c = b+d+11?Parexemple9 +8 = (1+5) + 11.
9+8=(2+4)+11
94+7=(2+3)+11
Mais la somme a + b 4 ¢ + d n’est pas multiple de 3.

Le code est| 4158

Et pourquoi pas un algorithme assez brutal ?

for a in range(1, 10) :
..for b in range(1, 10) :
........ for ¢ in range(1,10) :
............ for d in range(1, 10) :
................ code = 1000*%a+100*b+10*c+d

................ if a!=b and a!=c and a'!=d and b!=c and b!=d and c!= d:
.................... if 3%7*1ip(atb+c+d)==code :

........................ print(code)

print (’Fini’)

Un script qui calcule une somme. 1512

10000 ¢
Le script calcule la somme 2 7

Si on prouve v/n + 1 \fézﬁ\f—\/n—l,
on encadre par les sommes télescopiques
2 ¥ VEFT- VRS ¥ <2 VR VST
=1
n

2/n+1-2< Zﬁgz

from math import *

S=0

for k in range(1, 10001) :
..8 += 1/sqrt(k)

print (int(S))

10000

On encadre Z 7 entre 198 et 200.

La réponse sera donc 198 ou 199. Et en fait 198 car le premier encadrement est trop large.
10000 10000

1+2. Z Vi+ —f<1+2 - <1+2 Y, (V- Vk-1)
k=2

Et comment prouver 1’encadrement ? Par comparaison avec des intégrales :

n+1 n+1 dt ‘n+l Jt 1
2.(Vn+1—+/n)= [2\/ —/ 7<) A 7



i - - [ 45 [ e

. . . . n+1)—n 2
Mais je préfere sincérement la quantité conjuguée : 2.(vVn +1— /n) = 2. ( = <
P d juguée : 2. )= it Variiva
2
2. /n

J'avais en réserve les questions «bonus » : et ceux la :

from math import * from math import =*

S=0 S5=0

for k in range(1, 10001) : for k in range(1, 10001) :
..S += sqrt(1//k) ..8 += int(1/sqrt(k))

print(S) print (int(S))

Petit probléme.
1812

2 2
X x
L'inégalité initiale x — — < In(1 + x) < x peut se démontrer en étudiant x — In(1 +x) —x + = et

2
x — x —In(1+ x) sur [0, +o0].
Mais il y a plus pro : la formule de Taylor avec reste intégrale.

In(1+ x) = In(1) +x7 1/ 1+t St

1
etln(1+x) :ln(1)+ T+7 7+7 /
et on regarde le signe de chaque 1ntegrale

On découpe A, = Z Y 4
_Z,/ 2n+1 Z;,/ (2n+1- ZZ"; Vk(2n+1—k)

4.n? 4.n? 4.n?

1+tx)

en deux termes (pour déja trouver a, a mi parcours) :

(autant de termes dans cha-

k n+1
cun)
On réindexe le second en posant p =2.n+1—k (on renverse la somme, non ?).
Vk2n+1- V@2n+1—p)p
A, =
Z 4.n2 n>§>1 4.n2
Les Varlables sont muettes d’admiration devant un tel prodige, c’est a,, + a;.

1 2.n 2.n )
On calcule B, en développant : B, = s ( (2n+1). Z kZ;Lk )

On utilise les formules du cours : B, =

k=
1 n(2n+1) _ 2n.(2n+1).(4n+1)
—(2n+1).
A )

On factori t de dével :By =
n factorise avant de développer : B, %67

.(6.n.(2.n + 1) — 2. (4 + 1)).
(z.n+1).(n+1)J

24 .13

La parenthese vaut 4.n? + 4.1 et on peut simplifier un peu [Bn =

Pour la limite, c’est 0 car le degré du numérateur I'emporte sur celui du dénominateur.

Pratiquement : B, = 24n (2+ ) (1 + %)

On encadre chaque terme de L, avec le lemme du début :
— ZH)\2 — —
k@2n+1-k 1 ( k.(2n+1 k)) <In (1+ k.2n+1 k)) < k.2n+1—k)

4.n2 2° 4.n2 4.n2 4.n2
On somme de 1 a 2.1 et on a exactement A,,, B, et L,,.




1 1
L'application x — x.(1 — x) est croissante sur [0, f} (maximum en 5 justement).

2
On passe a la racine : x — /x.(1 — x) croit.
1
On découpe l'intervalle [O, ﬂ en n segments de la forme

1
Pour l'intégrale, il y a trés rapide. y = y/x.(1 — x) est 'équation d'un arc de cercle de centre (E' 0) et de
rayon 5 :

2 2
(xf %) + 92 = (%) donne y = /x.(1 — x) ou son opposé.
. ¢ cx=sin?(@) [ fx1—xndv= [ \/sin?(6). cos2(6) 2.sin(6).cos(6) 40
inon, comme proposé : x = sin : /0 X. x).dx = /9 _, Vsin®(8). cos?().2.sin(8). cos(6).46.

1/2 /4
On n’a pas besoin de valeurs absolues vu l'intervalle : / x.(1—x).dx = / 2.sin%(6). cos®(6).d6.
p L e == | (0).cos2(0)

=0
1/2 1 /4
Un soupcon de trigonométrie :/ x.(1—x).dx = f./ sin?(2.0).d6.
pS 8 o SERVES )/4 2 Jyy S°(20)
1 T
Un autre soupcon :/ x.(1—2x)dx = -. 1 — cos(4.9)).d6.
poon : [ \fx(1—xdx = 1. [T (1~ cos(a0))

R 1/2 1 sin(4.0)17/4
On integre '/0 \x.(1—x)dx = Z'{G_ 1 }0 =1

12
Cela dit, avec t = | 1 f 7 c’était pas mal. x = 172 etdx = aree et /x.(1—x)= 14%‘2 IIn’y a plus

qu’a décomposer une horreur en éléments simples et intégrer.

1 k(2n+1—-k
]lj[l (1 + ( Z; )) a pour logarithme L;, comme pas hasard (logarithme du produit, somme des
logarithmes).

Lyest encadré par A, — B, et A,.
Butend vers 0 et A, tend vers une intégrale de valeur connue.

7T
Par encadrement, L, tend vers —.

16
n k2n+1—k
Par continuité de I'exponentielle, H (1 + ( : ;z )

k=1

) converge vers V/e” par exemple, pour le for-

muler « simplement ».

32 points 1.5.12



