
1CHARLEMAGNED.S.13.vendredi 20 mai M.P.S.I.2.D.S.13.Ann�ee 2005/2006- LE RETOUR DE MASCHKE -On reprend notre th�eor�eme : (E;+; :) est un R -espacevectoriel de dimension �nie, G est un sous-groupe �nide (GL(E); �), de cardinal s, F est un sous-espace vectoriel de E, stablepar chaque �el�ement de G.On veut trouver un suppl�ementaire K de F , stable par chaque �el�ement de G.On suppose que E est dot�e d'un produit scalaire �.On d�e�nit :  := (�!u ;�!v ) 7! Xg2G�(g(�!u ); g(�!v )). Montrer que  est un produit scalaire sur E.[2 pt]On note K le suppl�ementaire orthogonal de F pour ce produit scalaire. Montrer que K est stablepar tous les �el�ements h de G. [2 pt]- ISOM�ETRIES ET ENTIERS -Pour tout n, on note En l'ensemble des matrices orthogonales �a coe�cients entiers (matricesd'isom�etries pour le produit scalaire usuel) et E+n l'ensemble, des matrices orthogonales �a coe�cientsentiers et de d�eterminant 1.[�(1)] D�eterminez E1, E+1 , montrez que E2 et E+2 ont pour cardinaux 8 et 4. [1,5 pt][�(2)] Montrez que En a pour cardinal n!:2n. [2 pt][�(3)] Quel est le cardinal de E+n ? [1 pt][�(4)] Pour tout n, on note Tn l'ensemble des matrices orthogonales �a trace enti�ere. D�eterminezT2. [1,5 pt][�(5)] Montrez que T3 est stable par �el�evation au carr�e. [2 pt][�(6)] Montrez que T2 et T3 ne sont pas stables par multiplication. [1,5 pt][�(7)] Montrez que T4 n'est pas stable par �el�evation au carr�e. [2 pt]- DISTANCE DE SCHUR -n est un entier naturel donn�e. On note En l'ensemble des matrices carr�ees de taille n �a coe�cientsr�eels, D n le sous-espace des matrices diagonales, Sn le sous-espace des matrices sym�etriques et A ncelui des matrices antisym�etriques. On note S+n l'ensemble des matrices sym�etriques positives,c'est �a dire des matrices sym�etriques S v�eri�ant 8 X 2 Rn; tX:S:X > 0. On note GLn legroupe des matrices inversibles. On note On le groupe des matrices orthogonales.Les di��erentes parties sont tr�es ind�ependantes. Vous pourrez admettre les r�esultats de l'une pour travaillersur les autres.On admettra le th�eor�eme spectral : toute matrice r�eelle sym�etrique se diagonalise, et on peut choisirla matrice de passage orthogonale. On le reformule : toute matrice r�eelle sym�etrique admet une baseorthonorm�ee form�ee de vecteurs propres. On le reformule encore : 8 S 2 Sn; 9 P 2 On; 9 D 2D n; Sn = P:D:tP .Distance d'une matrice �a un sous-espace vectoriel de En.I- 1) Pour A et B dans En, on d�e�nit : �(A;B) = Tr(tA:B). Montrez que � est un produitscalaire sur En. [1,5 pt] La norme associ�ee est not�ee N et s'appelle norme de Schur.I- 2) Calculez N(
) pour tout matrice 
 de On. [0,5 pt]I- 3) Montrez que En est la somme directe orthogonale de Sn et A n. [1 pt]I- 4) Pour toute matrice A de En et tout sous-ensemble non vide F de En, on pose d(A; F ) =Inf(N(A � M) M 2 F ). Montrez que si F est un sous-espace vectoriel de En, alors on ad(A; F) = N(A� pF (A)) o�u pF est le projecteur sur F, parall�element �a F?. [2 pt]I- 5) Montrez : 8 A 2 En; d(A;Sn) = 12 :N(A�t A). [1 pt]I- 6) Calculez d(A; A n) pour A dans En. [1 pt] .../...



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 2�Etude d'un exemple.II- 1) On pose : M = 0@ 1 2 1�2 �1 �1�1 �1 �21A. Calculez d(M; A 3). [1 pt]II- 2) Calculez tM:M , et montrez que cette matrice not�ee S est dans S+3 . [2 pt]II- 3) Donnez la valeur de a telle que S � a:I3 soit de rang 1. [1 pt] Donnez alors une base deKer(S�a:I3) et de son orthogonal. [1,5 pt] Construisez alors une base orthonorm�ee de R3 dontles vecteurs soient dans Ker(S � a:I3) et Ker(S � a:I3)?. [1 pt]II- 4) D�eduisez alors que S � a:I3 est diagonalisable. [1,5 pt]II- 5) S est elle diagonalisable ? [1 pt]D�ecomposition polaire.III- 1) Montrez pour tout A de En que tA:A est dans S+n , avec des valeurs propres positives.[2 pt]III- 2) Soit A dans En. On suppose le temps de cette question que tA:A est une matrice diagonale.D�eterminez le signe de ses termes diagonaux. [0,5 pt] Montrez qu'il existe alors une matriceD v�eri�ant tA:A = D2. [1 pt] Montrez que les vecteurs colonne de A forment une familleorthogonale. [1 pt] D�eduisez l'existence de 
 matrice orthogonale v�eri�ant A = 
:D. [2 pt]III- 3) Soient A et B deux matrices de En v�eri�ant tA:A =t B:B. Montrez qu'il existe P dansOn et D dans D v�eri�ant tP:tA:A:P =t P:tB:B:P = D2. [1 pt]III- 4) D�eduisez alors : 9 
 2 On; A = 
:B. [2 pt]III- 5) D�eduisez de ce qui pr�ec�ede : 8 A 2 En; 9 
 2 On; 9 S 2 S+n ; A = 
:S (d�ecompositionpolaire). [1,5 pt]III- 6) Donnez la d�ecomposition polaire de la matrice M d�e�nie plus haut. [1,5 pt]Distance d'une matrice �a On.IV- 1) Montrez : 8 A 2 En; 8 P 2 On; N(P:A) = N(A:P ) = N(A). [1 pt]IV- 2) Soit A une matrice de En, de d�ecomposition polaire 
:S. On admet donc que S sediagonalise en P:D:tP avec P dans On et D dans D n. Montrez : 8 Q 2 On; N(A � Q) =N(S �t 
:Q). [1 pt]IV- 3) D�eduisez : d(A;On) = d(S;On) = d(D;On). [1 pt]IV- 4) Soit D dans D n, de terme diagonaux �1 �a �n, positifs.Montrez : 8 Q 2 On; N(D�Q)2 =nXk=1(�k)2 � 2:Tr(D:Q) + n. [1,5 pt]IV- 5) Montrez : 8 Q 2 On; Tr(D:Q) 6 Tr(D) (calculez e�ectivement les coe�cients diagonauxde D:Q). [1 pt]IV- 6) D�eduisez : d(D;On) = N(D� In). [1,5 pt]IV- 7) D�eduisez : d(A;On) = N(A� 
). [1 pt]V- 1) Calculez la distance de M �a O3 et d�eterminez la matrice de O3 la plus proche de M .[1,5 pt] Distance d'une matrice �a GLn.VI- 1) Soit A dans En.Montrez qu'il existe � strictement positif v�eri�ant : 8 � 2 ]0; �[; det(A��:In) 6= 0. [1,5 pt]VI- 2) D�eduisez : 8 A 2 En; d(A; GLn) = 0. [1,5 pt]Source : sujet du G.C.P. (Concours Commun des E.N.S.I.), �li�ere M.P., ann�ee 2003- D.S.13. -



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 3CHARLEMAGNECORRIG�EcN.C. M.P.S.I.2.D.S.13.Ann�ee 2004/2005Pour tout n, on note En l'ensemble des matrices orthogo-nales �a coe�cients entiers et E+n l'ensemble, des matricesorthogonales �a coe�cients entiers et de d�eterminant 1.�Etudiez E1, E+1 , E2 et E+2 .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Dans E1 il y a ( 1 ) et (�1 ). De toutes fa�cons, les seules isom�etries en dimension 1 sont Id et�Id.Dans E+1 il n'y a plus que ( 1 ).Une matrice d'isom�etrie est faite de vecteurs colonnes norm�es, deux �a deux orthogonaux. Unvecteur colonne de coe�cients x1 �a xn est norm�e si et seulement si on a (x1)2+ : : :+ (xn)2 = 1.Mais comme les xi sont ici suppos�es entiers, leurs carr�es valent 0 ou 1. Pour quel la somme vaille1, il faut et il su�t que l'un des carr�es vaille 1 et que les autres soient nuls.Les seuls vecteurs colonnes des matrices de En sont donc, au signe pr�es, les vecteurs de la basecanonique.En taille 2, on construit donc des matrices �a l'aide des quatre vecteurs � 10�, ��10 �, � 01�, et � 0�1�.La condition d'orthogonalit�e nous conduit aux matrices suivantes pour E2 :� 1 00 1�, ��1 00 1�, � 1 00 �1�, ��1 00 �1�, � 0 11 0�, � 0 �11 0 �, � 0 1�1 0�, � 0 �1�1 0 �Pour E+2 , on ne garde que celles qui ont un d�eterminant positif :� 1 00 1�, ��1 00 �1�, � 0 �11 0 �, � 0 1�1 0�: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que En a pour cardinal n!:2n. Quel est le cardinalde E+n ?: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On refait le même raisonnement qu'au dessus. Une r�ecurrence en e�et n'est pas la bonne d�emarche ici.Une matrice de En est form�ee des vecteurs colonne de la base canonique, au signe pr�es. Il y a2:n tels vecteurs.Ensuite, la condition d'orthogonalit�e conduit �a ce qu'il faille les prendre tous di��erents, et donctous une fois et une seule, au signe pr�es.Malproprement, en notant C1 �a Cn les n vecteurs colonnes de la base canonique deRn, on cr�ee des matrices en (�C�(1);�C�(2); : : : ;�C�(1)).On a n! permutations.On a deux choix pour chaque signe. Les choix de signes sont ind�ependants, d'o�u un 2n.Le choix des signes et le choix de la permutation sont ind�ependants, on a donc n!:2n choixpossibles.Quelques exemples en taille 3 : � 1 0 00 0 �10 1 0 �, ��1 0 00 0 10 �1 0�, � 0 1 00 0 �1�1 0 0 �, � 0 0 �11 0 00 �1 0 �.Ensuite, il ne faut garder que celles qui ont un d�eterminant positif.On sent bien qu'il va y en avoir la moiti�e.Pour ce faire, on cr�ee l'application f qui transforme une matrice de taille n en celle dont on apermut�e les deux premi�eres colonnes.Si M est dans En, alors f(M) est encore dans En. En e�et, les vecteurs colonne ayant �et�em�elang�es, le caract�ere orthonorm�e est pr�eserv�e.De plus, f est bijective, et �egale �a son propre inverse (si on �echange deux colonnes deux fois de suite,on retrouve la même matrice).D'autre, f change le signe du d�eterminant. En e�et, la permutation de deux colonnes a poure�et de multiplier le d�eterminant par �1.Il s'ensuit qu'en notant E�n l'ensemble des matrices orthogonales �a coe�cients entiers ded�eterminant �1, alors f est une bijection entre E+n et E�n .



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 4Il y a donc autant d'�el�ements dans E+n que dans E�n .Or, E+n et E�n forment une partition de En (r�eunions �egale �a En, intersection vide).On a donc Card(En) = Card(E+n )+Card(E�n ) = 2:Card(E+n ). On a donc Card(E+n ) = n!:2n�1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Pour tout n, on note Tn l'ensemble des matrices ortho-gonales �a trace enti�ere. D�eterminez T2.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Dans O2, il y a deux cat�egories de matrices : les sym�etries et les rotations.Les sym�etries en � cos� sin�sin � � cos�� ont une trace enti�ere (car nulle), on les garde toutes.Les rotations en � cos� � sin�sin � cos� � ont une trace c�el�ebre �egale �a 2: cos(�). On ne les garde quepour � ayant un cosinus �egal �a �1, �1=2, 0, 1=2 ou 1.On r�esout donc les �equations cos(�) = 1=2 et autres. Ontrouve des solutions multiples de �=4 (ce qui inclus les �=2 etles �) et des solutions multiples de �=3. On le lit tr�es bienssur le cercle trigonom�etrique trac�e ici �a droite.On a donc les matrices suivantes :�1 00 1�, �0 �11 0 �, ��1 00 �1�, � 0 1�1 0�,� 1=2 p3=2�p3=2 1=2 �, � 1=2 �p3=2p3=2 1=2 �, � �1=2 p3=2�p3=2 �1=2�, ��1=2 �p3=2p3=2 �1=2 �: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que T3 est stable par �el�evation au carr�e.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Dans T3, il y a les rotations et les rotations-r�eexions, dont les axes sont assez libres et les angles�a pr�eciser.Une rotation d'angle � a pour trace 1 + 2: cos(�), car elle est semblable �a une matrice en� 1 0 00 c �s0 s c � et partage avec elle cette trace.La condition \être dans T3" se r�eduit donc �a 1 + 2: cos(�) 2 Z. On aboutit l�a encore �a cos(�)est un multiple de 1=2.On pose donc tout naturellement A = fk:�=4 k 2Zg [ fp:�=3 p 2Zg.On sait donc qu'une rotation est dans T3 si et seulement si son angle est dans A, et l'axe n'aaucune importance.Par �el�evation au carr�e d'une matrice de rotation R, l'angle � double et reste dans A. Le carr�eR2 reste donc dans T3.Pour les rotations-r�eexions, la trace vaut �1 + 2: cos(�). Le carr�e est une rotation de trace1 + cos(2:�). La même stabilit�e de A par doublement permet de rester dans T3.Remarque : T3 est stable aussi par passage �a l'inverse, comme on le montre ais�ement.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que T2 et T3 ne sont pas stables par multiplica-tion.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On commence par le cas de T2, car il nous permettra de conclure pour T3.Si deux rotations de T2 ont des angles convenables, leur produit a un angle qui peut sortir de Acar A n'est pas stable par addition.On cr�ee un contre-exemple (car les \il n'y a pas de raison pour que" ne sont pas des arguments) :� 1=2 �p3=2p3=2 1=2 � : 0 �11 0 !��p3=2 1=2�1=2 �p3=2�Ce contre-exemple s'exporte ais�ement en dimension 3 : � 1 0 00 1=2 �p3=20 p3=2 1=2 � :� 1 0 00 0 �10 1 0 �� 1 0 00 �p3=2 1=20 �1=2 �p3=2�



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 5: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que T4 n'est pas stable par �el�evation au carr�e.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Qui a-t-on dans T4 ? Des rotations, des r�eexions pour lesquelles le raisonnement de la question pr�ec�edentereste valable. Il faut donc trouver autre chose.Il y a donc aussi les objets faits de deux rotations, autour de plans orthogonaux entre eux, dela forme 0@ cos� � sin� 0 0sin� cos� 0 00 0 cos� � sin�0 0 sin� cos� 1A.Par �el�evation au carr�e elles donnent 0@ cos 2:� � sin2:� 0 0sin 2:� cos2:� 0 00 0 cos2:� � sin 2:�0 0 sin2:� cos2:� 1A.Le passage de \2:(cos� + cos �) est entier" �a \2:(cos2:� + cos 2:�) est entier" n'est plus aussi�evident, car on peut r�epartir la propri�et�e sur les deux.On peut jouer avec des cosinus �egaux �a 1=4 (ou 1=3 et 2=3). Et l�a, l'�el�evation au carr�e perd deschoses.On prend � = � = Arccos(1=4) (le sinus vaut p15=4, mais �ca ne sert gu�ere). La trace vaut alors 1.On �el�eve au carr�e. L'angle double, et on calcule :cos(2:Arccos(1=4)) = 2: cos2(Arccos(1=4))� 1 = 2: 116 � 1 = �78Le sinus vaut p15=8, mais on s'en moque.La trace de la matrice �elev�ee au carr�e vaut �7=2 et n'est plus enti�ere. 1=4 �p15=4 0 0p15=4 1=4 0 00 0 1=4 �p15=40 0 p15=4 cos 1=4 !2 = �7=8 �p15=8 0 0p15=8 �7=8 0 00 0 �7=8 �p15=80 0 p15=8 cos�7=8!: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On d�e�nit :  := (�!u ;�!v ) 7! Xg2G�(g(�!u ); g(�!v )). Montrerque  est un produit scalaire sur E.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :D�ej�a, il n'y a pas de probl�eme d'existence. Pour chaque couple de vecteurs (�!u ;�!v ), chaqueg(�!u ), g(�!v ) existe et est dans E ; on peut calculer leur produit scalaire. En�n, on peut sommercar il n'y a qu'un nombre �ni de termes.� Tous les termes de la somme sont des r�eels, on a donc bien une forme.� Si on compare  (�!u ;�!v ), et  (�!v ;�!u ), on trouve la même chose par sym�etrie du produitscalaire �.� On prend �a pr�esent trois vecteurs �!u , �!v et �!w , et un r�eel � (j'en ai marre de �, c'est plus long �ataper). On calcule  (�!u ;�!v ) + �: (�!u ;�!w ). C'est une somme de deux sigma : (�!u ;�!v ) + �: (�!u ;�!w ) = Xg2G�(g(�!u ); g(�!v )) + �:Xg2G�(g(�!u ); g(�!w ))On fusionne en Xg2G��(g(�!u ); g(�!v )) + �:�(g(�!u ); g(�!w ))�.Par bilin�earit�e de �, on en fait Xg2G�(g(�!u ); g(�!v ) + �:g(�!w )).Par lin�earit�e de chaque g, on en fait Xg2G�(g(�!u ); g(�!v +�:�!w )) et on reconnâ�t  (�!u ;�!v +�:�!w ).Par sym�etrie, on a la bilin�earit�e.� On prend un seul vecteur �!u , et on calcule  (�!u ;�!u ). C'est une somme de termes en�(g(�!u ); g(�!u )). Tous les termes de la somme sont positifs, la somme est positive.



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 6� On reprend un seul vecteur �!u , et on suppose que  (�!u ;�!u ) est nul. L'objectif est de prouverque �!u est nul.Or, quand une somme de termes positifs est nulle, c'est que chaque terme est nul. Chaque�(g(�!u ); g(�!u )) est donc nul. Par caract�ere d�e�ni positif du produit scalaire initial �, c'est quechaque g(�!u ) est nul.Mais dans le groupe G, il y a au moins le neutre IdE. Pour lui, on a donc : �!u = �!0 , et ce n'estpas la peine d'aller chercher plus loin.En utilisant un seul �el�ement de G on parvient d�ej�a �a la r�eponse. On n'est pas forc�e de les utilisertous, puisque le \ 8 g 2 G; " est dans l'hypoth�ese et non dans la conclusion.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On note K le suppl�ementaire orthogonal de F pour ceproduit scalaire. Montrer que K est stable par tous les�el�ements h de G.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Comme on a un produit scalaire, on peut parler du suppl�ementaire d'un sous-espace. On saitque c'est un nouveau sous-espace vectoriel, et on connâ�t sa dimension.Tout ce qu'on doit prouver, c'est que K est stable par chaque �el�ement h de G.On prend donc un �el�ement �!u dans K et un �el�ement h dans G. On veut prouver que h(�!u ) estorthogonal �a tous les �el�ements de F .On prend donc un �el�ement �!v de F , sans le particulariser. On va calculer  (h(�!u );�!v ) (obtiendra-t-on 0 ? quel suspense...).Cette quantit�e vaut Xg2G�(g(h(�!u )); g(�!v )), et on la note A.On a alors : A = Xg2G�(g(h(�!u )); g(h(h�1(�!v ))), car les �el�ements de G sont bijectifs.On reformule : A = Xg2G�(f(�!u ); f(h�1(�!v )) en posant : hfg � h.Quand g d�ecrit tout G, la compos�ee f reste dans G (groupe). Deux g di��erents ont des imagesdi��erentes, on a une injection. Par �nitude du cardinal de G, on a une bijection.On reformule : quand g d�ecrit G, f d�ecrit aussi tout G une fois et une seule, dans un ordredi��erent, c'est tout.On a donc : B = Xf2G�(f(�!u ); f(h�1(�!v ))). On reconnâ�t : B =  (�!u ; h�1(�!v )).Or, pour h dans G et �!v dans F , on sait que h�1 est encore dans le groupe G, et h�1(�!v ) estdans F , par stabilit�e de F par tous les �el�ements de G.On a donc un produit scalaire entre un �el�ement de K et d'un �el�ement de H , c'est nul pard�e�nition de �!v 2 K.On a donc notre sous-espace suppl�ementaire de F , stable par tous les �el�ements de G. C'est bience que l'on voulait.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Pour A et B dans En, on d�e�nit : �(A;B) = Tr(tA:B).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :C'est un r�esultat vu en cours.On a une forme, car les formats sont compatibles ; la matrice tA:B existe, est carr�ee et a doncpour trace un r�eel.Cette forme est sym�etrique. Pour tout couple de matrices, (A;B), les deux matrices tA:B ettB:A sont sym�etriques l'une de l'autre et ont donc la même trace.Elle est lin�eaire par rapport au second vecteur, donc lin�eaire par rapport �a tous par sym�etrie :Tr(tA:(�:B + �:C)) = �:Tr(tA:B) + �:Tr(tA:C)



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 7Elle est positive. Pour toute matrice A donn�ee, de terme g�en�eral aji , on constate que les termesdiagonaux de tA:A sont les (a1i )2+ : : :+(ani )2. La trace est une somme de carr�es, elle est positive.Supposons pour A donn�ee que cette somme soit nulle. Chaque terme de la somme de carr�es doitêtre nul, chaque aji est donc nul. Et dans cette somme, tous les aji de la matrice initiale A sontpr�esents. La matrice A est nulle.Remarque : N (A)2 = Tr(tA:A) est la somme des carr�es de tous les coe�cients de la matrice A.On se donne une matrice orthogonale 
. On a alors t
:
 = In par d�e�nition. On passe �a latrace : �(
;
) = Tr(In)n. On passe �a la racine : N(
) = pn: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que En =Sn � A n (somme directe orthogonale).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Toute matrice r�eelle A se d�ecompose sous la forme (A+tA)=2+(A�tA)=2. La matrice (A+tAest sym�etrique et A�t A est antisym�etrique (t(A �t A) =t A �t (tA) =t A�A).La seule matrice �a la fois sym�etrique et antisym�etrique est nulle. La somme est directe.Il reste �a prouver l'orthogonalit�e : toute matrice sym�etrique est orthogonale �a toutes les matricesantisym�etriques.On aura juste A n �S?n , mais par un argument de dimension, on arrive �a l'�egalit�e.On se donne S sym�etrique et A antisym�etrique, et on arrive �a �(A; S) = ��(S;A), ce qui prouveque le produit scalaire est n�ecessairement nul :�(A;A) = Tr(tA:S) = Tr(�A; S) = �Tr(A:S) = Tr(S:A) = Tr(tS:A) = �(S;A)En milieu de ligne intervient la propri�et�e c�el�ebre Tr(U:V ) = Tr(V:U).La propri�et�e d(A;F) = N (A � pF (A)) est aussi dans le cours, mais l'objectif ici est bien de la(re)d�emontrer.Pour F donn�e, on consid�ere donc le projecteur orthogonal sur F, parall�element �a F?.On se donne ensuite A. On sait d�ej�a que fN(A �M) M 2 Fg est une partie de R non vide,minor�ee par 0.On calcule ensuite N2(A �M) = N2(A � p(A) + p(A) �M). Or, A � P (A) est dans F? pard�e�nition de P (A). En revanche, p(A) �M est dans F car F est un espace vectoriel. Les deuxtermes A� p(A) et p(A)�M �etant orthogonaux, on peut appliquer le th�eor�eme de Pythagore :N2(A� p(A) + p(A)�M) = N2(A� p(A)) +N2(p(A)�M). On passe �a la racine :8 M 2 F; N(A�M) = pN2(A� p(A)) +N2(p(A)�M) > N(A� p(A))On a un minorant de toutes les distances, et il est atteint pour M �egal �a p(A). C'est donc lui laborne inf�erieure.On traite ensuite le cas particulier de Sn.On se donne donc A. On d�ecompose en (A+tA)=2+(A�tA)=2. La premi�ere somme est dans Snet la seconde dans (Sn)?. On en d�eduit que A se projette en (A+tA)=2. La di��erence A�PS(A)est donc ici (A�t A)=2. On en prend la norme, et on sort le 1=2 par homog�en�eit�e de la norme.De la même fa�con, on a d(A; A n) = N(A+t A)=2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On pose : M = : : :. Calculez d(M; A 3).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On d�ecompose cette matrice en partie paire et impaire : M = 1 0 00 �1 �10 �1 �2!+  0 2 1�2 0 0�1 0 0!.On sait ensuite que d(M;S3) est la norme de la partie impaire. Et cette norme est la racine carr�eede la somme des carr�es des coe�cients : d(M;S3) = p02 + 22 + 12 + (�2)2 + (�1)2 = p10.De même, d(M; A 3) = N(M +t M)=2 = p12 + (�1)2 + (�1)2 + (�1)2 + (�2)2 = p8.On calcule ensuite :  1 �2 �12 �1 �11 �1 �2! : 1 2 1�2 �1 �1�1 �1 �2!=  6 5 55 6 55 5 6!.



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 8L'exemple semble cr�ee expr�es. On constate queM�I3 est une matrice de rang 1, puisque toutesses colonnes sont proportionnelles, pour ne pas oser avouer qu'elles sont �egales.Une base du noyau s'obtient en r�esolvant (M � I):X = 0 (vecteur nul). On trouve l'�equationx+ y + z = 0, et on peut prendre t(1;�1; 0) et t(1; 0;�1).L'orthogonal de cet espace est V ect( 111!). On en prend une base : t(1; 1; 1).Mais ceci ne donne pas une base orthonorm�ee.On recommence avec  1=p2�1=p20 !,  1=p2�1=p20 !,  1=p61=p6�2=p6!, obtenue par orthonormalisation deSchmidt (on a juste besoin de renormer le troisi�eme, il est d�ej�a orthogonal aux autres par construc-tion).Ces trois vecteurs sont des vecteurs propres de S � I3. Les deux premiers avec valeur propre 0,et le dernier avec valeur propre 15.On peut le v�eri�er, en posant : P = 1=p2 1=p6 1=p3�1=p2 1=p6 1=p30 �2=p6 1=p3!. On a alors P:tP = I3 etS:P = P:Diag(0; 0; 15), je vous laisse le soin de v�eri�er.La matrice S� I3 est diagonalisable. De toutes fa�cons, toutes les matrices r�eelles sym�etriques lesont. On pouvait aussi chercher son polynôme caract�eristique et chercher ensuite des vecteurs propres enquantit�e su�sante.On a donc une matrice P inversible et une matrice diagonale D v�eri�ant (S � I3):P = P:D.On a alors imm�ediatement S:P = P:D + P = P:(D + I3).La matrice S est aussi diagonalisable, en  1 0 00 1 00 0 16!, via la matrice trouv�ee tout �a l'heure.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez qu'il existe � strictement positif v�eri�ant :8 � 2 ]0; �[; det(A� �:In) 6= 0.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :C'est du classique, qu'on r�eutilise en Sp�e.La fonction � 7! det(A � �:In) est un polynôme en �, de degr�e n, appel�e \polynômecaract�eristique de A".Il n'a qu'un nombre �ni de racines, au maximum n. On peut donc chercher la racine non nullequi a le plus petit module : r1. On sait alors que pour � complexe v�eri�ant 0 < j�j < jr1j, �n'est pas racine du polynôme caract�eristique. La quantit�e det(A� �:In) est alors non nulle. Ler�esultat reste valable pour les r�eels strictement positifs qui sont donc des complexes comme lesautres.On a isol�e en fait la plus petite racine positive si elle existe.Les matrices en A��:In tendent vers A quand � tend vers 0. Par exemple la suite �A� �p+1 :In�pest une suite d'�el�ements de GLn, qui \tend vers A quand p tend vers l'in�ni".La suite N�A� (A� �n+1 :In)�, index�ee par p tend vers 0 quand p tend vers l'in�ni. Ceci forcela borne inf�erieure des N(A� V ) avec V inversible �a valoir 0.On appelle cela un th�eor�eme de densit�e. Les matrices inversibles sont \majoritaires". Autour dechaque matrice, même non inversible, il y a des matrices inversibles.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez pour tout A de En que tA:A est dans S+n .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Il faut prouver que cette matrice est sym�etrique. On v�eri�e : t(tA:A)) =t A:t(tA) =t A:A.On doit ensuite prouver que pour tout X , le r�eel tX:(tA:A):X est positif.



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 9C'est bien un r�eel, par compatibilit�e des formats.Or, ce r�eel vaut t(A:X):(A:X). C'est le carr�e de la norme du vecteur A:X (somme des carr�es descoe�cients). C'est bien un r�eel positif ou nul.On prend ensuite une valeur propre � de tA:A si elle en a. On lui associe un vecteur propre X .On a alors tA:A:X = �:X .On remultiplie par tX �a gauche (formats compatibles).On a alors : t(A:X):(A:X) = �:tX:X . Le r�eel tX:X est strictement positif (carr�e de norme), demême que t(A:X):(A:X). Le quotient reste positif. Les valeurs propres d'une matrice de Gramsont positives.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Soit A dans En. On suppose tA:A 2 D . D�eterminez lesigne de ses termes diagonaux.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :La matrice tA:A est en fait une matrice de Gram.On constate que son terme de position (i; j) est obtenu en faisant tomber la i�eem colonne de Asur la i�eme colonne, transform�ee en ligne.Bref, en position (i; j), on a Ci:Cj.Les termes diagonaux sont des carr�es de norme. Ils sont positifs.Si on �ecrit alors tA:A = Diag(�1; : : : ; �n), on a même tA:A = Diag(p�1; : : : ;p�n)2.Ici, l'hypoth�ese \matrice diagonale" permet de dire que les vecteurs colonne de A sont deux �adeux orthogonaux. Il su�rait de presque rien pour les normer.Et justement, les carr�es de normes sont les termes diagonaux de tA:A.En notant donc C1 �a Cn ces colonnes et �1 �a �n les termes diagonaux de tA:A positifs,la famille de C1=p�1 �a C1=p�1, on a une famille orthonorm�ee de Rn.Pour diviser les colonnes, il su�t de multiplier �a droite par une matrice diagonale.On pose donc � la matrice diagonale form�ee des inverses des racines carr�ees des coe�cientsdiagonaux de tA:A. La matrice A:� est alors une matrice de vecteurs colonne deux �a deuxorthogonaux et norm�es. On a une base orthonorm�ee, et la matrice A:� est dans On. On la note
.On repart de A:� = 
, et on trouve A = 
:��1. Il ne reste plus qu'�a pr�eciser que 
�1 est lamatrice diagonale, de coe�cients diagonaux p�1 �a p�n.Il reste un probl�eme quand même.Si l'un des �k (termes diagonaux de tA:A) est nul. Le vecteur colonne Ck en question est alors nul. Onpeut alors dans la matrice P prendre n'importe quel ki�eme vecteur colonne.Il en existe au moins un par th�eor�eme de la base orthonorm�ee incompl�ete si on n'a e�ectivementpas encore assez de vecteurs pour faire une base.La matrice P reste orthogonale, et le produit 
:D est encore �egale �a A.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On suppose tA:A =t B:B. Montrez qu'il existe P dans Onet D dans D v�eri�ant tP:tA:A:P =t P:tB:B:P = D2.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :La matrice tA:A est r�eelle sym�etrique.Elle se diagonalise donc, avec matrice de passage Q orthonorm�ee si on le souhaite, et on lesouhaite.La matrice diagonale est form�ee des valeurs propres de tA:A. Mais on sait d�ej�a que ces valeurspropres sont positives. On en prend les racines carr�ees, et on les met dans une nouvelle matricediagonale, que l'on note D. La matrice D2 est encore diagonale, mais a pour coe�cients lescarr�es des racines carr�ees des valeurs propres de tA:A.On peut donc bien �ecrire Q:(tA:A):Q�1 = D2.On d�ecide que P sera �egale �a tQ, c'est �a dire �a Q�1, et la formule suit.



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 10On repart de tP:tA:A:P = D2, et on l'�ecrit t(A:P ):(A:P ) = D2, matrice diagonale positive.On applique alors le r�esultat du lot de questions pr�ec�edents �a A:P : A:P peut s'�ecrire 
1:D avec
1 orthogonale et D d�e�nie plus haut.On refait le même raisonnement avec tP:tB:B:P = D2. Cette fois, c'est B:P qui peut s'�ecrire
2:D avec 
2 orthogonale et le même D.On a donc : t
1:A = D =t 
2:B.On oublie D et on remultiplie par 
1 : A = 
1:t
2:B.On regroupe par associativit�e, et on rappelle que 
1:t
2 est encore une matrice orthogonale parstabilit�e du groupe On.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :D�eduisez de ce qui pr�ec�ede : 8 A 2 En; 9 
 2 On; 9 S 2S+n ; A = 
:S.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On part de tA:A. C'est une matrice de S+n . On la diagonalise en Q:�:Q�1. On sait que les valeurspropres de A sont positives. Les termes diagonaux de � sont donc positifs. On peut prendre laracine carr�ee de chacun et �ecrire tA:A = Q:D2:Q�1 ou tA:A = Q:D2:tQ avec Q orthogonale etD diagonale.On pose alors B = Q:D:tQ. On constate alors : tB:B = Q:tD:tQ:Q:D:tQ =t Q:D2:Q =t A:A.On sait alors qu'il existe 
 dans On v�eri�ant A = 
:B.On a donc : A = 
:Q:D:tQ.On constate que B est ici sym�etrique. On v�eri�e que Q:D:tQ est dans S+n . En e�et, pour toutvecteur X , on atX:B:X =t X:Q:D:tQ:X =t Y:D:Y en notant Y le vecteur tQ:XEn notant y1 �a yn les composantes de Y , on a presque la somme (y1)2 + : : :+ (yn)2. En fait,on a ( y1 : : : yn ) :0@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : :0 0 : : : �n1A:0B@ y1y2:yn1CA. Et cette somme est quand même positive. C'est�1:(y1)2 + : : :+ �n:(yn)2 avec les �i positifs (racines carr�es de r�eels positifs).Finalement, on a une matrice orthogonale et une matrice de S+n .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Donnez la d�ecomposition polaire de la matrice M d�e�nieplus haut.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On a diagonalis�e tM:M en Diag(1; 1; 16), avec matrice de passage connue.On passe �a la racine : Diag(1; 1; 4) est celle qu'on appellera D.On pose alors B = P:Diag(1; 1; 4):tP .On trouve, tous calculs faits : S = 2 1 11 2 11 1 2!.Pour r�ecup�erer 
 v�eri�ant M = 
:S, il su�t de poser : 
 =M:S�1, et on trouve  0 1 0�1 0 00 0 �1!.On v�eri�e :  0 1 0�1 0 00 0 �1! : 2 1 11 2 11 1 2! =  1 2 1�2 �1 �1�1 �1 �2!.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez : 8 A 2 En; 8 P 2 On; N(P:A) = N(A:P ) =N(A).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Une question pour r�ecup�erer des points si on lit les �enonc�es.On se donne donc une matrice quelconque et une matrice orthogonale. On rappelle la propri�et�ede la trace : Tr(M:N) = Tr(N:M , et on calcule :N2(P:A) = �(P:A; P:A) = Tr(t(P:A):(P:A)) == Tr(tA:tP:P:A) = Tr(tA:In:A) = �(A;A) = N2(A)



D.S.13. 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 11On a aussi N2(A:P ) = �(A:P;A:P ) = Tr(t(A:P ):(A:P )) = Tr(tP:tA:A:P ) =Tr(tA:A:P:tP ) = Tr(tA:A:In) = �(A;A) = N2(A)On n'a plus qu'�a passer aux racines, entre ces quantit�es positives.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez : 8 Q 2 On; N(A�Q) = N(S �t 
:Q).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On a : A �Q = 
:S �Q = 
:(S �t 
:Q).On applique le r�esultat pr�ec�edent car 
 est orthogonale : N(A � Q) = N(
:(S �t 
:Q)) =N(S �t 
:Q).Quand Q d�ecrit tout On, la matrice t
:Q d�ecrit toujours aussi On.Il reste dans On par stabilit�es, et on construit la bijection r�eciproque sur le même mod�ele.Le minimum des N(A� Q) quand Q d�ecrit On est donc le même que le minimum des S � Rquand R d�ecrit aussi On.On poursuit avec N(P:D:tP �R) qui est �egale �a N(D:tP �t P:R) puis �a N(D�t P:R:P ). QuandR d�ecrit On, tP:R:P en fait autant. On retrouve donc le même minimum.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :8 Q 2 On; N2(D �Q) =Pnk=1(�k)2 � 2:Tr(D:Q) + n.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On applique la formule d'Al-Kashi pour ce produit scalaire � :N2(D � Q) = N2(D)� 2:�(D;Q)+N2(Q)On calcule :N2(D) = Tr(tD:D) = Tr(D2). Cette matrice diagonale a pour coe�cients les carr�esdes termes de D. En prendre la trace permet de les r�ecup�erer tous. On a donc Xk�n(�k)2.Le terme �(D;Q) devient Tr(D:Q), car D est sym�etrique.En�n, N2(Q) vaut n comme on l'a dit d�es le d�ebut.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez : 8 Q 2 On; Tr(D:Q) 6 Tr(D).: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Dans la matrice D:Q, chaque ligne de Q est multipli�ee par un coe�cient de D.On r�ecup�ere la trace. En notant qji les coe�cients de Q et �i les termes diagonaux de D, on aTr(Q:D) =Pi�n qii :�i.Or, les �i sont positifs (matrice �a valeurs propres positives), et les qji sont tous plus petits que 1,pour que la somme des carr�es soit �egale �a 1.On a la majoration demand�ee.On revient �a la majoration :N2(D �Q) > Pnk=1(�k)2 � 2:Tr(D) + n = nXk=1(�k)2 � 2: nXk=1(�k)2 + n = nXk=1 �(�k)2 � 2:�k + 1�On minore donc �a coup sûr par nXk=1(�k � 1)2.Or, ce minorant est atteint, avec la norme N(D� In).Si l'on ajoute que In est dans On, on est en pr�esence d'un minorant qui est dans l'ensemble ;c'est la borne inf�erieure cherch�ee (borne atteinte).On a donc : d(A;On) = d(D;On) = N(D� I).On multiplie par P et tP , ce qui ne change pas la norme, d'apr�es la premi�ere question de cettepartie : d(A;On) = N(D� I) = N(P:D� P:I) = N(P:D:tP � P:I:tP ) = N(S � I).On multiplie en�n par 
, ce qui ne change toujours pas la norme :d(A;On) = N(S � I) = N(
:S � 
) = N(A� 
)On interpr�ete : la matrice de On la plus proche de A est justement 
 de la d�ecomposition polaire.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Calculez la distance de M �a O3.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On a trouv�e 
, on soustrait :
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 = 1 1 1�1 �1 �1�1 �1 �1! et N(M � 
) = p9 = 3La matrice de On la plus proche de  1 2 1�2 �1 �1�1 �1 �2! est  0 1 0�1 0 00 0 �1!.- D.S.13. -


