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On va considérer que le cours nous donne la premiere.

On veut ensuite calculer f(x) al’aide des dérivées en a.

On pose donc x = a + h ou plutdt h = x — a (quantité que le physicien qualifiera de petite et notera méme dx, et
que le mathématicien qualifiera d’accroissement).

n_ ¢(k) n_ ¢(k)
Le terme Z f '(a) K devient Z fo(a)
k=0 k=0

n X
des livres proposent parfois f(x) =} | . / (x —u)" £+ (4).du. Passez de I'une a 'autre ?
k=0

a

p i (x — a)¥. C’est bon.

. . , L (k) . .
Si vous croisez quelqu’un qui utilise Y _, £ k!(”) (x — a)k, discutez avec lui.

Mais ne le laissez pas polluer votre esprit. Sa formule n’est pas judicieuse.

Vous allez étre trop tenté de développer les (x — a)* par la formule du binome, et vous perdrez alors tout l'intérét de la
formule de Taylor.

Quand les termes sont ordonnés suivant les puissances de h, vous les voyez triés : 1 >> h >> h?> >> h3 (pour h
« petit »).

Pour x proche de a, la formule 1 << (x —a) >> (x —a)? >> (x — a)3 est ordonncée.

Mais les termes 1, x, x2, x3 sont tous « grands », et x2 +a.x + 1est « grand » tandis que x2 —2.a.x+ 1est « petit ».
Bref, développer les (x — a)* donne une formule ot plus rien n’est petit...

hn+1 ! n n 5 X n n
/0 (1= )" f0 D (a+ th).dta L[5 (x — w) 0D () du.

Conseil :

I1 faut ensuite passer de

n!
La factorielle est la méme.
Posons ensuite u = a + t.h. Les ‘E)ornes) deviennent a et a + h c’est a dire x.
du x—u)"
Onaalorsdt=—,(1—t)" = ——*—
(1=t i
On a donc i"*! qui s’en va ! C’est la méme.

Complétez _1 ) avec des coefficients entiers sachant que son carré est 11.I; et son déterminant —11.

)= (v n)e

Combien de solutions ?

1+ab 0

- 1
On nomme les coefficients < 0 1+ab

b _111 > et on traduit les exigences : (
1+ab=11

( 1 1 ) < 1 -1 ) ( 1 2 ) < 1 =2 >
o . 10 -1 -10 -1 5 -1 -5 -1
Bon... Trois fois la méme chose. Et solutions

1 10 1 -10 1 5 1 -5

1 -1 -1 -1 2 -1 -2 -1

indication : c’est déterminant.
Trouvez une solution dans M;(C), que vous pourrez chercher sous la forme a.I + b.A.

Q Montrez qu'il n’existe pas de matrice réelle carrée de taille 2 M vérifiant M?> = A (avec A = (

UGN

)

]

Méthode Terminale : on pose quatre coefficients, on écrit quatre équations, on tente de résoudre et comme tout
part en c... on déduit qu’il n’y a pas de solution.
je vous la décommande fortement...

Méthode Prépas : on raisonne par ’absurde et regardant les choses sous le bon angle.
S'il y a une solution M elle vérifie M? = A et donc det(M?) = det(A).
Mais det(M.M) = det(M).det(M). C’est le carre d'un réel. Il est positif. Alors que det(A) vaut —1.

Impossible.




Attention en revanche, si on avait trouve det(A) = 1, on aurait juste pu dire «si il y a une solution, son détermi-
nant vaut 1 ou —1 ». mais rien ne dt qu’il y ait vraiment une solution.

Votre point de vue en tant qu’ingénieur c’est de dire «il n'y a pas de contradiction avec le déterminant, mais il y
en a peut étre une ailleurs...

Dans C, on cherche une matrice de déterminant i. mais c’est un faible indice.
Comme propose, on la cherche sous la forme a.I; 4+ b.A, pourquoi pas... Si ¢ca échoue, on engueulera le colleur
d’avoir propose une fausse piste. Et sinon, on prendre sur soi toute la gloire.
B ( a+b  2b >2 _ < a+b  2b > ( a+b  2b ) _ ( 2 +20b+30°  dab+ 4 )
b a+b b a+b )\ b a+b 2ab+2b* a?+2ab+3.0?
Exigeons a® + 2a.b + 3.b> = 1 et 2.a.b + 2.b*> = 1 si C’est possible...

1
1l « suffit » de prendre b = i.a eta = = avec p? = 2.i — 2 (en gros, avec une notation malpropre : g = ————, et
P 0 p (eng prop V22

tout va bien.
La matrice opposée convient « aussi bien ».

3 _ n\k
sl | Dérivez et simplifiez ¢ =t — ) %.hk. F%)(a + £.h). Calculez ¢(1) et ¢(0) en prenant garde au terme
k=0 :

k=o0.

La formule de Taylor sans intégration par parties, et sans récurrence ! Trop fort.
k=0 k=1 k=2 k=3
/ -t 5. 1-t° 5 3
p(t)= | fla+th) | +(1—t).hf'(a+th) +T.h Sf"(a+th) +T.h S (a+th)
p(1) = | fla+h) +0 +0 +0
h P e

p0)=| fl@) hf'(a) +2 ) 2 )

Ensuite, on dérive les produits par rapport a t ne ’oublions pas
k=0 k=1 k=2 k=3
/ A-t7 5., 1-t° 5 3
p(t)= | f(a+th) +(1—t).hf'(a+ th) +T'h Sf7(a+th) +T.h S (a+th)
—2.(1—t —-3.(1—¢t)
o(1) = h.f'(a+ t.h) —1.h.f'(a+th) +¥.h2.f”(a + t.h) +%.h3.f<3>(a + th)
_ 2 _1\3
+(1 —t).H2 " (a+ t.h) +¥.h3.f(3) (a+th) +¥.h4.f(4>(a + th)
AY) Y
Les termes se simplifient : ¢/(t) = UTt).h‘L. f ) (a + t.h) (vous le voyez mieux ici le décalage % en face
de k"1 f(m+1) (g 4 t.h) 2
1
Quoi qu'il en soit, / @' (t).dt = (1) — ¢(0) donne la formule de Taylor avec reste intégrale.
J0
odo

& Mon corps est a sept éléments” version sur 2 sur 2. On pose donc K = {0,1,2,3,4,5,6} avec 'addition et la
multiplication modulo 7 qui en font un corps.
Montrez qu’il y a 7* matrices carrées de taille 2 a coefficients dans K.

. . . a b\ . . L
Montrez qu’il y a (72 — 1).(7? — 7) matrices carrées ( c d ) inversibles (indication : vecteurs non nuls et non

colinéaires...).

(72 —=1).(72-7)
6

Montrez qu’il y a matrices < Z Z > de déterminant 1.

a. comme disait Blanche Neige

On rappelle les deux tableaux



+[0]717213741576 x[0T112[37415]6
Olo[1]2]3]l4]5]6 Olofololololo]o
1112134560 Tlo[1]2]3]4]5]6
21203 ]al5]6]0]1 . 2lo0l24]6]1]3]s5
3134 5l6]lol112]° [Blolsle6l2|5|1]4
4 als]6lo]1]|2]3 41ola|1l5]2]6]3
5[s5l6|0]1]2]3]4 5lo0ls5]31]6]4]2
6l6lo1]2]3]4a]5 6lol6|5|al3]2]1

Sur le tableau de la multiplication, il conviendra d’effacer premiére ligne et premiére colonne pour retrouver un
groupe (multiplicatif), puisque on a un corps.
On note la mise en valeur des 1 pour bien visualiser que chaque élément a un inverse.

Pour remplir une matrice

d

a
c
0 0\,[6 6 01 1 4 3 6
(0 O)a(6 6)enpassantpar(0 O)et(5 2)et(4 1).
On a 7 choix pour chaque coefficient, d’ot1 7 x 7 x 7 x 7 matrices possibles (rien & apprendre par coeur sur ce type
de question, juste du bon sens).

), il faut choisir quatre coefficients, indépendamment les uns des autres, de

Comment construire une matrice carrée inversible ? Pas en regardant le déterminant, c’est trop compliqué a cause
des cas et sous cas (2 nul ou pas, et ainsi de suite).

Mais une matrice est faite de deux colonnes.

Comment choisir la premiére ? Comme on veut, du moment qu’on ne prend pas le vecteur nul.
On a donc 7 choix pour a et 7 choix pour ¢ mais il faut éliminer le choixa = ¢ = 0.
En fait,ily a 72 vecteurs, dont un seul est le vecteur nul.

Reste a choisir le deuxieme vecteur colonne. Par exemple, partant de ( g : ), comment compléter ?
On met ce qu’on veut, mais pas le vecteur nul. ‘
Mais il faut éviter aussi le vecteur < ; > puisque < ; % > n’est pas inversible. !
Mais il faut aussi éviter ( g 2 > puisque la encore les deux colonnes sont proportionnelles.

2
Et aussi ( 3 9
Sauf que dans (

) me direz vous.

; 8 ) il y a un 9 qui nous fait sortir de I'ensemble.
Certes, mais c’est juste <

3 g > puisque on travaille modulo 7. Et on a bien 2.2 — 3.6 = 0.

. . 2 2.
En fait, il faut éviter tous les ( 3 3k

Aux 72 vecteurs initiaux, il faut en enlever 7.

) (et uniquement eux) avec k pouvant valoir 0,1, 2, 3,4, 5et 6 2

| (7-1 [ x] (72 -7) \
| premier vecteur | | deuxiéme vecteur |

b
d

On a donc finalement matrices inversibles.

. o . a . . . 1
Chaque fois qu’on a une matrice inversible < c ) de déterminant non nul, on en a six nouvelles, en étudiant

a kb
c kd
On a 2016 matrices inversibles qui se répartissent équitablement entre toutes les valeurs de déterminants possibles

avec k valant 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 (cette fois, le déterminant est k.(a.d — b.c)).

1. vous pouvez le voir par « déterminant nul » car 2 x 5 — 5 x 2 = 0, mais je vous recommande de le voir par « parallélogramme plat car
vecteurs colinéaires », vous commencerez alors a faire de la géométrie avec l'algebre... donc des maths et pas juste du calcul
2. avec k = 0, on a bien les cas « seconde colonne nulle »



[det=1] det =2 | det =3 | det =4 | det =75 | det =6 | det=0 ‘
336 \ 336 \ 336 \ 336 \ 336 \ 336 385
matrices inversibles non inversibles

La derniere colonne a été obtenue par soustraction.

[10".x]) ( [10".x] +1
10" 10"
Soit f une application croissante de R dans R vérifiant Vr € Q, f(r) = r. Montrez Vx € R, f(x) = x.

Montrez que pour tout x réel, les deux suites ( ) encadrent x et convergent vers x.

On rappelle : [t] < t < [t] + 1 pour tout réel ¢ (je sais, a droite c’est strict).

On reformule avec une inégalité de plus quine ditriende plus : t —1 <[] <t < [t +1

En particulier : 10".x — 1 < [10".x] < 10".x puis 10%x —1 < [10".4] < 10n.x.
10" 10" 10"

-1 _ [10".x]

<

On adonc x Tor S 1o

Les deux membres tendent vers x quand # tend vers 'infini.

[10".x]
107

<x

Le téhoréme d’encadrement donne donc

[10".x]
10"

converge vers x quand n tend vers +oco.

Et pour ceux qui ne I'auraient pas saisi,

est 'approximation décimale de x par défaut @ 10™" pres.

Prenons en effet un réel x.
On le muliplie par 10" : la vrigule se déplace de n places vers la droite.
Prenons la partie entiere : ce qu'il y avait derriere la virgule s’en va.
Divisions par 10" : la vrigule revient a sa position initiale.
Une fois compris cet enchainement, vous n’avez méme plus besoin d’apprendre la formule par coeur, vous l'avez comprise donc apprise.
Un exemple : x = T = 3,141592653 . . ..
10°.x = 314159,2653.....

[10°.x] = 314159
[10°.]

0 = 3,14159
[10".x]+1 _ n ees . .
Pour (T) ,on a juste 10" de différence. La convergence vers x se fait aussi vite.

Encadrons : [10".x] < 10".x < [10".x] 4 1 et divisions par 10" (positif). On retrouve I'idée de I'approximation par
défaut et de 'approximation par exces.

f vérifie Vr € Q, f(r) = r (donc juste pour les rationnels).

Elle pourrait vérifier f(x) = 0 pour tous les irrationnels x (mais serait difficile a tracer, j'en conviens).
Mais on ajoute que f est croissante.

On se donne un réel x quelconque (rationnel ou non, on s'en moque).
[10".x] [10".x] +1
T 10 )
10" 10™. 1
On passe a f croissante : f (%) <f(x)<f (%) (le mot clef est ici « croissante »).

Mais les deux décimaux sont des rationnels particuliers.
10".x 10".x] +1
On a donc [ 107 ] < f(x) < %
Maintenant, les deux cotés de 1’encadrement convergent vers x. On peut donc passer a la limite (les trois termes ont
une limite, puisque celui du milieu ne dépend pas de n).
On a maintenant x < f(x) < x. Par antisymétrie : f(x) = x.

On encadre :

En fait, sion a f(x) = x pour tout x d’un ensemble dense dans R alors on a f(x)x = pour tout x de R.

Q Sachant deg(P) = 3, P(1) —1 = P/(1) +1 = P”(1) — 6 = PO)(1) + 6 = 0, calculez P(3).
Si vous commencez en écrivant P(X) = a.X> + b.X? + c.X + d, vous étes trés mal parti, sauf si vous adorez les
calculs idiots.

Application directe de la formule de Taylor avec reste intégrale :

h2 h3 h4 1
P(a-+h) = P(a) + h.P(a) + 7 .P"(a) + Z‘P(S) (@) + ; (a —t)>.PW (a4 t.h).dt



Mais le degré de P nous donne P(*) = 0, qu’on regarde en a, en a + h ou en a + t.h.

2 3
Onadonc P(a+h) = P(a) + h.P(—a) + %.P”(a) + %.P(3)(a).
On choisit a = 1 (la ol1 on a les informations) et i = 2 (pour aller assez loi) :
2 23 46 23.(-6)

P(3) = P(1)+2.P'(1) + 27.19"(1) - Z.P<~°>>(1) =1-2P (1) + 5 + =

P(3) vaut 3 eton a en fait P = — X + 6.X? — 10.X + 6 si on y tient.

2 4
1 -1
a, et b, vérifiant A" = a,,.A + by,.Ip (combinaisons de suites géométriques spectrales (3") et ((—2)™)).
no Ak

On pose alors E; = Z R Exprimez E;, comme combinaison linéaire E,;, = a;.A + By.I>.

k=0 ™*
Ecrivez la formule de Taylor avec reste intégrale pour I’exponentielle entre 0 et 3 puis entre 0 et —2 a I'ordre 7.
Montrez que le reste intégrale tend vers 0 quand # tend vers l'infini. Déduisez les limites de a;, et f,; quand n
tend vers l'infini.

Exprimez exp(A) (la limite des E,) comme combinaison linéaire de A et I.

Q& On sedonne A = . Exprimez A% comme combinaison linéaire de A et I,. Donnez les coefficients

Si on a montré une fois pour toutes A2 — Tr(A).A + det(A).I; = 0,5 pour toute matrice carrée de taille 2, c’est vite
réglé.

Sinon,oncalcule:A2:<8 4):<2 4 )+(6 0>:A+6.12.

1 5 1 -1 0 6
] trace : 1 \ déterminant : —6 \
polynome caractéristique X2-X—-6
On diagonalise A : valeur propre 3 valeur propre —2

U o) ()=o) [ 4 )- ()= (5
G

Mais ceci ne répond pas a la formule demandée.

On peut aussi montrer l'existence de deux suites (a,) et (by) vérifiant A" = a,.A + b,.I5.

On initialise (récurrence, oui), avec A = 0.A + 1.1, Al = 1.A+ 0., et A2 = 1.A — 6.L.

On suppose pour un n donné que an et byexistence.

On calcule alors A" = A.A" = A.(ay.A +by.Ip) = a,. A’ + by A = a,.(A — 6.h) + byA. = (ay +by).A — 6.a,.1.
Ceci prouve l'existence de a,,11 et b, 1 en posant a,1 = a, + b, et by, = —6.a,.

Cela dit, ¢a ne va pas nous arranger. On va devoir étudier les suites (a,) et (b,).

On peut par exemple déduire a4 = a,,41 + by 1 = 4,41 — 6.4,.

Si on connait par cceur son cours de Terminale (méme sans le comprendre), on dit que (a,,) est une combinaison
de deux suites géométriques dont les raisons sont les racines de 1'équation caractéristique A> = A — 6. Comme par
hasard, les racines sont 3 et —2. On a donc a,, = a.3" + B.(—2)".

Et par 1a méme b, = —6.(2.3" "1 + B.(=2)""1).

Les conditions initiales donnent a,, = w eth, = w
n_(=2)" 2.3" (=2)"
Onadonc[A” = 3 é ) A+ 3 +§ (=2) .IZJ

On pouvait I’obtenir aussi en écrivant A = B+ C avec B.C = C.B =0et B2 =3.Bet C> = (-2).C.

On somme de 0 a n, apres division par n! :
nogk_ (_2)k 23K 43 (—2) 41 v 0 1 4\ 1
En=) A+ .I, ouaussi E,;, = ( ) . k=0 k! o |- ( ) =
& sl 5.1 k 1 -1 0 yy, 1 -4 )5
Bref, on est confronté a des suites de la forme Y} 7.




La formule de Taylor avec reste intégrale (f = exp, a = 0, 1 = x) donne pour tout réel x :

X = 1 k anrl ! n tx
e :kZOH.x +— ./0(1—t) etr dt

On va montrer que pour —2 et 3 le reste intégrale tend vers 0.

1
Pour 2, on majore e~ %! par 1 (et on minore par 0) : 0 < / (1—8)"e 2tdr < 1.
Jo

(=2)"

Dans le méme temps,

n+1 1 '
' / (1 — t)".e"*.dt tend vers 0.
0

no(_n k
Par soustraction, Z (=2) converge vers e 2.

tend vers 0 (croissances comparées).

Par produit,

= K
Pour 3, on encadre presque de la méme fagon (1 — ¢)" par O etl
3t par 1 et e3
/ )" e~ %! dt par 0 et €
3

— ( —t)e *thtparOetg)—e

Par croissances comparées et encadrement, le reste intégrale tend vers 0.
n 3k
Par soustraction, Z — converge vers ¢°.
k!

k=0
n

Si vous ne voyez plus pourquoi la forme indéterminée — converge vers 0, retenez que la factorielle I'emporte
n!

meéme sur les puissances.
Et regardez, pour n plus grand que 6 :

3" 33333333 3

nl 12345678  (n-1)

S |Ww

3 1
La plupart des termes (en fait a partir de 6) sont plus petits que 5 On a donc

111 11 1 /1\n5
o< 33888 rr=a ()
1237452227722 40

371
Par encadrement, — converge vers 0 quand 7 tend vers l'infini.
n!

En exploitant ce qui précede :

3 ) 3 )
e’ —e 2.’ +3.e 4 1 30 1 4 1
oxpla) - 5 a0 20 .@etexpw:(l _1).<eo S )

Pour toute matrice carrée M de taille 2 sur 2, on définit exp(M Z

Calculez les exponentielles des matrices suivantes :

(o1 )Co1)(o0)(o0)(o3)e ($§>

I’l

On va utiliser a plusieurs reprises que la série de terme général (—') converge et a pour somme ¢“.

11 suffit en effet d’écrire la formule de Taylor avec reste intégrale (ou de Lagrange, tiens) pour l'exponentielle entre
Oeta :

n k) (0 n+1 1
0+a exp () kK, @ / 1 — £)" et gt
e kgf) = .a—l—n!.o( )".et.dt.
a1 1 a1 1 qat1

On distingue, pour a positif : 0< /0 (1—t)"etdt < " '/0 (1—-t)"etdt = (n+1)!.e” et on

utilise les croissances comparées et le théoreme d’encadrement

a1 la|r 41 1 a1
pour a positif : 0 < o '/o (1- t)”.et‘“.dt‘ < i ../0 (1—-t)"dt = CESI et on

utilise encore les croissances comparées et le théoréme d’encadrement
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On a alors exp ( (
1
1

Puis exp ( (

1
0

1

et la formule ( 0
Deplusexp(( 8))2(5

1
0
. 1
De méme exp ( 0 ) (
t, da e

ment traité a part, dans la somm

1
0
. 2 " foo—1"
)_(0 é)avec7—2k'—0+ 2 f—eaussi.

) — ( € (1) ) le termek = 0 devant étre traité a part.
1
0

(1) ) = ( (e) ¢ I 1 ) le termek = 0 devant étre égale-

1 0 R e 0
( 0 3 ) ne pose pas de probleme et donne ( 0 3 )

Montrez que si A est semblable a B, alors exp(A) est semblable a exp(B).

On suppose A diagonalisable, méme si c’est inutile en fait montrez exp(—A) = (exp(A)) -
exprimez det(exp(A)) al’aide de det(A) et Tr(A).

On suppose que B s’écrit P.A.P~1.
On sait alors sans se poser de question que B*s’écrit P.A*.P~! et on factorise :
N npn N n p—1 N n
*,:ZP‘A.,P :P(ZA>P_
=n = ol = n!
On expédie N al'infini : exp(B) = P.exp(A).P~! On reconnait que les deux matrices sont semblables, via la méme
matrice P que pour A et B..

Type de question qu’un MPSI2 traite sans crainte en moins d’une minute (et encore, c’est parce qu’il se sert un café entre
temps).

On écrit alors A = P.D.P~! mais aussi —A = P.(—D).P~.
. « 0 e* 0
On calcule rapidement exp(D) = exp(< 0 B >) = < 0 o )

etexp(D) = ( e’ 9 ) = (exp(D))~ L.
0 ef
I reste a écrire A = P.exp(D).P~! par la question précédente,
puis A7l = P~ H=l(exp(D))"t.P7! = P.exp(D))"lP! =
P.exp(—

D). .
On calcule aussi det(exp(A)) = det(exp(D)) (matrices semblables)
(

)
det(exp(A)) = det ( e(‘)" e% ) =e%.eP
[det(exp( )) = eTr(A)j

Et il reste des éleves pour s'inquiéter « on a dit a l'aide de Tr(A) et det(A). Il manque det(A) ».
Siils y tiennent det(exp(A)) = eT(4) 4-0.det(A) et c’est bon.

Le résultat restera vrai méme pour A non diagonalisable.

Un éleve dit on doit bien avoir exp(A + B) = exp(A).exp(B). Montrez qu'il a tort.

J’ai encore un souvenir de quand j'avais quatre ans de plus que vous.
Je voyageais dans un train pour découvrir un peu la France, j’étais du c6té de Lyon, et voila que montent dans mon compartiment un groupe
de sept jeunes de votre age, dont je comprends trés vite qu’ils étaient en Prépas au lycée du Parc a Lyon.

IIs se mettent a discuter entre eux d"un peu tout. Et d'un coup, 'un d’entre eux (surement un M’ 3) veut se faire mousser devant les autres 4 et
indique qu’il a vu dans des exercices qu’on pouvait calculer des exponentielles de matrice (a 1'époque, ce n’était pas au programme de Prépas).
Et devant deux jeunes camarades plus ou moins émerveillées par son savoir il commence a expliquer la formule. Et un de ses amis renchérit
«etje crois qu’on a exp(A + B) = exp(A).exp(B) ».

3. ce qui est devenu la MP*
4. «autres » avec deux e et deux jolis yeux pour marquer le féminin



Et 13, je n’ai pas pu m’empécher de lever le nez du bouquin de S.F; que j’étais en train de lire et de les interrompre «si elles commutent ».

Et je me suis replongé dans ma lecture, sans méme savoir si je lui avais cassé sa baraque auprés de ses camarades. En fait, si, du coin de I'ceil j’ai
cherché a savoir si j'avais attiré I'attention de la petite brune dans le coin... Et j’ai entendu « il me semblait bien qu’il nous écoutait en souriant
depuis tout a I'heure, celui la.. »

Non mais quand méme c’est vrai quoi ! On a besoin de A.B = B.A pour démontrer exp(A + B) = exp(A).exp(B), il ne faut pas laisser les
jeunes dire n’importe quoi.

Quoique, il y a juste une implication...

En tout cas, c’est tentant d’avoir exp(A + B) = exp(A).exp(B).
Mais ¢a pose probléme avec la multiplication matricielle non commutative.

On devrait quand méme avoir aussi exp(A).exp(B) = exp(A + B) = exp(B+ A) = exp(B).exp(A).
Et des matrices ne commutant pas forcément devraient avoir des exponentielles qui commutent...

1 11
0 ) avs=(5 o)
1
1

(1) > exp(A+B):((e) 611>

Allons chercher dans ce qu’on a déja fait :

A= o) -t
exp(A) = (8 (1)> exp(B):<

exp(A).exp(B) = < 8 i >

Pour le calcul de exp(B) non conduit plus haut, c¢’est rapide : B’=1,, B! =B,B? = 02,2, B3 = 0,2 et ainsi de suite,
exp(B) = I, + B.

A peu pres n’importe quel exemple convenait, mais on n'a guére envie de se re-taper des exp( ( > 4 ) ).

2 -1

& Un résultat dit exp(A + B) = exp(A).exp(B) si A et B sont permutables (c’est & dire A.B = B.A). Démontrez
le sans vous poser de questions sur les interversions de sommes infinies.

Ca, vous le referez en Spé. Mais autant avoir déja vu ce qu'il se passe.
Partons de exp(A).exp(B).
LAl 2 Al.B/
Cest) G L = Ly
i=0 j=0 85}

+co n
Et regardons aussi exp(A + B) = Z %
n=0 '

Comme A et B sont permutables, on peut développer (A + B)"par la formule du bindme : (A + B)" =

n! . e e g P
Z —-.A".B/ (tout & coup, vous comprenez pourquoi il n’était pas judicieux d’utiliser la formule pourtant plus
i+jon ilj!

n . .
classique ) | (7) ALB'TT.

i=0
+00 AzB]
On développe la somme de sommes, et on simplifie les factorielles : exp(A + B) = Z ( Z il )
n=0 "i+j=n "/°

Mais qu’importe cette condition «i + j doit valoir n » dans la mesure ot1 on parcourt tous les n possibles.
On a finalement les mémes termes dans les deux sommes.
Visuellement (eh oui, label Choquet, il va y avoir un truc visuel et un tableau...)

A2 A3 Al
I +A + 2 + 5 + px
A A A
I I A A% Ag A244
.B B B
+B B A.B 5 Z i
+ B2 BZ A.B? A% B? A3 B? A% B?
2 2 2 4 12 48
+ B3 B3 A.B3 AZ.B3 AS.B3 A% B3
6 6 6 12 36 144
+ B* B* A.B* A%.B* A3 B* A% B*
24 24 24 48 T44 576

saurez vous y retrouver (en diagonale) les termes de



I I
A+B A B
(A+B)* AZ 2.A.B B2
2 2 2 2
(A+B) A3 3.A2B 3.A.B2 B3
6 6 6 6 6
(A+B)* At 4.A%B 6.A2.B2 4.A.B3 B!
7 6 22 | ! 24 24
et ainsi de suite

0 1 2.7 0 o
&2Q Onpose : A = < 0 2in > etB = ( 0 —2in ).Calculez exp(A), exp(B) et exp(A + B) (vous n'étes

—+o0
pas obligé de diagonaliser A, vous pouvez calculer ) A¥ /Kt en faisant tres attention au terme d'indice O qui est a part).
k=0
Vérifiez eA*B = ¢4.eP. A-t-on A.B = B.A?
Et Ia, on en vient au truc qui n’est méme pas dans les programmes de Spé. Le cas oit A et B ne commutent pas.
D’ailleurs, dans ce train Lyon-Geneve, j'avais bien interrompu leur conversation par un « si A et B commutent ».
Et pas par un « seulement si A et B commutent ».
D’ailleurs, j'ai ensuite perdu le fil du livre de S.F. (Philip K.Dick, le meilleur !) que je lisais. Je réfléchissais a deux choses : la petite brune
dans le coin allait elle continuer aussi jusqu’a Geneéve et avait elle été éblouie par mon savoir de normalien. Et existe-t-il des cas oii on a
exp(A + B) = exp(A).exp(B) sans pour autant avoir A.B = B.A.
La réponse je ne I'ai eue que plusieurs années plus tard >, dans un livre de Pavel Halmds. Avec le contre-exemple donné ici, et des explica-
tions qui me permettent de faire un bon exercice de colles de seconde année (en ne donnant pas tout dés le début).

A notre niveau, on calcule (dans un tableau, mon vice serait-il communicatif ?)

(01 o (10 w_ (0 a7t B
a=(oa) | #=(0¥)]  2-(5s"w) v =(o & )
o =217 récurrence
(a0 n [ At 0 o
B_(O—zx> B—<0 (—zx)”> exp(B —( a>
B x 1 0 v ol anfl o e —1
A+B<O O) (A+B)° =1 (A+B) < 0 0 ) exp(A+B) = (0 4
récurrence

On ne semble pas avoir e/.e? = ¢A+B,
Sauf qu’on a choisi ici @ = 2.i.7t (ce que je ne donnais pas en colle en seconde année).

Il reste donc e* = 1 (trigonométrie complexe).

Etje vous le rejoue :| exp(A) = ( (1) (1) > =1, | exp(B) = ( (1) (1) ) =D | exp(A+B)=1

Si ¢a ce n’est pas « trop fort », a en faire hurler de joie un Maxou en 2020 ou un Juan ou un Théophile en 2021, un Antoine ou un Balthazar
en 2022, un Alexandre ou un Sami !

DT
& Ayant appris qu’avec la formule de Taylor appliquée au logarithme entre 1 et 2, on obtenait que ) N
k=1
converge vers In(2), un éleve écrit sans se méfier
1—1+1—1+1—1—|—1—1—|—1— ! —|— 1 - 1 —l— LI + LI I uis mélange en
273 475767778 9 W0 N B B WM B Te P .
1—2)—Z= Z_Z)_Z )= Z_ ) - = Z_ )=
( 2) 4+<3 6) 8+(5 10) 12+<7 14) 16+<9 18)
Qu’obtient il ?

Traité dans le cours et par un Tableau Vert Python.

On a les mémes termes (en quantité infinie) dans la seconde somme que dans la premiere.
Mais la seconde somme est deux fois plus petite.

Preuve que la famille n’est pas sommable.

On dira que la série converge, mais ne converge pas en valeur absolue.

5. pas pour la jeune fille brune, elle est descendue i Bourg en Bresse, et maintenant, ce doit étre une femme de cinquante ans, un peu
moins brune, sans doute toujours jolie
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2.n
Q Résolvez Z k> 10°.

k=n+1
2.n n?
Résolvez2. Y} k> >15.) k.
k=n k=0
2.n
Z k > 10° est la somme des termes d’une suite arithmétique.
k=n+1
2n+n+1
Il'y a n termes, et la moyenne des extrémes vaut %
2.n 2.n n
. e B _2n(2n+1) n(n+1)
Si vous préférez : k,z k= Z k— Z k= 5 -
=n+1 k=0 k=0
2.n n n n
Sinon j'ai aussi .-kiz k=Y (p4m =Y p+ Y= @ o
=n+1 r=1 p=1 r=1

.(3. 1
M > 10° soit encore 3.1n2 +n — 2.10° > 0.

On trouve deux racines de signe opposé. Par cohérence, on va demander d’étre plus grand que la racine positive

-1+ v1+24.10°
5 .

On résout donc

nz

Il faut et suffit que n dépasse 258, poussieres. Onn’y peut rien : | S = [259, +oo[

2.258 2.259
Vérification pythonienne : Yy k=99975¢t ) k=100751.
k=258 k=259

Pour "exercice suivant, on utilise encore Ies formules du cours :

2.n > 2 (,,2
2n.(2n+1)\2 n.(n+1)\2 n*.(n*+1)
2. KB>15Y ke (22" 2 (————~) >15.—— "~/
F o5 Eren (BB g (L) 45 07

4

On note qu’on a des polynomes de degré 4 de chaque coté. Mais les termes en n* se simplifient.

Tous calculs faits : 9.1% — 6.n% > 0.

C’est vrai des le rang 1 ! Trop fort.

ollo '

_ ] .
onpese 1< 2, 7 N
» 1+ sin(x) L
etf—XIHm.

Déterminez () pour 1 de 0 a 3. o . : L
Justifiez que le graphe de f est celui indi-| . | = | | ﬁ ﬁ . ;
qué ci contre (y compris limite et dérivée| , ///J? e X
INO) en _71'/2)- K B K 0% i 175
En tant que composée, f est de classe C* et on peut commencer le travail, en écrivant plutot f(x) = (1 +
sin(x)).cos ™! (x).

/ /
o u'.v—uv —
A la premiere étape, la formule en est d'usage légitime :
2

fex cos(x).cos(x) + sin(x).(1 + sin(x) On simplifie déja en| £ = 1+ sin
cos?(x) ' cos?

Jel'ai écrit ici a I’étage des fonctions. Et un correcteur sanctionnera partiellement une réponse comme
= 1+ sin(x)
cos(x)
On l'écrit (1 +s).c~2 et on redérive en (0 +c).c 2 + (1 +5).(=2).(—s).c>.
?+25.(1+s)
3

qui mélange les étages.

On réduit au dénominateur commun :
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(145)2
3

(1+s5)2
c.(1=5).(1+5s)

On reformule f” = x +—— On notera qu’on peut aussi écrire f” = x et méme

c R . IR
f = ﬁ meme si ¢a n’a aucun intérét.
—S

Comme on a lu la suite de 1’énoncé, on se dit qu'une forme avec « seulement du sinus en haut » est la plus

simple. On remplace donc chaque c? par 1 — s%.

2.(1
e2(1%s) |
C

On redérive :f(3) =X +— (1+ S)%M‘

A
2 2
On réduit au dénominateur commun : f®) = x — c2(1+5) ;: (1+5) '3'5.
1+ sin(x)).(sin? 3.si 2
On remplace les cos? par 1 — sin® et on trouve &(3) =x+— (1 +sin(x)) (sin Eﬁéi;_ sin(x) + ﬂ
cos

2.(1+s)lc.c®—3.(—s).c(1+5)?
(c%)?
Et surtout, ils doivent couper 'envie au correcteur de simplifier, comparer a la réponse simple attendue.

Ceux qui en sont a des choses en doivent étre largués.

On simplifie et on synthétise dans un tableau :

| 9% | f() | fPe) | £ (x) |
1+ sin(x) (1+sin(x)) (1 +sin(x))? (1 + sin(x)).(sin?(x) + 3.sin(x) +2)
cos?(x) cos?(x) cos3(x) cos*(x)

Le rapport du jury ne parle pas de tableau, mais avouez que pour le lecteur/correcteur, ce n’est pas mal.
Attention, pas de conclusion trop hative a partir des deux premiéres dérivées.

Rapport du jury :les candidats gagneraient a simplifier progressivement leurs calculs. La suite du sujet permettait d’orienter
vers une suppression des cos(x).

La dérivée de f est positive. f est donc croissante.
Quand x tend vers 71/2, le numérateur tend vers 2 et le dénominateur vers 0, la fraction tend vers 'infini.

En 0, on a la valeur de la fonction et de sa dérivée.

En —7t/2, on a une forme indéterminée, car numérateur et dénominateur tendent vers 0.
1 — cos(h)

U T . -
On pose «naturellement » : x = -5 +h:f (h - E) = “sin(h) (trigonométrie)
on peut réagir en physicien : je connais mes développements limités
K2
1- (1 - +o(h2))
LS 2 _h
f(h-3) = i =3 tol

on identifie un prolongement par continuité par la valeur 0

et on a la demi tangente de coefficient directeur 3

on peut réagir en matheux : je connais ma trigonométrie :

. h
f(h— E) _ 1—cos(h) _ 2.sin” (E) — tan (ﬁ)

2 sin(h) . (h h 2
2.sin (E) .Cos (§>
on peut prolonger par la valeur 0

h
et on a méme I'équivalent f(h - g) ~h-0 5
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on peut réagir en éléve astucieux : je pense a I’arc moitié

Lo 2
) = TIrE 1P (14t
o1 —2  1-£2  (1-t).(1+1)

1+t;

avec t = tan (E)

f(x):w:”ta‘“@:tan(n+x)
= 1—tan (g) 4 2

la fonction se prolonge en —7 sans effort et se dérive méme
1 TooXx
/ —— 2(2Z 4 =
fl(x) = 2.<1+tan (4 + 2))

C’est une question de cours que j’ai ajoutée personnellement par rapport au sujet initial de seconde année.

Quand j’ai posé le probleme en 2020, les réponse sur le fait que c’était le bon graphe étaient bien trop laconiques.
En gros, on me disait « beh oui, elle est croissante ». mais rien sur son asymptote verticale, sur sa valeur en —“pi/2,
sur l’existence de tangentes.

Bref, pour vous un graphe c’est trois points bien placés sur le dessin (approche rapide)

ou douze points bien placés (approché débilitante des tableaux de valeurs de seconde)

ou quatre cent points bien placés (approche numpy de la physique).

Non, c’est des tangentes, des asymptotes, bref, des résultats fins.

P, (sin(x))

I~1) | Montrez qu’il existe une suite (P,) de polyndmes vérifiant Vi € N, Vx € I, f(")(x) = Tcos(@)) ™1

On a I'existence des premiers polynomes : Py = 1+ X, P = (1+ X)?, P, = (1+ X)?...

P (si
On suppose, pour un 7 quelconque donné, que P, existe vérifiant Vx, f")(x) = ”(i:r_ll((xx)))
cos
On redérive pour montrer que P, existe, en le construisant :
vx, fORHD) (x) = cos(x).P(sin(x)) —(n+1).(— sin(x)).
cos"t1(x) cos"t2(x)
On réduit au dénominateur commun :

+ Py (sin(x)).

_ cos?(x).P! (sin(x)) + (n +1).P,(sin(x)).sin(x)
cos"2(x)

Vx, f(n+1) (x>

. On remplace :
(1 —sin?(x)).P!(sin(x)) + (n + 1).P,(sin(x)). sin(x)

Vx, f(n+1)(x) = cos™2(x)

On définit alors (P, 11 = (1 +1).X.Py(X) + (1 - X?).P}
II existe.
Et c’est un polynoéme.

Et il vérifie Vx, f"1)(x) =

Pyt (sin(x))
cos"t2(x)

L'essentiel de la récurrence est 'EXISTENCE. Et pas forcément la formule. Chaque chose en son temps.
Déja, les variables. Et ensuite, on met en route l'autre partie du cerveau : le c6té physicien qui calcule.
Et ce n’est pas une insulte. C’est juste ’ordre des priorités de vos raisonnements.

Cela dit, la formule encadrée permet de les calculer de proche en proche. Et si on est en devoir a la maison, on a le
temps de vérifier la cohérence de P, P, et Ps.

Rapport du jury : Confusion fréquente entre P(sin(x)) et P X sin(x).
On remarque une maladresse & passer des polynomes en sin(x) a des polyndmes en X.

Laformule P, 1 = (n+1).X.P,(X) + (1 — X?).P,(X) que 'on a écrite pour prouver I'existence des P, au sein d"une
récurrence va servir maintenant pour des récurrences.

Py est le polyndéme 1 + X, de degré 1, unitaire a coefficients positifs.

Pareil pour P;.
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I~2) ‘ Montrez que pour tout 1, P, est unitaire, de degré n, a coefficients dans IN.

Supposons pour un n donné que P, est unitaire de degré n a coefficients entiers positifs.

Alors (n+1).X.P,(X) + (1 — X?).P,(X) est une somme de polyndmes a coefficients entiers. C’est un polyndme a
coefficients entiers.

Mais unitaire ? Et coefficients positifs ? Il y a quand méme un 1 — X? qui introduit un signe moins.

n—1 n
On écrit P, = X" + Z ak.Xk ouméme P, = Z ak.Xk aveca, = 1.
k=0 k=0

n—1
On calcule P, = n.X" ' + Y k. X!
k=0

n—1
—X2P) = —n.X" = V" kg XFH
k=0

n—1
(n+1).XPy(X) = (n+1).X" + Y (n +1).a,.X""!
k=0

n—1 n—1 n—1
Onsomme : Py 1 (X) = (n+1).X" + Y (n + 1) X 4+ 0. X" 1+ ¥ kg X1 = n X" — Y kg XEFL
k=0 k=0 k=0
Déja le terme en X" ! est le terme de plus haut degré
a pour coefficient (n + 1) — n ce qui fait 1.
Le nouveau polyndme est unitaire.
Le coefficient de X**1 est ensuite (1 + 1).ax — k.a; issu des sommes « naturelles »

n—1
(k — 2).a;_, issue de la somme décalée Z k. X5 (k > 2)
k=0
Cette somme est positive. Chaque coefficient de P, 1(X) est positif ou nul.
Rapport du jury : Tres peu de justifications que les coefficients sont positifs ou nuls, ce qui demandait un calcul explicite
des coefficients.

Ah oui, combien d’éleves ne lisent pas la question en entier, se contentent de « c’est un polyndéme » quand il est
demandé « polyndme a coefficients entiers ».

On dirait que vous étes resté au college ot1 on vous méche le travail « polyndme, puis polynéme a coefficients
entiers, puis polyndme a coefficients entiers positifs ».

1~3) | Montrez : pour tout x : 2.f'(x) = 1+ (f(x))?.

La relation 2.f'(x) = 1+ (f(x))? est un cadeau. Il suffit de calculer... Mais elle est 1a pour préparer la suite.

n
I~4) | Pour tout 1, on pose a,, = f(") (0) = P,(0). Montrez : 2.a1 = (g)? + 1 et 2,41 = Z <Z) Kl
k=0

L (n
On pourra démontrer pour tout couple de fonctions (1, v) : (1.0)") = ) ( k> 10 50 (ou I'utiliser
k=0
directement si il a été vu en cours), puis 'appliquer a u et v bien choisies.

On l'applique en 0 : 2.f'(0) = 1+ (f(0))2. Et avec nos notations, c’est 2.a; = 1+ (s)? ! justement !

Maintenant, comme on sait que f est de classe C®, on peut dériver n fois la relation 2.f'(x) = 1+ (f(x))? vraie en
tout point.

n
La formule de Leibniz donne 2.(f')(") =0+ ) (Z) f®) f=k) (3 'étage des fonctions).
k=0

n est dans IN* pour que la dérivation de 1 donne 0.
n

On applique en 0 :2.f’(”+1)(0) = Z (Z) -f<k) (0)~f(n_k) (0).
k=0

) <Z> Dty

k=0
2

Et avec nos notations, c’est| a1 = (on sait que ce sera quand méme un entier car P, est a coef-

ficients dans IN).
Rapport du jury : Il n’est pas vrai que toute assertion dépendant d’un entier se démontre par récurrence ! Il est important
de parler ici de formule de Leibniz, sans quoi il n’est pas clair du tout pour le lecteur de deviner la méthode employée.
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La, ce nest pas moi qui le dis. Mais presque une fois par semaine, c’est moi qui le dis.

1~5) | Ecrivez un script Python qui prend N en entrée et calcule les a, pour 7 de 0 a N.

Pour calculer des termes consécutifs, c’est la formule ci dessus qui va servir. On va créer une liste qu’on va allonger
peu a peu, en créant le nouveau terme comme somme.

def Coeff(n) :
..L = [1, 1] #les deux premiers
....for n in range(l, N) : #il n’en faut que N-1 pour en avoir N+1 au total
........ S=0
........ for k in range(n+1) : #la somme de 0 & n inclus
............ S += binomial(n,k) *L [k] *L [n-k]
........ L.append(S//2) #on sait qu’il est pair
....return(L)

Et on aura crée une procédure pour calculer les coefficients binomiaux :
def Binomial(m, k) :

... if k==

........ return(1)
....return((n-k+1)*binomial (n,k)//k)

Et voici les premieéres valeurs

[1,1,1, 2,5 16, 61, 272, 1385, 7936, 50521, 353792,
2702765, 22368256, 199360981, 1903757312]

En fait le mieux serait de les construire pas a pas dans la somme, plutot que de tout reprendre a chaque fois.

def Coeff(n) :
..L = [1, 1] #les deux premiers
....for n in range(l, N) : #il n’en faut que N-1 pour en avoir N+1 au total
........ S, bin = 0, 1 #la somme et le binomial
........ for k in range(n+1) : #la somme de 0 & n inclus
............ S += binx*L[k]*L[n-k]
............ bin = bin*(n-k)//(k+1) #actualisation du coefficient binomial
........ L.append(S//2) #on sait qu’il est pair
....return(L)

C’est moi qui ai ajouté cette question Python... Le sujet (filiere P.C.) n'osait pas en demander. Je trouve cela
dommage.

N
11~0) | Montrez pour tout n et tout xde I NIR™ : ) %.xn < f(x) (indication : Taylor).
n=0 """

N
o . . R .
Dans ) n—:’ A" < f(x), le premier membre ressemble vraiment a un développement de Taylor entre 0 et x.
n=0 """
est de classe suffisante pour écrire
p

n (k)
fo+x =y 0

k=0

xn+1 1 n gln
o Xk - /0 (1—6)"f ) (t.x).dt

xn+1

On comprend qu'il suffit de montrer que le reste intégrale

1
: / (1 —8)". 1) (£.x).dt est positif.
n+1 0

Comme x est positif, le terme I’est aussi.

n!
Py (sin(t.x))
(cos(t.x))nt1

. . ips T o N . . .
En effet, sin(t.x) et sin(t.x) sont positifs car t.x est entre 0 et 5 Et le polyndéme P, ;1 est a coefficients positifs

Ensuite, dans l'intégrale, (1 — t)"est positif, et est positif.

(question en fin de partie précédente).
La combinaison P, ;1 (sin(t.x)) est positive.

Rapport du jury : Beaucoup d’erreurs dans la formule de Taylor avec reste intégrale. certains utilisent la positivité de f (1)
invoquant le fait que P, est a coefficients strictement positifs, méme s’ils ont négligé ce point auparavant.
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II~1)| Déduisez que pour tout x de { b [ a série de terme général 7%.x" converge vers une somme qu’on
&n .
nl”

notera g(x) (c’est a dire g(x) = Z

N
Rappel : on appelle série de terme général a,la suite (Ay) défnie par Ay = ) _ a,.
n=0
o
La série de terme général n—r‘l.x” est croissante.
’ Nty P
En effet, quand on calcule la différence de deux sommes partielles Z — — Z —.x", il reste _NHL N+
— 't (N+1)!

qui est positif comme on 'a dit dans la positivité du reste dans la formule de Taylor

N
o
La suite ( Z n—?.x”) N est croissante, majorée (le majorant f(x) ne dépend pas de N, c’est bon).
n=0 """
Elle converge.

La grande naiveté serait de dire «elle converge vers f(x) juste parce que c’est le majorant proposé. Mais il est
peut étre trop large !

Une suite majorée par 4 ne converge pas forcément vers 4, elle peut converger vers e ou 7 ou n’importe quoi
encore.

Bon, certes, ici, on montrera que c’est encore vers le majorant trouvé dans I'énoncé que la série va converger...

—+o0

II~2)| On admettra que l'on peut (sous des conditions ici validées) dériver x — Z %.x" comme une
n=0 """

limite de sommes (alors qu’il s’agit d'une limite de sommes) et permuter les sommes doubles (familles

sommables). Montrez 2.¢'(x) = 1+ (g(x))>.

+
«
On dérive formellement : ¢'(x) = Z kl‘( k¥ (en ne commencant qu’au terme d’indice 1 puisque le terme

constant a une dérivée nulle).

+0o
On décale les indices et simplifie la factorielle :2.¢'(x) = 2

k=0
O X T
i) (L 5)

—— x"YJ en écrivant une double somme

2-“n+1 n
— X
n!

—+o00
On développe ensuite le carré : g(x).g(x) = ( )
i=0

RN () LI s
=L j! "‘"“1'(z'+])'

Py i+
(g(x))2=Y (l —i']) 'wi'“j'(iij)! en voyant le binomial

i + ] x"

Z ( Z j) ) en regroupant par exposant
n i+j=n :

c’est ce qu’on appelle le « produit de Cauchy »

en forcant la main

n
On reconnait alors la formule qui calcule de proche en proche les &; : (g(x))? = sznH.X—'

n

I1~3) ‘ Déduisez Vx € I, f(x) = g(x).

f et g sont définies au moins sur le méme domaine,

vérifient la méme équation différentielle 2.y’ = 1+ (y?)

vérifient la méme condition initiale

elles sont donc égales dira le physicien, et méme le mathématicien qui dispose du théoreme de Cauchy-Lipschitz
sur 'existence et unicité des solutions d’équations différentielles.

Rapport du jury : Oubli fréquent : «la méme condition initiale ».

Mais en fait, il y a une solution propre, niveau Sup.
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On définit F = x — Arctan(f(x) et G = x — Arctan(g(x)).

f'(x) 8'(x)

fpion o T r_
On les dérive : F' = x — 15 (F(x)2 etG' =x+— 15 (@)
La coincidence des équations différentielles donne F' — G’ = 0.

On integre de 0 a x : F(x) — G(x) = F(0) — G(0) (mille fois plus propre et rigoureux que F(x) — G(x) = C* qui
n’a de sens qu’en amphi de physique).

Or, F(0) = G(0), donc pour tout x, F(x) = G(x) (mille fois plus judicieux que de dire « et ensuite je détermine la
constante en 0).

II~0) ‘ Montrez que la seule application a la fois paire et impaire est x — 0.

Prenons une fonction ¢ a la fois paire et impaire. On traduit : Vx, f(x) = f(—x)
v, F(-x) = —f(x)

On met bout a bout : Vx, f(x) = —f(x).

On arrange : Vx, 2.f(x) = 0.

L’'application f est nulle.

Et bien stir, la fonction nulle est a la fois paire et impaire.

’ Les fonctions constantes sont paires, mais seule la constante nulle est aussi impaire.

[II~1) | Déduisez, par analyse et synthése, que pour toute application ¢ de I dans R il existe un unique couple
(p, i) avec p paire et i impaire vérifiant ¢ = p + 1.
Précisez qui sont p et i dans les cas ¢ = x — 3.x* + 5.3 + 4.2 +2.x — 1

p=x+—¢e"

¢ = x — cos(x — @p) pour ¢ fixé
Pour prouver qu’une application quelconque ¢se décompose en somme « paire plus impaire », on va raisonner
par analyse et synthese. L'analyse nous permettra de dire «si il y a une décomposition, ce ne peut étre que » et la
partie synthese dira « oui, et c’est bien une décomposition ».

¢(x) + o(=x)

Dong, je triche et je vous donne tout de suite la décomposition : ¢ = (x — 5

) ~9l=)y

On confirme : cette somme donne bien ¢.

)+ (x —

I'application (X — M) est bien paire : (P(*X) Jrg)(f(fx)) _ (P(x) +2¢(*X)
]’app]jcation (x — M) est bien impaire . CP(—X) _f(_(_x)) _ ()b(x) _24)(—}()

Maintenant, I’analyse, parce que sinon, vous allez me dire « mais comment on pouvait deviner ¢a ? ».
facile. Supposons que p et i existent vérifiant ¢ = p +i.
On aalors ¢(x) = p(x) +i(x)
§(—x) = p(—x) +i(—x)
$(—x) = p(x) — i(x) par parité et imparité
( ) (P(X) + (P(—X)
5 .

On combine premiere et derniére ligne, et on trouve p(x) =

Cette étape d’analyse prouve 1'unicité de la décomposition (si elle existe, on n’a pas le choix)
et nous soulffle & I’oreille laquelle proposer et vérifier.

Mais a quoi servait la question « la seule application a la fois paire et impaire est ’'application nulle » ?

A faire une question « de cours ».

A permettre devoir l'unicité par ce biais :si f admet deux décompositions ¢ = p; + i1 et ¢ = py + ip, alors on a
p2—p1=1i1— 2.
Cette différence est donc a la fois paire (c’est p, — p1) et impaire (c’est i1 — ip).
Elle est donc nulle.
Etonadoncp; = ppetiy =1ip.

Mon énoncé demandait des décompositions, il suffisait de les proposer :

] fonction \ paire \ \ impaire |
g3.x% +5.2° +4.x% +2.x — 1 =3xt +4x7 -1 + 5.0 +2.x
e~ = ch(x) + sh(x)
cos(x — ¢p) = cos(¢p). cos(x) + sin(¢op). sin(x)

et vérifier... (synthese)
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+00 +o0
: X2 n4+1 2141 o
II~2) | Montrez aussi : tan(x) = X
) (%) n;) (2n+1)! cos ;
, 1+ sin(x) sin(x ock N3
@) tré : =
namontré : f(x) = cos(x Z

On décompose alors f en « pa1re+1mpa1re » sous chacune des deux formes.

1+ sin(x) +Z°:° %k
cos(x) =k
1 sin(x) ok Kk
—.X + X
cos(x) cos(x) kpZuir k! P l.mzpmr k!
1 «
paire ol ) (22h73|.x2'”
cos n)!
Par unicité de la décomposition, on peut identifier : =
impaire | tan(x) = ZA 2n+1
— (2.n+1)!
o
Mais au fait, qu’est ce qui dit que x — Z ( 227'1”) T 21 ot x Z (gznn) ' .X>™ sont bien les parties paire et impaire
— (2.n)! ~ (2.n)!

de f?
Est ce juste parce que les exposants sont respectivement pairs et impairs ?

C’est tentant. ; et sinon, Z 0(2,,,) (=x)*"=Y" A2n_ 2
° n

(2.n)!"
ot 2 X3, n+1 X2 n41

(x> = = ; 2un+ 1)

Rapport du jury : Idéalement, il faudralt justifier pourquoi la partie paire/impaire d’une fonction développable en
série entiere est donnée par la somme des termes pairs/impairs de son développement. On pouvait d’ailleurs calculer
f(x) £ f(—x) et simplifier pour obtenir les formes attendues.

II~3)

2.n+1

Pour tout entier naturel 7, exprimez tan(") (0) en fonction des réels (Dék) keN-

a
On peut ensuite identifier tan(x) =) | Zntl 20t ot 16

— (2n+1)!"
et Ay = ap 41 Si k impair de la forme 2.1 + 1.

On identifie avec la formule de Taylor (ou on dérive plein de fois et on calcule en 0) : tan*)(0)
Pour k pair, tan®) (0) = 0

Pour k impair (de la forme 2.1 4 1) : tan®)(0) = tan@"*+1)(0) = ap,,, .

Rapport du jury : Le taux d’échec a cette question a été une grande surprise pour les correcteurs. Les candidats font preuve
d’une grande maladresse pour interpréter la formule qu’ils viennent de démontrer et oublient qu’on ne leur demande qu’une
valeur en 0. De nombreuses confusions d’indice, le méme entier étant appelé indifféremment # ou 2n + 1 dans la méme
égalité.

écrire méme tan(x Z T xF avec Ay = 0si k pair

= A

2.n

[I1~4) 2k—1

) 02 k—1-%2.n—2 k+1-

n
Exprimez tan’ & I'aide de tan. Déduisez Vn € N*, ap 411 = E <
k=0

La formule tan’ = 1 + tan?.
On lui applique la formule de Leibniz : tan>"*1) = 0 + Z

Y

(2 n) tan)(0). tan>"~7) (0).
=0\ J

Ne restent que les termes d’indice impair dans le membre de droite (les dérivées d’indices pairs de la fonction sont
nulles en 0) :

( ) tan() . tan (21,
j

On l'applique en 0 : tan>"*+1)(0) =

n
tan(Z.n-H) (0> _ 2 ( 2.n ) ) tan(2.k—1) (0) tan(2.n—2.k+l) (0)
E\2k-1

C’est la formule souhaitée.
Rapport du jury : Ici il est important d’expliquer ce que l'on fait, calculer ne suffit pas. Un raisonnement expéditif « par
analogie avec Q5 » n’était certes pas suffisant, mais il était bienvenu d’alléger les calculs en expliquant la similarité avec ceux

de Q5.
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Q A est une matrice carrée de taille 2 de trace 7 et de déterminant 10. Montrez alors : A2 = 7.A — 10.1,.
Onpose B=A—2.IetC = A —5.I,. Montrez : B.C = C.B et exprimez B?> comme multiple de B et C?> comme
multiple de C.

Exprimez A comme combinaison de B et C.

Une bonne fois pour toutes : A2 — Tr(A).A + det(A).I = 0p,. C'est toujours vrai.
a b
c d

(a b) a*+b.c b.(a+d) :(a—i-d).(? Z)—(a.d—b.c).(é (1))

c d
c.(a+d) b.c +d?
C’est la formule de Hamilton et Cayley. Et elle admet une généralisation en taille # sur 1, mais évidemment avec
n termes, et c’est le polyndme caractéristique qui revient.

On développe B.C = (A —2.I)).(A —5.)) = A2 —=2.A —5.A + 10.I; = 05 et de méme C.B = 0,,.
B et C sont permutables mais en plus, les produits seront nuls.

BZ = AZ —4.A + 4.1, car A et I, commutent.
B2 = (7.A—10.;) —4.A+4.I
B2=3A-6.I

B2 =3B

De méme C2 = A2 —10.A + 25.1,
C?= (7.A—10.I) — 10.A + 25.1,
C?2=-3A+151

C?=(-3).C
B C
B | 3B | 022
C | 02 | =3.C
. . . R 5B-2.C
On combine ensuite B = A — 2.1 avec C = A — 5., pour arrivera A = —3

-2
On peut appliquer la formule du binéme car B et C sont permutables (de méme que E.B et —.C).

3
On obtient a priori n + 1 termes : A" = i (n) . (§.B>nik, (;2.C>nik.

= \k)\3 3
5 \n —2 \n
Mais il n’en reste que deux car B.C et C.B donnent la matrice nulle : A" = (§B) + <?C) (k=0etk =n).
De plus, en mettant en boucle B2 = 3.B, on obtient B" = 3"~1.B. Et de méme C" = (—3)”_1.C.
n 21’[
Il reste cette fois A" = S—.B + —.C.

Et de fait, c’est encore la diagonalisation de A présentée d"une autre fagon...

n
Démontrez par récurrence : [ | K.kl = (n!)"*! pour tout n.
k=1

Et sans récurrence ?

n
On note P, la propriété | | Kkt = (n)"L,
k=1
On initialise avec Py : d"un coté un produit vide et de 'autre (0!)! : il y a égalité.
Et méme avec Py : d"un coté le produit vaut juste 1 et de I'autre (1!)% n’en est pas loin non plus.

n
Supposons, pour un entier n donné, qu’on a bien H Kkl = (n)" L
k=1
On passe au rang 1 4 1 dans le membre de gauche, puisque c’est lui le plus compliqué :

n+1 n+1
[T K k= ( T1 kk.k!).(n + 1)L (0 + 1)
k=1 k=1

n+l
On remplace par hypothese derang n : | | K<kt = ((n!)”“) (n+1)" L (n+1)!
k=1
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On fait entrer (n + 1)"*! dans la grande parentheése :

n+1

[T+ k=
k=1

n+1

(0.0n4 1)t 1= (4 100)" n 1)

n+1+1
et on retrouve bien ((n +1) !) :

Sinon, je vous laisse réfléchir a I'explication ci dessous

5

5

4

4

4

3

3

2

3

2

2

2

2

N QI H~{ U1

1

1

1

1

1

N QI HN U

= N QI W= U

= N QI W= U1

NI QI W= U
=N QI W U
NS QI S U

NN HN O

n
1a, c’est | | k! en colonnes et 13, finalement (n!)"*1

n
etla H K en lignes
k=1

k=1 —
L e . ,
a est une suite arithmétique vérifiant Z ay = 374. Pouvez vous retrouver la raison ? Et le premier terme ?
k=0

20
Et si j’ajoute Z ap =13447
k=0
Non. On peut prendre une suite de premier terme 34 et de raison 0.
de premier terme 33 et de raison 1
11.(10
21.a9 +—20221 N

Cette fois, on le résout : [le premier terme vaut 4 et la raison 6}

0150 '

Pour ce qui est de =1 =1+ 1, si on et en facteur, ce ne peut étre que 3 ou —3.
Mais si on le lit €1 + €, + €3 avec chaque ¢; dans {—1, 1}, il peut valoir —3, —1, 1 ou 3.

+ 1011 & 374

En notant a¢ le premier terme et r la raison, on a un systéme 1344

& +1+1+1estilégala £3?
De toutes les matrices de taille 2 a coefficients &1, lesquelles ont le déterminant le plus grand ?

Sinon, on regarde le déterminant de < ii ii ) en notation malpropre. C’est €1.e5 — €3.64 avec des notations
propres.

Il ne peut dépasser 2, atteint pour _11 } , i _11 , :} _11 et _11 :} ‘

Il ne peut dépasser —2, atteint pour 1 jl , ‘ 31 :1 , _11 1 ’ et ’ :} _11 ‘

Etil vaut 0 pour } i , } :} , :} } ’ :} :} ’ 711 711 ’ El _11 ’ _11 711 et _11 _11

Et en taille 3 ? Je vous la repose bientot...

w Montrez que toute matrice carrée de taille 2 ayant pour trace 1 et pour déterminant 1 a pour puissance sixiéme
b.
La formule de Cayley-Hamilton dit pour une matrice de taille 2 : M? = Tr(M).M — det(M).I,.
Sous nos hypotheses : M?> = M — I, (Cayley)
M? = M? — M (on multiplie par M)
M?® = (M —I) — M = —I, (on remplace)
M3 = (—L)? = I, (sans redescendre jusqu’aux coefficients)

\

On veut utiliser

2
Ml—x:l—%—%.
Sur quel intervalle peut on se pla-

cer pour qu’elle soit correcte a 10~* ,
pres ? — -




L'erreur estalordre 3 : f(1—x) = f(1) — x.f'(1) + %,f”(l) - %/

On dérive et calcule : f®) =t +—s

2

3
8.(1+x)5/2

3 1

0

Dans lintégrale f®) (1 — t.x) est facile a majorer pour x négatif.
Pour x positif, il faut éviter d’aller trop pres de 0 sous la racine.
Mais si on impose de toutes facons a x d’étre plus petit que 10! en valeur absolue, ca va aller.

3

(1—1)2F®) (1 - t.x).dt.

X . - N 4
Et ensuite, - Sera encore un peu trop grand si on a pour objectif « majoration par 107" ».

20

& ou ©? Calculez la limite (étonnante ?) de

n

k=1

In(1+h) =) ...4+...avech=1).

quand 7 tend vers l'infini (mot clef :

En notation « fractionnaire » :

efe.y/efee... 2" e e.e3.e5.e7.e9 ...

Fedefe e Ve e Aol

x
=
Qo=

es.el ...
On passe tout a un seul exposant, avec des signes moins pour le dénominateur.

edfesfefefe.. e

e

Ve. e

1_1 1

1,1 1
I3 +s+etmm—2-1—" 2

Et que fait cet exposant ? C’est la série harmonique alternée. Elle converge vers In(2)
(écrire la formule de Taylor avec reste intégrale In(1 + 1) et regarder le reste tendre vers 0 quand n tend vers l'in-

fini).

La limite donne e™(?). Et ca, c’est 2 ! et je peux méme écrire « et ca c’est 2! »

n
Q?Onposeanzz L

1
et b, = a, + 3.3 Pour tout n. Montrez qu’elles forment un couple de suites

= (k—1)2.k2
adjacentes.
On se donne 7 et on calcule .
Byat — by = @ysq — an + 1 L 1 1 1 —8.n —8.n—3<0

3.n+1)3 3.8

212 Bt 1) 3 A1)

suite décroissante

majoration

suite croissante

i
b, —ay ?20
Tyt = CES L
by —ay

tend vers 0

Les deux suites vont donc converger, vers la méme limite.
Mais qui est cette limite ? Ce n’est heureusement pas la question (c’est {(3) et on n’en sait gueére plus).

QO Montrez que (2.\/_— i L) et (2.\/71—1— -Y —
i=1 vk

21

=

) sont adjac

entes.

n
On pose A, =2./n — ZiketBn =2/n+1- Z —
k=1

LA |
=3

Il est évident que Bnmaj:)re Ay
Les autres calculs sont plus lourds, mais pas tant que ¢a :

(Ie

1
vn+1
An+1 — Ay

Je suis stir que 13, certains trouvent jolie la transformation de

jolie.

Apor — Ay =2/n+1—2./n—

n+l-—n 1

2

1

vn+1

est ce qu'il reste apres simplification des sommes. On conjugue :

2

=2 — = —
Vin+l+yn Vn+1l n+l+yn Vn+1+vn+1

2

1
e
vn+1

n .
vn+l+vn+1

Elle est évidente, mais
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Sous cette forme, A, 1 — Ay est positif, puisque le second dénominateur est plus grand que le premier.

Pour B, on fait de méme : B, 1 — By, = 2./n+2—-2/n+1-— et le travail est du méme type. (B,) est

1
vn+1

décroissante.

Evidemment aussi, la différence B, — A,tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini, encore et toujours en écrivant
1
ViTl- i ——
vVn+14+/n
Remarque | Le programme de mathématiques de premiere année a cet avantage d’étre fait de jolies idées, de petits outils comme la
conjugaison. Plus évidemment des définitions.
En Spé, vous aurez d’avantage de théorémes.

L&' A est une partie de R non vide majorée. Complétez ce qui manque dans ce raisonnement.
On pose M = Sup(A) ety = Inf(A).

Onax—y<M-—pu.

Notons & un majorant de x — y. Alors pour tout y, on a

pour toutx : x < a+ydonc M < & +y. Etdonc pour touty : M —a < y.

On déduit : M — a < pu.

Finalement Sup{x —y | (x, y) € A>} = M — u.

A est une partie de R non vide majorée.
Elle admet donc une borne supérieure qu’on note M : M = Sup(A).

On suppose aussi A minorée. Elle a alors une borne inférieure : y = Inf(A).
On va alors montrer que {x — v | (x, y) € A’} = M — u admet pour borne supérieure M — y.

Qui sont ces {x —y | (x, y) € A%} : ce sont les distances entre points de A. Et on cherche la plus grande distance.
Me permettrez vous de I'appeler « diametre de A » ?

Pour tout x et tout y de A, on a déja x < M (majorant) puis # < y.
On passe a 'opposé dans la seconde et on somme : x —y < M — p.

Déja, le diametre ne peut pas dépasser M—, ce qui est assez logique par l'inclusion mA\subset [\mu,\ M] (non ! qui
d’entre vous a transformé en A = [y, M), estimant que tout ensemble est un segment ?).

Onax—y<M-—pu.

I faut montrer que M — u est non seulement un majorant de notre ensemble de différences, mais méme « son plus
petit majorant ». On va utiliser ici ’approche « tous les autres majorants sont plus grands que M — p.

Notons « un majorant de x — y. Alors pour tout y et tout x, onax —y < adoncx < a +y.
Gardons y fixé pour l'instant. Et insistons sur le Vx.

Le réel « 4 y majore tous les x de A. C’est un majorant de A.

Par définition du plus petit majorant : M < a + v.

On fait passer a de l'autre c6té : M —a < y.
Le réel M — a est un minorant de A.
Par définition du plus grand minorant : M — a < p.

Oui, si partant de « M — a < y » vous passez d « je fais tendre y vers la borne inférieure y et j'obtient M — o < y »,
alors vous avez aussi tout compris.
En revanche, si partant de « M — x < y » vous passez a « je prends y égal a la borne inférieure y et j'obtient M — x < p »,
alors vous n’avez pas compris qu’une borne inférieure n’est pas forcément atteinte. Erreur classique, mais on est MP bordel,
pas en licence de physique !

On rétablit : M — u < a.
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Le réel M — p est un majorant de {x —y | (x, y) € A%}, plus petit que les autres majorants.
C’est lui la borne supérieure.

W&' & Bintou se

isiro n! =40526. ..481280000000000000 (o0 nilo pupo ti akoko lati ko) ati (n +
1)! =2350561...914240000000000000. O ni lati wa nomba naa n? Salaye. C’est du yorouba (langue du Nigeria,
Bénin, Togo, Cote d'Ivoire...). ]'espére que vous comprenez qu’on vous demande de retrouver n a partir de n! et
(n+1)L.

Combien de 0 dans I'écriture de n! ? C’est un bon indice.

n! a 13 chiffres 0 au bout. Et (1 + 1)! en a autant.

On n’a donc multiplié ni par 5 ni par un de ses multiples.

n + 1 n’est pas multiple de 5.

Pour avoir 13 zéros au bout : 55 < n < 60.

On rappelle en effet :
1123|456 .[10 .. |16 |..]20]| .. [2 | .. |30 |..|35]|..|40]. |45 | ..|50 | ..|5b55
1 +1 +1 +1 +2 +1 +1 +1 +1 +2 +1

Comment choisir ?

Regardons le « chiffre des unités », u plutodt le chiffre apres les 0.

Dans n! c’est un 8.

Et quand on multiplie par # 4 1 ¢a devient un 4.

C’est a dire que si on multiplie 8 par le chiffre des unités de n 4- 1 on doit obtenir 4.
Le chiffre des unités de n + 1 est donc un 8.

On a retrouvé : [n =57etn+1= 58j

Et avec T'aide de Python :
57! = 40526919504877216755680601905432322134980384796226602145184481280000000000000
puis 58! = 2350561331282878571829474910515074683828862318181142924420699914240000000000000.

57 x 20 x 3¢ =

523

29 x 3" x5 = 235
Q Trouvez le réel a sachant { 37 x 5! x 2¢ 352
57 x 20 x 3¢ 523
20 % 3" x5 = 235
Le systeme ¢ 37 x 5% x 2¢ 352 | peut avoir l'air étrange. Mais si on pense a passer au logarithme, il devient

trés simple (et le passage au logarithme est une équivalence) :

In(2).a +1In(3).b +In(5).c = In(235) In(2) In(3) In(5) a In(235)
In(3).a +In(5).b +In(2).c = In(352) |etméme [ In(3) In(5) In(2) |.[ b | =| In(352) |.
{ In(5).a +1In(2).b +In(3).c = In(523) ( In(5) In(2) In(3) ) ( c ) ( In(523) )
In(235) In(3) In(5)
In(352) In(5) In(2)
La matrice est inversible. On déduit la valeur de a (unique) : a = h;fé?) r11r(1?(j) 1r11r(15(>:))))
In(3) In(5) In(2)
In(5) In(2) In(3)

L’application numérique est une horreur :

a =

—1In(5)2.1n(532) — In(2).1n(3).1n(235) — In(2).1n(3).1n(352) + In(2).In(3).1n(532) + In(2).In(5).1n(235) + In(3).In(5). In(352)
2

—In(5)3 —In(2)2.1In(3) + In(2)2.1n(5) + In(3)2.In(5) — In(2).In(3)2 + In(2).1n(3).1n(5)

Et aucune formule intelligente ne simplifie In(a). In(b) (hormis In(a™(?)) mais je n’en vois pas l'intérét.

C’était juste une question sur les systemes et les formules de Cramer une fois qu’on passait au logarithme.
Le pire est de répondre qu’il n’y a pas de solution, en croyant qu'’il faut aller chercher des solutions seulement dans IN3, en factorisant

235 = 5.47 par exemple.
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Bintou vient de faire une partie de puissance 4 ou morpion contre Aissata qui
s’est conclue par un nul. Il n’y a aucun alignement de quatre croix ni de quatre
cercles, que ce soit en ligne, colonne ou diagonale. Version Bintou : Retrouvez
le contenu des cases qui manquent. Combien de solutions ?

Version LPT. : une matrice de taille 5 sur 5 contient des 0 et des &, il faut
vérifier qu’il n'y a aucun alignement de quatre pions.

Q==|Q

Q| ==

Sl

Au moins une des case se déduit tout de suite pour qu’il n'y ait pas d’alignement de trois O

X101 x|O0]x X1O01x]O0]x
xlx| [O XX O
x| 1a X IX]
X0 0 Mais alors, pour éviter un alignement de | X o la | O
(@) (@) trois croix, une nouvelle case est forcée. 0 ¢
X1O 1 x]0O ] x
X1 Xx[O0]0 [ xs
Et le jeu se poursuit avec le méme argument a chaque fois, jusqu’a Os X X0 | X4 O
X110 | x2]0:1]0
O | Og (@)

Les indices indiquent 1’ordre de remplissage.

I reste deux cases, qu’on remplit comme on veut du moment qu’il n’y a pas deux (. Sauf qu’il n’y a pas non plus
de X dans la derniére a cause d’une diagonale. Finalement, il ne reste qu’un choix| x [ O |

On peut compter les x et les O afin de savoir qui a commencé et terminé.

La version ITC ne sera pas traitée ici.

1/5
Calculez / Arctan(3. tan(x)).dx (on change de variable ?).
0

L'existence ne pose pas de probleme, Arctan(x) ne passe pas sur la valeur % (pourquoi % mais parce que 3.% = g

et 13, la tangente « explose »).

T 1 1 1
En effet, pour qu’il mette le pied sur —, il aurait fallu atteindre — et ici on s’arréte en — égal &3 ——.
p q p 6 /3 5 g VGG
2.t
12 +t
On développe ensuite tan(3.60) = _T avec des notations naturelles.
1———t
1—¢2
Iei. tout imolifie » ot Vintéeral t/l/Z 33t 0t (et si i 3 —3.t
« » A . . .
ci, tout se « simplifie » et I'intégrale vau . 321 et si ¢ca vous rappelle 1302 _; »vous

avez raison).
On décompose en éléments simples en commengant par une « partie entiere » (c’est a dire un polyndme) :

t ’ 8
342 -1 342 -1 3.42-1

£33t ¢ 4 4

312—1 3 3.(3t++3) 3.(3.t—3)

t
il ne fallait pas oublier le 3 qui correspond d’ailleurs au comportement vers +oco (équivalent).

4 In(1 — 3.t%) et on trouve [ 1 4. 11’1(22/25)}

12
On integre en 5

9 150 9

w Q Une suite u est définie par 3(a, B) € (RT)?, Vn € N, up,y 1 = a.(uy)P.
Exprimez u, al’aide de ug, «, B et n (c’est O mais ¢a peut étre long quand méme).

On peut calculer les premiers.
Mais en fait, la suite In(u,) est celle qui nous intéresse. On la note a, et elle vérifie a, 1 = B.a, + In(a).
Elle est presque géométrique de raison p.

In(a)
1=

On cherche le point fixe : x = p.x +In(x) : x =

=
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On pose alors b, = a, — llnfoc;.
On reporte : b1 = a1 — %
In(a
byt1 = B.ay +In(a) — T E;
In(a

bn+1 ] ‘B,an—i-ﬁlﬁf);

bn—i—l = ,B~bn |
Elle est géométrique de raison p : b, = p".by = p". <a0 — 1n£aﬁ)3>'

In(a) In(a)
1 —/5> 1 p

P i
On revient a u, :[un = (ug)P") . 1—ﬁ]

Onreporte :a, = ,B”.<a0

L’exposant B" sur ug était facile a deviner. Celui sur « était plus long a mettre en place. Cala dit, on voyait venir la
somme de termes en pF.

On donne deux noms aux premiers termes en haut. On complete par le premier triangle jaune (premiere image).
On complete avec trois autres triangles (en jaune plus clair). On obtient la valeur de la cellule vert clair.

Mais alors le triangle rose (image du milieu) impose une équation : (11 —a—b)+ (a+4)+(a—3) =14 :a—b = 2.
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On continue jusqu’en bas. Les deux derniers triangles (roses) imposent deux valeurs a la cellule vert clair de la
derniere image :5+b = 3 + 4. On1'a déja.
Mais il nous reste des contraintes : ce sont des entiers, et ils sont tous différents.

On a donc par exemple a — 3 > 0 et 14 — 2.4 > 0 (avant derniere ligne, cellules de droite et du milieu).
avaut 4 ou 5 ou 6. Et par la méme, b vaut 2 ou 3 ou 4.

Mais b + 7 ne doit pas dépasser 9. Il ne reste que s = 4 et b = 2.
Mais la solution a = 5 et b = 7 donne une case négative en haut au milieu.

La solution passe donc par 4 et 6 :

0Dy Py S g D
Dol DTl Tl
NS e X

Approche de Tristan ® : la piéce centrale en haut est 5
Ce ne peut pas étre 9 car pour 11 il ne reste que 1 + 1
ni8car9+8>15

) . niZ7car7+8=15..
Et ensuite, ca vient assez vite.

Sinon, il y avait aussi une approche « algebre linéaire » intuitive.

On a neuf disques a remplir : 9 inconnues.

On a neuf triangles a border : 9 équations.

Il est tentant de dire qu’il y aura une unique solution (systéme de Cramer 9 sur 9).

Sauf si il dégénere. Et ici, on I'a vu dégénérer quand on a trouvé deux fois 'équation a — b = 2.
On va donc avoir une inconnue qui va passer d’inconnue a « parametre ».

Mais ensuite, on avait des contraintes sur « solutions entiéres et positives, et ¢a change tout ».

Personnellement, je trouve que c’est au travers de tels exercices qu’on percoit la notion de dimensions dans les systémes
linéaires.

Ah oui, apres il y a trois sommes et produits.

n
Z 2k 3"k est une somme de série géométrique de raison 2/3.
k=0
En effet, on passe de 2k.3"~ 3 2k+1 3"=k=1 en multipliant par 2 et en divisant par 3.
Le premier terme est pour k = 0 : 20.3".
Le premier terme a venir est k = n + 1 : 2" F1.377n-1,

n on+1
— 5=
2

3

6. MPSI2 promo premiere vague Covid, spécialiste des exos étranges, parti a Decour en MP puis a 'ESILV

La formule donne directement (et je ne calcule pas le nombre de termes, je m’en contrefiche).
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On simplifie en 3”1 — 2"*1 (assez compact et prévisible).

n n n n n n
Y 2k3(n—K) =6.Y k(n—k) =6} nk—Y k) =6m) k-6 K
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Le cours donne 6,n'”.(n2+ 1) .n.(n + 1)6.(2.n +1) .

On simplifie en n.(n?> — 1) ;joli quand méme.

[Tv2k- \/ﬁ2~k= \/(ﬁz)-(ﬁk) N TN

k=1 k=1

et on n’a guére mieux...

L—ioz&’ ‘ Q On donne A(1,1), B(2,4) et C(5,3). Placez D sur la droite (BC) pour que (ABD) ait pour aire 2.

Comme D est sur (BC), on a det(ﬁ, BTfS) = 0. On résout :i 31 =0.
On trouve x + 3.y = 14.
Et si on est en MPSI2, on propose x + 3.y = 14. C’est une équation de droite.
Elle passe par B et par C (24 3.4 = 14 et 5+ 3.3 = 14). C’est donc elle.
On veut ensuite det(z@, zﬁ) = 4. On veut donc cette fois 3 ; - } ’ =4.

7 21
On a l'intersection de deux droites. On résout et on trouve (g, €> .

13 19
Mais il y a aussi det(@, ﬁ) = —4 car les aires sont algébriques. La solution est cette fois (;, g) .

X
L&' Primitives d’ordre n. Pour f continue et n entier de IN*, on définit F, = x — /0 f(£).(x — t)""L.dt. déterminez
F.(0) et F{(x).
Montrez : F; = 3.F; (indication : développer par la formule du bindme, utiliser la linéarité, dériver, regrouper dans I'autre sens par
la formule du binome). Montrez méme Fl, = (n — 1).F,_;. Déterminez (F,)" a I'aide de f. Calculez (F,)®)(0) pour
toutkdeOan—1.
e Un éleve propose une autre approche. Il note ¢ une primitive de f et en intégrant par parties, il calcule F, a

X
l'aide de x — / ¢(t).(x — t)"~2.dt. Faites le. Recommencez. Que trouvez vous ?
0

e Un autre éléve propose une autre approche encore : il dit qu’il note i une application vérifiant (") = f (obtenue
quitte a “primitiver” n fois de suite, en choisissant bien ses constantes d'intégration), puis qu’il écrit la formule de Taylor avec
reste intégrale pour ¢ entre 0 et x. faites le. Que trouvez vous ?

Mettez les d’accord.

& Un éleve encore plus fou se dit qu’il doit étre possible de définir des primitives d’ordre 1/2 (il a suivi notre T.D.
sur (1/2)!). Faites comme lui. Déterminez la primitive d’ordre 1/2 d"une application constante.
Déterminez la primitive d’ordre 1/2 (essayez x — x.Arcsin(1/x) pour voir).

J’ai un autre exercice, mais c’est en fait le méme :
fla+4h)—4.f(a+3.h)+6.f(a+2.h) —4.f(a+h)+ f(a)

Déterminez la limite quand / tend vers 0 de i quand
h tend vers O (ot f est une application de classe 4 (pour pouvoir écrire des formules de Taylor et les écraser en simples développements
limités)).
Généralisez.

On va utiliser les développements limités. On rappelle qu’on les connait par la formule de Taylor :

2 3 4
flath) = f@) +hf@)+ 5@+ O+ %.f(‘*) (a) + reste



reste = e
" /l(l—t)4f(5)(a+th) dt
24 /o . ).
h* x (truc borné)
S
Suivant votre niveau d’étude ou votre facon de parler, vous écrirez : ho' 81%)
13 x (truc de limite nulle)
h.0(1)
h3.e(h) avec e(h) —,_0 0
o(h3)
On remplace h par 2.h, 3.h et 4.h :
fla+ah) = f(a) +4hf(a) +1602.L00  4eapd L0 yosept LU0 Lot
—4fa+3h) = —4f(a) —12hf(a) —3612L0 1083 L0 st SO ot
+6.fla+2h) = +6.f(a) +12hf'(a) +24h2. L0 1ag 3 00 g pt FUW 4oy
—4f(a+h) = -Af(a) —4hf(a) -4l g f0@ g 0@ g
+f(a) = +f(a)
TOTAL = @) +o(h*)

C’est génial, ca marche.

Je vous laisse compléter par exemple :
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fla+3h) = fa)  43hf(a) +or2 L8 o7 0@ Lo
3f(a+2h) = —3f(a) —6hfl(a) —..ml0 P I0@ s
_ / 2 ["(a) 3 f¥(a) 3
+3.f(a+1.h) +3.f(a) +...hf(a) +... . n2 0 L 3 L0 o3
—f(a) = —f(a)
TOTAL = +o(h3)
Et méme au rang 2.
W Trouveza, b, ¢, d et e (sisi |) pour avoir
24 =% 4 b - 4 d + % Calculez ) 1
(X—1).(X—-2).(X-3)(X-4 X—-1 X-2 ' X-3 ' X-4 X-5 i (1;)
24 —4 12 12 4 0

= +

+

X-D.(X-2.X-3)(X—4 X-1'X-2 X-3'X-4 X5

(beh oui quand méme, e est nul !).

On les trouve par la méthode des poles, ou en réduisant au dénominateur commun et en identifiant.

. 1 .
On somme, on télescope et il reste dans )~ ——— quelques termes, dont un lot qui tend vers 0 quand 7 tend vers

4<k<n k
4

I'infini.
L. 1 4
Il reste que la somme de la série Z —— vaut ~
ik <k> 3
Proprement le télescopage donne : Z LI é — 4 + 8 — é Sans récurrence évidemment
P pag ; T3 n—2"u-1 n '

Ah oui, Z est une somme avec une infinité de termes. C’est la limite quand N tend vers +co de Z .

4<k

4<k<N

L&' On pose f = x — In(cos(x)). Calculez f*) (0) pour k de 0 a 4.

Donnez le développement limité de f en 0 a l'ordre 4.

est inférieure ou égale a 10~ 1.

Montrez que si on remplace f par son développement d’ordre 4 en 0 pour x entre —7t/4 etrt/4 ,1’erreur commise
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L » [ 0o [ 1 | 2| 3 | 4 | 5
£ (x) | In(cos(x)) _Czlsrzi’)‘) —1—tan?(x) | —2.tan(x).(1+tan2(x)) = —2.t — 2.8 | (=2—6.£2).(1+2) | —(16.t +40.82 + 24.65)
£®(0) 0 0 -1 0 -2

Le développement limité d’ordre 4 en 0 ne contient que peu de termes non nuls :

FO+1) = £(0) + h.f'(0) + 2.£7(0) + £ FB)(0) + B2 FH(0) + reste = —% — % + reste
Suivant votre humeur ou l'exigence du correcteur, le reste est

5 51
o(h*) quand h tend vers 0 | O(h°) quand h tend vers 0 | dominé par %.Mg; 2—4 (1—0)*fO) (t.h).dt
0

Le dernier explique que j’aie pris la peine de calculer plus haut ().
L’avant dernier vient d"une majoration du dernier :

Wt 4 £(5) m|]°> 4| £(5) m|]> ! 4 LI
—. — . .h). < —. — . h)ldt < ——. — . At = ——. =
24/0(1 i (th)dt]\ 5 /0(1 DO ()]t < 5 /0(1 M.t = 5 - Ms.

Notre travail va donc étre de majorer la dérivée cinquieme sur l'intervalle [—7t/4, 7w/4].
Mais on a —(16.t 4 40.£3 + 24.t°) avec t = tan(x)
La tangente reste entre —1 et 1 quand x reste entre —7t/4 et 71/4. Cette dérivée se majore donc en valeur absolue

par 24 + 40 + 16.
h®
Le reste intégrale est donc majoré par |170.80.
4
Mais (g) est de I’odre de 0, 3 (honte a moi : calculatrice).

Ceci premet de majorer I'erreur commisecomme promis.

X X X
L&' O? Soit f continue de R dans R. Comparez / (/ f(u).du) dt et / v.f(v).dv.
0 \Ji 0

Comme F est continue, elle admet des primitives. On en prend une qu’on appelle F, caractérisée par deux choses

b
F=f et/a f(t).dt = F(b) — F(a) pour tout couple (a, b).

X X X
On calcule alors la premiere double intégrale : / (F(x) —F(t)).dt = / F(x).dt — / F(t).dt.
0 0 0

le premier terme vaut x.F(x). Le second peut étre intégré par parties, puisque tout est dérivable a dérivée continue
LE@) [ = [ |

’ 1 ‘ A ‘x t ‘ t=x X X
Onaalors/o F(t).dt = [t.F(t)L:O —/0' tF().dt = x.F(x) —/0 LF(E).dt.

X
Surprise : le terme x.F(x) est présent deux fois, mais avec des signes opposés : / (F(x) — F(t)).dt =0 — ( —
J0

/x EF(E).dE).

0 >X X

Parlezde/ t.f(t).dtoude/ t.f(t).dt c’est pareil.
0 0

Un exercice qui aurait pu figurer dans le cours, tant il utilise de maniere directe des résultats du cours.
De plus, il montre qu’au lie de chercher une « primitive de primitive » en intégrant deux fois (premier membre), il suffit
d’une seule intégrale. Pratique.

Ca sert en résistance des matériaux par exemple.
Sinon, la formule de Taylor avec reste intégrale est cachée la dedans mine de rien...
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o (3 =o(3) etbu=o(3)) = (mn+u=o0(1))
. (an=0(%) etbn:0<%>>:> an+bn—0<%))
22| Ve o s (n = 0() cttn =o(3)) = (s +bu=0(3))

-4 - (an:O(lz> etbnzo(%))
-5- (an:O<
-6- (an =o(n?)eth, = o(n)) = (‘g—: =o(n

Rappel :a, = o(en) signifie i—ntend vers 0 quand n tend vers +co.
n
En particulier, a, = o(1) signifie que a,tend vers 0.
1
ay = 0 (u_) siginife que « méme n.a,tend vers 0, et donc a plus forte
n

raison, a,tend vers 0 ».

. An 2
a, = O(e,) signifie o est bornée.
n

- (0= o(i) ettn =o(3) = (s +tu =o(3))

VRAI

an + by 4y + by
1/n  1/n  1/n

o (s =0(3) etbu =0(3)) = (an + b =0(3))

VRAI

tend vers 0.

b b
En effet anl_/._n L= 1[1/—"” + 1/—"” est la somme d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle (donc bornée).

s (s =0Gk) et = (1)) = (mn + 1 = o(3))

VRAI

an+by,  ay by 1 ay b,
En effet /n —1/71—1—1/”—;1/”2—%1/—”.

On dira aussi que tout O (%) est un o (%) (les bor;ne

(o =0(&) et = o(1]) = (s =o(3)

VRAI

1
tendent vers 0 plus vite que e

ay.by ap, by

En effet, dans U = T/ 1/n

porte.

oo =02 =e(3]] = (vt =0(2)
VRAI

Si le terme est un o(cy,) (le quotient tend vers 0), alors c’est a fortiori un O(c,) (le quotient est borné).

On peut écrire 0(c,) = O(cy). Ouméme o(c,) C O(cy). On évitera o(c,) = O(cy) car « une seul sens d’implication
est vrai ».

-6- (an =o(n?)etb, = o(n)) = (Z—: = 0(n)>
FAUX
Par (contre)-exemple a, = b, = v/n. On abien /n = o(n?) et \/n = o(n)’. Et le quotient Z—" vaut 1.

n

on a un terme borné et un terme de limite nulle. C’est « limite nulle » qui I'em-

Et on peut faire encore pire avec des choses sans limite a la fin.

oo4o . .o a . A a , a
L&' a, = o(ey) signifie e_n tend vers 0 quand n tend vers +oo. La relation « étre un petit o de «est elle réflexive,

n
symétrique, antisymétrique, transitive sur I'ensemble des suites réelles strictement positives ?

- . . a .
Comment pourrait on avoir —tend vers 0 sachant que ce quotient vaut 1.

an
On se donne la suite 4, = 1 pour tout 1 et on a un contre-exemple.

7. on note au passage que l'égalité utilisée ici n’est pas transitive... étonnant, un peu comme ces « +C* » avec la constante C qui peut
changer de ligne en ligne
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11 fallait VRAIMENT donner un contre-exemple ?

a b
Symétrique |Si b—” tend vers 0, alors a—ntendvers I'infini et nullement vers 0.
n

n
Contre-exemple : 1 = 0(n), mais onn’a pas n = 0(1) quand n tend vers ‘linfini.

an

by

| Anti-symétrique |On se donne deux suites (a,,) et (b,). On suppose qu’on a a la fois et 2—2 qui tendent vers 0.

C’est impossible (leur produit vaut 1 et il devrait tendre vers 02).
Mais so I'hypothese est fausse, alors I'mplication est vraie (que (a,) soit ou on égale a (by,).
On a donc bien (a, = o(by) et by, = 0(an)) = (Vn, a, = by).

On se donne trois suites strictement positives (a,), (b,) et (cx).

a a

On suppose que — et — tendent vers 0.
n n

Leur produit tend aussi vers 0.

Et c’est la définition de a, = o(cy).

L&' Dans cette famille, tous les enfants (Prof, Atchoum, Dormeur, Marius, Grincheux, Timide et Joyeux) sont nés un 7 juillet
(07/07, oui). Le jour de l’anniversaire, chacun a un gateau avec autant de bougies que son age. Tiens, il y a cinq
ans, il y avait autant de gateux, mais deux fois moins de bougies que cette année. Alors, combien de bougies ?

Et maintenant, cette histoire de nains tous nés un 7 juillet.

6 6
Iy a cinq ans, il fallait ) | a; bougies. Et cette année, il en faut ) _ (a; + 5).
k=0 k=0
On nous dit donc : ] ]
2(ﬂk+5) =2. Zak
k=0 k=0
6
soit ) ar =7 x 5.1y adonc 70 bougies cette année.
k=0

ax b) dont les deux points fixes soient 2 et 3 ?

LM QO Existe-t-il une homographie (application de la forme x —s cxrd

Et si on ajoute valant 4 en 1?
Et si on ajoute plutdt « tend vers 5 en 4-00” ?
Et si on ajoute plt6t « tendant vers +coen 5?

2.a-+b 3.a+b
La condition est juste % =2et 3.‘; j: 7=
Ce systeme d’inconnues 4, b, c et d a des solutions.
Par exemple x — 5x —6
P x+0°

Dans la suite de 1’exercice, on anjoute des conditions.

L&' On définit f = t — (#* + 1).e~'. Donnez l'intervalle le plus grand possible sur lequel f est croissante et
convexe.

Méme question avec décroissante et convexe.

Méme question avec décroissante ou convexe.

Il s’agit d’étudier le signe de f’ (monotonie) et de f” (convexité).
On dérive dongc, et plutot deux fois qu'une.

] \ valeur | dusignede | positive sur \
f(x) (1+x%).e " 1+ x? R
f(x) —(xZ2—-1)%e (—x2—1) rien
f7(x) | (X —4x+3)e ™ [ (x—1).(x—=3) | | — oo, 1] et [3, +oo
décroissante et convexe —o00, 1] et[3, +o0
décroissante ou convexe partout

Attention, on ne dit pas convexe sur | — oo, 2] U [3, +oo].
Can’a pas de sens. la convexité (la croissance aussi) ne se définit que sur un intervalle a la fois.
Prenez cette habitude...
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0380 a b
On pose 0 < ag < by et pour tout 11, on pose b, 11 = L —; " et Ayl = \/An-by 1.

Montrez qu’elles convergent vers la méme limite A.

b 1+d
On pose d;, = a—n. Prouvez d,, 11 = —; iy
n
Montrez : b, = a,.ch(27".a) et 2".a,.sh(27".) = ag.sh(«) pour tout n (« est une mesure que vous préciserez).

(bo)2 (ap)?

Déduisez A = et (by — an) ~n—+oo ag.a.sh(a).27".

Par récurrence évidente, non traitée ici, les suites sont strictement positives.
On montre ensuite a, < by, pour tout n.
C’est initialisé, et ensuite on suppose a, < b, a un rang n quelconque donné, puis on calcule

byy1—a
bn+l —an41 = \/bn.bn-H - \/ﬂn.bn—H = \/bn+1-(\/bn+1 Vi ﬂn) =/ bn_;,_l.ﬁ
n+1 Vhn

en enchainant comme a chaque fois de petites idées simples.
a, + by _antay
2 2

Enfin, b, 1 —a, = et on utilise I'hypothése de rang n.

. L s e, ap—Db
Maintenant qu’on a cette inégalité pour tout 7, on calcule by, 1 — by, et on le trouve négatif (c’est — 5 ).

On calcule aussi 4,1 — 4, ou méme aa puisque tout est positif.
n
Les suites vérifientag < a1 < ... <ay < a1 Kby <by <. < by < by
ce ne sont pas encore des suites adjacentes, car il n’est pas ev1dent que b, — a, tend vers 0.
Mais on passe par un chemin tout aussi simple : (a,) est croissante majorée par by. Elle converge, on note sa limite
Q.
(by) est décroissante minorée par (ag), elle converge vers une limite B.
an + by

En passant a la limite dans b, = 5

, on trouve & = .

Les deux suites sont la méme limite.

byt 1 1 an + by 1 by
dpyy = o1 = ot b =/5(1++-+
e Ans1  \/an.b a1 2.ay 2 ( ﬂn)

Ici, pas de récurrence, c’est un calcul direct.

On calcule

Les formules b, = a,.ch(27".«) et 2".a,.sh(27".x) = ag.sh(a) se démontrent par récurrence. En posant & =
Argch(bg/ag).

Dans la formule 2".a,,.sh(27".0) = ag.sh(a), on a une forme indéterminée avec 2".sh(27".«). Mais si on 'écrit

T _

a.Sh(% ) M Elle tend vers ch(0)
27" t—0

égalal.

,on a une limite de la forme

avec t qui tend vers 0. On I’écrit

On leve I'indétermination et on fait tendre n vers l'infini : A.a = ag.sh(«). On isole, et on remplace sh(a) en fonc-
tion de th(w).

L&' Q Sur quel(s) intervalle(s) t — (1 — 2).¢! est elle convexe ?

I suffit d’étudier le signe de sa dérivée seconde : t — (1 — t2).e!
t—s (1 —1t>—2.t).e
t—s (—t? —4t—1).¢
On demande donc 2 + 4.t +1 < 0.

On trouve [[2 —3, 2+ \@]]

Alors pourquoi ce pluriel ? I n’y a qu'un intervalle, non ?

Non. Par exemple [—2, —1] convient aussi. Puisque [-2, —1] C [2 — /3, 2 ++/3].
En fait, la réponse est « tout intervalle inclus dans [2 — V3, 2+ \6}
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Q© Calculez ces sommes multiples pour 7 donné Ap = Z 1 B, = Z ij | Cu= Zgg@ Max(i, j)

o<j<i<n ' i+j=n

Si vous n’avez pas confiance, écrivez un script Python qui prend en entrée n et les calcule.

A= Y1

o<j<i<n !

Cy = ZO<1<n Max(z )

o<j<n
Cn = Yo<icj<n Max(i, j) + Lo<i=j<n Max(i, j) + Yogjci<n Max(i, j)
Cn = 2. Yo<icjcn Max(i, j) + Lo<izjcn 1
Cn = 2. Yocicjcn] + Lito'
Cu =250 Ko 14 205
]
C, =2 27 ()] + n(n+1)

[Cn _n(n+ 1).(4.n +5)}

6

2 3
-o o X X
“ O Montrez pour tout x réel :e* > 1+x+ — + —.

3 tht

2 6
x donné, on écrit la formule de Taylor avec reste intégrale pour ’exponentielle a ’ordre 3 entre O et x :
3 (k) 4 41
0+x _ exp (O> Kk, X 3 4 _
e _kE)T-x +§. A (1—1) .exp( )(t.x).dt 1+x+?+f+7

Le reste intégrale est positif (exposant pair). On a la minoration.

C’est le méme modele que e* > 1+x.
On aurait pi aussi, masochistement, définit f = x — e* —1—x — — — —.

L’application f (4) est I'exponentielle, ositive.
£©) est donc croissante, et elle est nulle en 0 (f3) = x — ¥ —1).

() est donc d’abord né ative, puis positive.

8! puis p

11 s’ensuite que f” est décroissante puis croissante.
f” admet un minimum en 0. Et il vaut 0.
f” est donc positive.
£ est donc croissante. Comme elle s’annulle en 0, elle est donc négative puis positive.
f est donc décroissante puis croissante.

admet en 0 un minimum, égal a 0 (simple calcul).

8! p
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f est donc positive. C’est ce qu’on voulait.

Lﬂ.\ Soit f deux fois dérivable avec f” positive. Montrez que si f'(a) est nul, alors f admet un minimum en 4.

f' est donc croissante.

Comme elle est nulle en g, elle est donc négative (ou nulle) avant, puis positive apres.
f est doonc décroissante, puis croissante.

Bref, c’est un tableau de variations qui nous dit que f admet un minimum en a.

Rappelons qu’avec I'annulation de ' ont n'a pas forcément un minimum.
Oui, je sais, ¢a peut étre un maximum.
Mais ce peut étre aussi ni l'un ni l'autre, comme avec x — x3e0.
Le critére est « annulation et changement de signe de la dérivée ».

—a)2 1
Mais ici, on peut aussi écrire f(x) = f(a) +0.(x —a) + (xfa) / (I—t).f"(tx+ (1 —t).a).dt
0
I'intégrale est positive par positivité de f”. Le carré devant l'intégrale I'est aussi.

La différence f(x) — f(a) est donc positive.
On a bien un minimul en 4.

o430 .. 1 1 X —a
L&' QO Montrez, pour x eta posmfs : ; > E 2

(cas d’égalité ?).

_ 2 _ _ — )2
Quoi de plus simple que de calculer la différence : 1.1 Lo _Toxa +(x—a)x = (x—a)
X a a2 x.a2 x.a2

Mais je le trouve plus joli par convexité.
L’application x —— — a pour dérivée seconde x — 3 positive.

x
La formule de Taylor avec reste intégrale entre a et x donne

1 1 -1 (x—a)? [l 2
- == —a)c— + ———. 1—t),——F————dt
x a+(x 2 2t /o ( ) (a+t(x—a))
(x—a? ! 2 . : :
Le terme ~———. / (1 —t).——————=5.dt est positif, c’est ce qu’on voulait.
1 0 (a+t.(x—a))d

2 2
Montrez : ) 2 — | = e D@2, et ), li—j* = n(nt+1)7.(n+2)

0<i<n 3 0<i<n 6
0<j<n 0gj<n

a double entrée et sommez en colonne ou en ligne).

(voyez tout ¢a dans un tableau

Partons du plus compliqué : Y | — j*[.Ily a (n+ 1)? termes (i et j varient de maniére indépendante).

0<i<n
0gj<n

Séparons en trois ) _ 2 — 7, Y |i2 — %] et Y 2 — 7.
0<i<j<n 0<i=j<n 0gj<i<n
Celle du milieu est nulle.
Les deux autres sont égales par symétrie des roles.
Onse concentresur  y_ (% —i%).
0<i<j<n
j—1
On la découpeen ) ( Y (- iz)).
o<j<n =0
j_
Pour chaque j, la somme ) _( 2 — i2) est faite de j termes égaux a j2 : total >
i=0 -1 . o
la somme Y _ i* réputée pour valoir G=1)J '6(2'] )
i=0

—_
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4.3 437 —j 4 & 4 2.(j+1)?
On somme ensuite ces termes % en séparant & ];) P = 8.%
3 ifz _ 3 +D-2j+1)
6 faur 6 6
1 & 1j.(G+1
6.];;) j3 = 6.] U ;_ ) (formules du cours)
Et on ré-assemble.
0/1[2[5]4
0/o[1[2]3]4
On pouvait aussi voir un tableau tel que % ; (1) (1) % g
3[3[2]1]0]1
4[4[3[2]1]0
01|23 |4 0(12]3 |4 012 (3|4
0 1{2]3]4(|0]o0 0
-y . |1 12|31 0 11
On percoit bien le découpage en trois > T ; et T3
3 1|3 0 33|21
4 4 0 4 4|3 |21
0|1|2|3]|4
0
1)1
Et dans AERE
33 1
4 4|3 |21
on peut aussi tres vite découper en diagonales
012 (3|4 012 (3|4 0|12 (3|4 01234
0 0 0 0
1|1 1 1 1
2 1 1212 2 ]2
3 1 3 2 3|3 3
4 1 4 2 4 3 4 | 4

Onanfoislel, n —1foisle 2, n — 2 fois le 3 et ainsi de suite.

n n n
On calcule donc Z (n —k).k et 1a le calcul est plus rapide : n. Z k— Z k2.

k=0 k=0 k=0
01123 4
Olof1]4]9]16
Avec cette méme idée, la somme des carrés donne 1]1]of1]4]9
214101 4
3lo9lal1]0]1
411692110

n
On laisse tomber une diagonale, et on double 2. ) * (n — k).k?
k=0
(oui, en fait, la diagonale est comptée deux fois, mais elle est nulle).

n n
Cette fois, c’est 2.1. Z K2 — Z k3. Bt on a au final la formule indiquée.
k=0 k=0

' 2 =
Lﬂ' On définit f = x — { 1 si @b ez x=at+by2 . Acceptez vous de représenter graphiquement

0 sinon
f?
Montrez que f est périodique de période 1.

1
Montrez que f n’est pas périodique de période 5

On se donne x. S'il est de la forme a + b.1/2, alors a + 1 s’écrit (a + 1) + b.\/2.
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On calcule les deux images : f(a 4 b.v/2) = 1et f(a +14+b.v/2) = 1.

S’il n’est pas de la forme a + b.v/2, il en est de méme de a + 1 (raisonnement par l’absurde).

1
Pourrait elle étre périodique de période 2 ?

On auraitalors 1 = f(0) = f(%)

1
Ceci signifierait que 5 s’écrirait a + b.v/2 avec a et b entiers.
Et ¢a c’est impossible.

Mais pourquoi ? Apres tout, en choisissant bien a et b, peut étre. Comme avec Bézout.

1-—2.
Mais on aurait alors 1 = 2.4 + 2.b.4/2 et donc v/2 = a. Et /2 serait rationnel.

Ou alors b serait nul, mais il y a une contradiction de parité.

LO“&' Q On veut montrer que pour 1 entier, \/71 est soit entier (comme 1/16), soit irrationnel (comme /7).
On suppose /n = Z avec p et g entiers premiers entre eux. Montrez qu’il existe a et b entiers vérifiant
an.g+b.p=/n.
Concluez.

La fraction \/n = P stant supposée irréductible, on peut écrire une identité de Bézout entre p et g :
3(a, b) € Z?, ap+bg=1
On la multiplie par /7 a droite, par 5 a gauche, ce qui ne change rien : a.p.s +bp=+/n.

p* p*

Mais si on a posé /n = s, on a immédiatement n = el puis n.g = FE
Notre formule devient donc a.n.q + b.p = /n.

Le réel /1 est donc une conbinaison d’entiers, c’est un entier ((Z, +,.) est un anneau).
On a donc prouvé Vn, (vVn € Q = /n € Z)

C’est aussi Vn, (n € Q) ou y/n € Z.
On reconnnait la formulation « soit entiern, soit irrationnel ».
2x—1

Montrez pour x positif : Arcsin(x) > A

SN

C’est bon, on a reconnu la convexité de la fonction

. 1
arcinus entre x et 5.

Pour commencer, on dérive deux fois : I —— L
P 5

Y _ . .
Aresin”(x) = — =7 (comptez bien les signes

(1-22)
moins et les 2).
On confirme : dérivée secnde positive, donc graphe au
dessus de ses tangentes.

1 .
La tangente en a = 5 @ pour équation

y= Arcsin(%) + Arcsin’(%).(x - %)
Avec les valeurs :




2x—1
Quitte a simplifier : y = Ty f/ﬁ . Et par la formule de Taylor si on a le crourage de l'écrire :

6

\
+
+

Arcsin(x) = 76r

avec une intégrale positive.



