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Entramement
1~0) Calculez det(VAM(1, j, j*)|, det(VAM(1,i,—1,—i)| et det(VAM(1, e"7/3, ¢*-7/3, ¢31/3, phint/3 o5im/3) 75

Comparaison des moyennes

I1~0) a et b sont deux réels strictement positifs. Dérivez deux fois t — In((1 —t).a +t.b) — (1 —t).In(a) — t. In(b)
(notée f) ; calculez f(0) et f(1) et montrez que f est croissante puis décroissante sur [0, 1] et déduisez son signe

sur [0, 1].
II~1) Déduisez

V(a1, a2) € (RT)%, V(Ay, Ap) € (RT*)?, 1“(

A1 + )Lz.blz) S Aq. ln(al) + As. ln(az)
A+ A AL+ A

II~2) Montrez alors par récurrence sur 7 [ s

Y(ay,...an) € (RT)", Y(Ay, ... Ay) € (RTF)", 1n(

[1~3) Déduisez

V(ay,...ay) € (RT)", ln(

At.aq +...+/\n.an) < A.In(ay) + ...+ Ay.In(ay)
M+ .o+ Ay M+t Ay

al—l—...—i-an) 21r1(111)—1—...4—111(an) of ”alx...xan<a1+"'a”
n n n

Inégalité de Hadamard

On va prouver l'inégalité de Hadamard :
soient Uy, ... U, n vecteurs colonne de C" et C la matrice de colonnes U; a Uy, alors on a | det(C)| < |Uy].... |Uy|
ott |U| est le module du vecteur complexe +/|u1 |2 + ... + [uy |2

II~0) Si C est est la matrice complexe de coefficient général c¥ (i ligne de 1 a p, k colonne de 1 & g), on défi-
nit C* la matrice de terme général 7¥ = ci (conjuguée de la transposée). Montrez : V(a, ) € C2, V(C, D) €

(My(C))2, (a.C+ p.D)* =&.C* +p.D*[1n ]

III~1) Montrez pour deux matrices C et D de formats compatibles : (C.D)* = D*.C* (et pas juste par un « on voit

bien que ») 2n )

II~2) Montrez que pour C dans M,,(C) , la matrice C*.C existe et donnez son format, vérifiez que ses termes

diagonaux sont réels positifs. 2p ]

I1I~-3) Montrez que pour tout vecteur colonne U de C", U*.U est un réel positif. Dans quel cas est il nul ?( zp_]
III~4) On pose pour cette question r = e2im/5 ot C = VdM (1,r, 2,13, r4). Calculez C*.C et donnez la valeur de

| det(C)[(Gn )

IV~0) Soit C une matrice carrée complexe de format 1, on pose A = C*.C, montrez : det(A) = | det(C) |2.

IV~1) Montrez : Vk, a,’i € R* et A* = A. Montrez montrez que si l'un des a,’i est nul, alors on a det(C) = 0 et
montrez que l'inégalité de Hadamard est alors vérifiée s ]

V~0) On supposera donc pour la suite Vk, a,li € R™. On définit les matrices D = Diag(y/a},...,\/a})
B =D1.A.D~'. Montrez Tr(B) = n et det(B) € R*. Montrez : B* = B ]
V~1) Montrez que pour tout vecteur colonne U de C", U*.B.U est un réel positif 2]

V~2) Soit A une racine (éventuellement complexe) de det(B — A.I,) = 0. Montrez qu’il existe au moins un vecteur
U non nul dans C" vérifiant B.U = AU 1p ] -

V~3) Montrez alors U*.B.U = A.U*.U et (U*.B.U)* = AU*U 2 ) (e ]
V~4) Déduisez : toutes les valeurs propres de U sont réelles et positives 2 )



n
V~5) Déduisez & 1’aide de la partie I : det(B) < (@) .Déduisez : det(A) < al x ... xal[zn

V~6) Retrouvez alors I'inégalité de Hadamard.( zp ]

Hadamard rencontre VanDerMonde

V~7) Si Q) est une partie du plan, on appelle diametre de () le maximum des AB quand A et B décrivent (). Quel
est la diamétre du disque de rayon 1 et de centre 0?( 1]

V~8) Si () est une partie du plan, on appelle triametre de Q) le maximum des (AB) x (AC) x (BC) quand A, B et
C décrivent ). Donnez le triametre d"un segment de longueur L. 5]

V~9) Soient A, B et C les points d’affixes el P et ¢l7. Montrez { 2p

(48 ¢ (4C) s (50) = sin (5 2)] i (257« i (25|

V~10) Annulez simultanément ces deux dérivées (x — sin(x).sin(y).sin(x +y))’
et (y — sin(x).sin(y).sin(x +y))" 1]

V~11) Déduisez 8 x ’sin (#)‘ X ‘sin (ﬁ%)‘ X ‘sin (%)‘ < (3)3/2.
V~12) Déterminez le triametre du cercle de rayon 1 et de centre 0. 2]

V~13) Plus généralement, le n-ametre d"une partie Q) est le maximum des produits [ ]; - (A;Ax) quand (A1, ... Ay)
décrit )". Montrez que si les points (Ay)x<, ont pour affixes (ar)r<n, | [(AiAr) = |det(VdM(ay, ... an))| [ 2n

i<k
V~14) Montrez en utilisant le théoreme de Hadamard que le n-ametre du disque de centre 0 et de rayon 1 est

n
majoré par [ | vn[on )
k=1
V~15) Montrez que le n-ametre du disque de centre 0 et de rayon 1 est exactement égal a n"/ 2.

Hadamard : le retour sur R

VI~0) Montrez pour une matrice réelle A a coefficients entre —1 et 1 : | det(M)| < n"/2. Donnez une matrice de
taille 2 sur 2 a coefficients entre —1 et 1 de déterminant maximal.

(n+1)n+1)/2

2”
dir avec une colonne de 1/2, une presque ligne de 0, faire des combinaisons en colonne et appliquer le résultat de

Jacques Hadamard).[ . ]
VI~2) Donnez une matrice de taille 3 sur 3 a coefficients entre 0 et 1 de déterminant maximal.

(n+1)n+1)/2

o = 0(n")ns oo Gr ]

Volé au Kangourou des mathématiques 2023, sy

VI~1) Montrez pour une matrice réelle a coefficients entre O et 1 : | det(M)| < (indication : agran-

VI~3) Justifiez :

J'ai raté mon dessin d'étoile de David. Les
deux triangles sont quand méme "paralléles".

Trouvez le périmetre et

3 / ['aive de ['hexagone 3

central. 6

- " Les nombres
Les trois figures sont des carrés. o
indiquent la 4

Calculez 'aire de la partie grisée.
longueur de

W

certains segments.
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Pour le premier exercice, il suffit appliquer le théoréme de Thales et d’utiliser la formule donnant 'aire d'un tra-
peéze (hauteur fois moyenne des deux bases), ou de soustraire 'aire d'un petit triangle rectangle a celle d'un grand
triangle rectangle.

P 3 Thales encore 8 Aive : 3x(3/2)/2  Aire : 8x4/2
s s s s s
g
3 3 3 3 3 4
4 4 /
3/2 3/2
Les trois figures sont des carvés. 8 8 . 3 8
Caleulez l'aive de la partie grisée. Théorme de Thales (milieux) 8 Différence : 55/4

Pour le second, on calcule la longueur du c6té de chaque triangle équilatéral. On trouve 11 et 13.
On peut alors compléter les longueurs qui manquent : 8 et 2.

[ J'ai vaté mon dessin d'étoile de David. Les ) pgy parallélisme, les angles 3 5 On connait donc le coté "
. Py 5 On confirme
deux triangles sont quand méme "paralleles". valent pi/3. du "grand" triangle
o 3 o avec l'autre
Trouvez le périmetre et Les petits triangles équilatéyal, 3 triangle, de
l'aive de ['hexagone 3 sont tous il vaut coté 11.
central, A équilatéraux. 6+4+3. B+aty = 13
Les nombres
indiquent la 4 4+ 1V 1 1V1
longueur de 1
\ certains segments. V ] \ AP / 3
Rappel : l'aire d'un triangle a a
équilatéral de coté a vaut On termine en soustrauyant a l'aive du grand 4
a(aV3 /2)/2 triangle les aires de trois petits triangles. a
a/2 v
L’aire de ’hexagone est une différence d’aires : un grand triangle moins trois petits.
V3 V3
On trouve suivant le découpage — (112 12 -22 62> ou — . (132 -32 42— 82).
Dans les deux cas :|20.1/3 u.a.
Il Quelques déterminants de VanDerMonde pour commencer. DS07
En appliquant juste la régle de Sarrus :
1 1 1
. 92| _ 5 0 2 .y 4 s .
L P =Pl = =37 =3 = 30" ) =3.(-i.v3)
Lo

En sommant les colonnes (puis les lignes) et en développant

11 1 1 11 2 2 11 1 1

1@ =1 =i [_[1 i 0 0 |_,|1 i o0 3

1 -1 1 -1 1 -1 2 2|7 %1 11 1|~

1 —i -1 i 1 —i 0 0 1 i 0 0
1100 Loy

=4|, 9 5 o|=4 % Bi é :8‘1 | =16
1 =i 0 0



i-1) (-1-1) (-i—-1)

On peut aussi utiliser la formule (=1—1) (=i—1i) .
(—i+1)
D’ailleurs, pour VdM(1,r, 23, 75) avec r = el-7/3 (racine sixiéme de 'unité), on utilise la formule produit et

on trouve

(r—=1) (-1 -1 (*-1) (-1 (r—1) (-1 (P*-1) (*-1) (P -1)
(—r) (P—r) (H—=r) (-7 r—1) -1 (FP*-1) (*-1) +*
(r3—r2) (r4—r2) (r5—r2) = (r—1) (rz—l) (r3—1) 70
(*=r) (57 (r=1) (21
(r° —1%) (r—1) r*
Les 710 s’en vont. Il reste (r — 1)%.(r2 — 1)%.(r3 — 1)3.(r* — 1)2.(r° — 1).
Mais on a quand méme r = —j? etdonc (r — 1)° = (=2 = 1)° = (j)° = j?
(=1t =(j— ) = (iv3)* =9
(rP-1P3=(-1-1°%=-38
(rt =12 = (?-1)?
(°-1)=(5i-1)
Le calcul se termine sans grand effort.
On verra plus loin une méthode plus astucieuse, en calculant V*.V et en passant au déterminant.
AL > f e
= 0 UL Inégalités avec des logarithmes. DS07
On note que quand f décrit [0, 1], 1 — t et f sont positifs, de méme que (1 — t).a + t.b.
On calcule cette fonction [en Oeten1 elle vaut OJ
On dérive t —— In((1 — t).a +tb) — (1 — t).In(a) — t.In(b) T f(t)
b—a
ent— m + ln(a) — h’l(b)
Pas facile d’en trouver le signe.
- (b —a)?
On re-dérive t — — —————-.
(1—t)a+tb
La dérivée seconde est négative. C’est donc que la dérivée
premiere est décroissante.
On a trois possibilités : e elle reste positive >
o elle passe du positif au négatif bo) 1 t
o elle reste négative
On élimine la premiere et la derniére. N . .
f ' décroit
En effet, si f’ reste de signe constant, f est monotone. Et elle \
ne peut pas prendre la méme valeur aux deux extrémités de
I'intervalle.
eut elle
Il ne reste qu’une possibilité : f’ est positive, s’annule (on ne P
sait pas trop ot1) puis devient négative. étre de 5;'gng constant ?

f est donc croissante puis décroissante.

Puisque I'application est croissante, puis décroissante, nulle en O et en 1, elle est positive entre 0 et 1.

OnadoncVt € [0, 1], In((1 —t).a+t.b) = (1 —t).In(a) + t.In(b).

Ar.ag + Az.az) S A1.In(a1) + Ap.In(ay)
M+ A A+ A

Pour a; et ap donnés, prenons |a = aj etb = ap

A2
Pour Aq et Ay, donnés, prenons |t =
1 P A+ Az

Quel rapport avec In ( ?




On vérifie qu'il est entre 0 et 1 (réels positifs, et dénominateur plus grand que le numérateur).
Ay
AM+A A +Ay
1n( 1-t) a + t b ) > (1-t) .In(a) + t .In(b)
} + A + \ 4 4

M M M A
In ( PYES TR + i, 2 ) = PYES .ln(al) + PP Em .ll’l(az)

On constate alors1 —t =1

Attention a qui est donné et qui vous définissez. Vous devez définir a, b et t a partir de ay, ap, Aq et Ay.
En effet, vous devez prouver un résultat en ¥(aq, ap), V(Aq,Az), c’est donc qu’on vous donne aq et autres. Ce n'est pas a
vous de les choisir.
Et comme vous avez déja démontré un résultat en V(a, b), Vt, vous pouvez I'utiliser pour tous les a, b et t que vous voulez.
A condition quand méme de vérifier que t est bien entre O et 1.
Bref, du travail de matheux sur les variables avant méme de calculer.
La chose sur laquelle on va vous juger, justement !

Ona prouvé

Aag+ ..+ An.an) S A.In(ay) + ...+ Ay In(ay)

V(ay,...an) € (RT)", V(1. An) € (RT)", 1“( M+ ..+ A M+t Ay

pour n égal a 2. C’est un bon début. Il nous manque I'hérédité.
On se donne 71 et on suppose 1'inégalité correcte pour n termes

1n</\1.a1+...+/\n.an> S A.In(ay) + ...+ Ay In(ay)
Mt A Mt A

On se donne un (7 + 1) réel a,, .1 et un (n + 1) coefficient A, 1. On veut établir le résultat au rang 1 + 1.

)\1.111 +...+ )\n.an . )\n-‘rl
Prenons|a = etb=x uis t = On a alors
[ M.+ Ay 1P A1+ + M)+ A
)\1++)\n Al.a]+...+An.an )\yH_l
1—ta+tb= . .a
(1-1) MA . FA) F A A+ Ay A+t An) + Apgr "1

Aay+ .o F Apaan + 10541

M+ o+ A+ A
Quant au membre de droite, il donne bien

On a bien

_ AM.In(ag) + ...+ Ay In(ay) + A1 In(a, 1)

1—£).In(a) + £.In(b
(1=1).In(a) + £.In(b) Mot Ant A

A+ .o+ Apaap + Anﬂ.anﬂ) S /\1.11’1(011) +...+ An.h’l(ﬂn) + Ayg1. ln(ﬂn+1)

Bref, on a finalement 1 >
ref, on a finalement n ( M+ F At Aup M+ F At A

On a prouvé

AMag+ ...+ )Ln.ﬂn) S /\1.11’1(&11) + ...+ /\n.ln(an)

Y(ay,...an) € (RT)", V(Ay,... An) € (RT¥)", 1r1( PP M+ Ay

On prend a présent le cas particulier o1 tous les A; valent 1 (réel positif) :

lag+...+ 1.an> S 1.In(a1) + ...+ 1.In(a,)

Y(a,...ay) € (RT¥)", 1n( . > -

On passe a 'exponentielle en citant I’argument : application croissante :

V(ay,...an) € (R*)", w > exp <1n(a1) +. .;.1+ 1.In(a,)

) = exp (%.ln(al X ... X an))

. <pe n 1 In(4) . .
On simplifie en rappelant VA = A =e¢ i etonabienla comparaison des moyennes attendue.

a +...+
n

. e an .. . PP
La moyenne arithmétique dépasse toujours la moyenne géométrique {/a; X ... X a,.



Le coup de génie ensuite va étre de considérer la somme ay + . .. + a, comme la trace (somme des valeurs propres)
le produit a % ... X ay comme le déterminant (produit des valeurs propres).

— (.1l Résultats préliminaires sur les étoiles. DS07

Le résultat V(a, B) € C% V(C, D) € (Mp4(C))?, (x.C+ B.D)* = a.C* + B.D* est une application directe de la
définition.

La formule (C.D)* = D*.C* est aussi assez évidente. Conjuguer le produit ou multiplier les conjugués, c’est pareil,
non?

Ensuite, la transposition change 1’ordre.

Mais il faut quand méme donner une preuve propre. On introduit donc des notations :

| matrice [ C[D] C.D \ (C.D)* | DO | C | \ D*.C*'

4né Il gk | sk =y o gk i _ ok i — gk
terme général | c; dj s; _chi'dj 0 = ¢ (Sk—dj «

formule

i gk gk v gk ik
Sk_chi'dj_ZjCi'dj ——E]'Ci.de Uk_zj ]"Ci

Il y a bien égalité des termes généraux.

Prenons une matrice éventuellement rectangulaire (p [ignes et g4 colonne)s.
La matrice C* est une transposée (g lignes et p colonne)s.

q

Le produit se calcule et donne une matrice carrée :| q i = q a q lignes et g colonnes.

P

Mais la question est plus longue que ¢a. Ce n’est pas juste une question de format. I faut montrer que les coeffi-
cients sont réels.

En version « pour comprendre »

/ ”

a b ot d Yy b laf? + [b[? + |c[2 + |d]?
a v o d . A "pareil”
an b/r Cu d” d d/ d” |LZ"‘2 4 |b/r‘2 + ‘Cu|2 + |drr|2
En version propre.
Le terme général de la diagonale de la matrice est de la forme
SN k - kK ‘ k2
Z’ﬁcci = ch ¢ = Z |ci
i=1 i=1 i=1
On a la somme des carrés des modules de termes de la colonne.
On se donne U et on calcule U*.U. Le calcul est direct :
Ui
Uy
U= (uwm w ... i ). : = Wy + Tty + . Tty = |uq |2 4 |up]® + ..+ |u|?
Un

C’est visiblement un réel positif, et méme strictement positif (sauf dans 'unique cas du vecteur nul).

Une matrice de VanDerMonde qui revient.
On a la matrice C, sa transposée/conjugués C* puis la matrice produit, mais déja, il faut simplifier C. Et quelle que
soit la convention prise entre la matrice de VanDerMonde et sa transposée, il n'y a pas de différence !

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 r 2 B 1 r 2 P
C=|1 2 +° 8 =172 r
1 P o P g2 1 P r 2
1+ B8 12 4l 1 B 2oy



Pour la conjugaison, on va utiliser 7 = 74 et 12 = r> et autres

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 r 2 P 1 r 2 B 1 M B 2y 1 r 2 B ¢
c’c=|1 2 H r 1 72 # r Bl=1 P r * 12 1 % ¢ r P
1 ©¥ r 1 2 1 P r 1t 2 1 2 A v 3 1 B r 2
1 ¢ P2y 1 ¢ P 2y 1 r 2 © r 1 P 2y

Les termes diagonaux sont a chaque fois des sommes de cinq 1 (1 rencontre m1 , rencontre r* et r> rencontre 3).

Les termes hors de la diagonale valent 0 (somme 1 + 7 + 7% + > + r* prise dans le désordre, mais toujours somme
5

—_rr selon les gofits). Bref :| C*.C = 5.15

1
des racines de I'unité, ou 1
On passe au déterminant : det(C*).det(C) = det(5.I5) = 5°.
Pour passer de C a C* e on transpose : sans effet sur le déterminant.
e on conjugue : idem.
On montre ici proprement [det(C *) = det(C )]

En effet, si on pose 'yli( le terme général de C*, on a

det(C) ZSgn ZSgn o) | olm

= ZSgn ZSgn Vo) = = det(*C*) = det(C*)

Ce résultat servira de nouveau plus loin.

On a donc obtenu finalement det(C). det(C) = 5° soit | | det(C)| = 5°/2

f;i

ﬁ/—h Théoreme de Hadamard proprement dit. DS07

On part de la matrice C et on effectue le calcul C*.C.

Elle existe, elle est carrée, et ses termes diagonaux sont de la forme Z |ck .
j=1

Le calcul a déja été fait.

On calcule A* = (C*.C)* = C*.(C*)* =C*.C = A.
On a utilisé (C.D)* = D*.C* mais aussi (C*)* = C.
En effet, son terme général est ocf( qui donne ai-‘ par double transposition et passage deux fois au conjugué.

On a déja montré [det(C*) = det(C)]
On multiplie : det(C).det(C) = det(C*).det(C) = det(C*.C) = det(A).

Supposons que 1'un des aksmt nul. On a alors 2 |ck ? =
i=1

Comme c’est une somme de carrés de modules, on n’a pas le choix : c¥, c§ jusqu’a cksont nuls.
La matrice C a une colonne entiére de nulle. Son déterminant est nul.

n
Dans ce cas, ona det(C) = 0 < [ [ |Cy|*.
On va donc mettre de coté ce cas et passer au cas général oit les a’lgsont tous strictement positifs.

i)

Quand on multiplie & droite par D~ , chaque colonne de A est divisée par son ag.

La matrice diagonale D est inversible, d'inverse Dia g(

Quand on multiplie a gauche, c’est chaque ligne qui est divisée par son \/a? .



1 1
1/,/al 0 0 BRI 1/,/al 0 0
Vérifiez de téte : 0 1//a3 0 ) u% aé ag . 0 1//a3 0
0 0 1/y/dd R 0 0 1/y/ad
1/4/at 0 0 al/\/al at/\/a3 a3/\/a3
= 0 1/4/ad 0 ay/y\/a} a3/\[a} a3/\/a3
0 0 1/4/a3 ay/y/al a3/\/a3 a3/.\/a]

En particulier, tous les termes diagonaux sont égaux a 1. On somme, (Ia trace de B vaut n}

Le calcul de B* est direct :

B* = (D LAD Y = (D YA (D V)" = (D 1HA(D ') =B

En effet, la matrice D est diagonale (rien ne change si on passe a sa transposée), et ses coefficients sont réels.
On a montré aussi plus haut A* = A .

Les matrices vérifiant M* = M seront qualifiées de hermitiennes (hommage a Charles Hermite).
Et elles ont un role essentiel en algebre linéaire.

Le déterminant de B est le produit det(D)?. det(A). Et det(A) est un carré de module. C’est un réel positif.

On va calculer U*.B.U (formats compatibles).
C’est une matrice de taille 1 sur 1, c’est donc un complexe.

On lécrit U*.(D~L.Cc*.C.D~1).U.

On regroupe méme : (U*.D~1.C*).(C.D~L.U).

Comme D est diagonale a coefficients réels, ceci devient méme (U*.(D~1)*.C*).(C.D~L.U).
On réussit méme a I'écrire (C.D~1.U)*.(C.D~L.U).

Si on pose V = C.D~'.U, on a un nombre de la forme V*.V.

C’est un réel positif.

La difficulté : equand faut il en revenir aux coefficients,
o quand peut on se contenter de rester a I'étage des formules sur les matrices ?

det(B — A.I,) est le polyndme caractéristique de B.
C’est un polyndme de degré n dont des coefficients sont la trace et le déterminant de B.
Et ses racines sont les valeurs propres.

Vous allez me dire que c’est ensuite direct : a chaque valeur propre, on associe un vecteur propre.
Mais si on doit le prouver.

B — A.Iya un déterminant nul. Elle est donc non inversible. Le systeme (B — A.I,;).U = 0, est dégénéré.
Il admet donc une solution non nulle.

On a un vecteur vérifiant B.U — A.I,.U = 0,, soit B.U = A.U.

Notre vecteur propre vérifie donc B.U = A.U.
On multiplie a gauche par U* (formats compatibles). On a U*.B.U = U*.(A.U) = A.U*.U car les nombres sont
sans format et traversent tout.

On calcule alors (mais de plusieurs fagons) : (U*.B.U) = U*.B*.(U*)* = U*.B.U car B* = Bet (U*)* = U.

On attaque par un autre angle : (U*.B.U)* = (A.U*.U)* =' (A.U*.U) par définition.
Mais la transposée d'un réel est ce réel lui méme : (U*.B.U)* = (A.U*.U)* = A.U*.U = A.U*.U.




Mais le complexe U*.U est en fait un réel positif :

(U*.B.U)* = (AUU)* =AU U= AUU=\U"U

Et si on met tout bout a bout :

AU U = (U*.B.U) = (U*B.U)* = (AUSU)* = AUU = LU0 = AUU

En reliant : A.U*.U = A.U*.U. Et comme U*.U est non nul (somme de carrés de modules), A = A.

Le complexe A (racine du polyndme caractéristique) est forcément réel.
Le polynome caractéristique de C n’a que des racines réelles.

Néanmoins, si je repars de U*.B.U = A.U*.U et de U*.B.U € R, j’ai méme en une fois UU;BLIU = A|(le dénomi-

nateur est un réel non nul).
C’est bon, les racines du polyndme caractéristique sont toutes réelles, et positives.

*

Attention, dans le quotient il n’y a pas de simplification formelle.
_ 3 1-i n
(mom)-(4 3 5 ) ()
(m m ).< " )

A présent que Ies racines du polyndme caractéristique sont toutes réelles, on peut leur appliquer le résultat sur les
moyennes :

Par exemple

A ...+ A
\”/Alx...xAngu

n

Mais les relatons coefficients racines dans le polynome caractéristique permettent d’identifier somme et produit
des racines

/\1+...+/\n)”: (TT(B))”

det(B):Alx...xx\né( . —

Quelques questions plus haut, on a calculé les coefficients diagonaux de B et sa trace : Tr(B) = n.
Revenons a son déterminant :

det(A) det(A) |det(C)?
~ det(D)2 (\/Ex“' X /@) Coalx..oxal

\det C)|2 . . 1 k N 3 k|2
On a donc m < 1 soit bel et bien | det(C)| < y/a; x .../a}l avec chaque \/a égal a ; |cF|* (norme

n

det(B) = det(D1).det(A).det(D1)

du vecteur colonne).
Le théoreme de Hadamard est établi.

— L Diametre. DS07
Pour le disque, la distance de A a B est toujours plus petite que2 : AB< AO+OB <1+1.

Et ce majorant 2 est atteint. [Le diameétre du disque vaut 2]

Le trimétre fait intervenir trois points.
On prend donc A, B et C sur un segment de longueur L. On veut maximiser le produit des trois longueurs. On sa
doute qu’on va mettre deux points aux extrémités pour maximiser un produit, et le troisiéme point au milieu pour
équilibrer les choses.

. . L L . s
On a envie de dire qu’on va prendre AC = L, AB = —~ et BC = > (car B serait le milieu).

2
3

. L
On va montrer que la diametre du segment vaut T (homogene a un cube, c’est bon).
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Reste a le prouver.

On va prendre trois points sur le segment [OL] de longueur L et les repérer par leur distance a une extrémité fixée
0.
En prenant les mesures algébriques, ona AB = b —a, AC = c —aet BC = c — b. Le produit a maximiser est

|b—al.lc —al.]c — b]
Quitte a profiter de la symétrie des roles, on va supposer que 1'ordre des points sur le segment est O, A, B, C et L.
Les valeurs absolues s’en vont et on veut maximiser (b —a).(c —a).(c —b) avec0 <a < b < c < L.

On prendra des inégalités strictes, car si deux points sont confondus, le produit des distances est nul et guere
maximal.

Pour maximiser (b — a).(c — a).(c — b) vue comme fonction de g, il suffit de prendre a = 0 car sur [0, b], 'applica-
tiona — (b —a).(c —a).(c — b) est décroissante.
On a donc maintenant b.c.(c — b) (on s’en doutait, on prend A & une extrémité du segment).

Mais ensuite, ¢ — b.c.(c — b) est croissante sur [b, c|. Pour maximiser, on prend donc ¢ = L.

On a donc maintenant b — b.L.(L — b).
L3

. L .
Le maximum de cette fonction parabolique estenen b = 5 et on a bien T

Passons au disque. On a cette fois des termes tels que |¢f — ¢'*| puisque la distance est la norme du vecteur, et
que ce vecteur se calcule par différence des affixes.
Mais un calcul classique (1 on revient au début d’année) donne
. -«
= 1.’2.z.sm (L)‘

j At B i B i otB
o) o 2

(qui a perdu du temps avec des calculs de trigonométrie atroces dont il se sentait fier avant de lire la correction ?)

. ﬁfa
L

. B
et L

|ei.ﬁ_ei.1x|: o

On fait de méme avec les deux autres modules de différences. On a donc bien

(AB) x (AC) x (BC) = |e"® — e"P|.|e"P — e7|.|e"Y — | = ‘2. sin (#)’ X ’2. sin ([FTIYH X ‘2. sin (%)‘

Comment va-t-on disposer nos trois sommets pour maximiser ce produit ?

Evidemment, on pourrait majorer ces sinus par 1.
a—p T B—a T y—a T
=+,

2 2’ 2 T 20 2~
T 3.7 _3‘l

T . . .. . T
+ 2 et méme en jouant sur les trois signes, on ne eut obtenir que o5 —E, - ou >

Mais un tel majorant n’est pas réalisable. Il exigerait en effet
T, T
4z

Et t:0==
en somman i)

On étudie donc une fonction de deux variables x et . Qui seraient x et y ?

Réponse :[ = ﬁ;“,y: ,Y;ﬁ etdoncy+x = %
Comme &, B et v sont entre 0 et 2.77, quitte a les supposer dans l'ordre 0 < & < § < ¥ < 2.77, les demi angles sont

entre 0 et 77 et ont un sinus positif. On peut effacer es valeurs absolues autour des sinus.

On a donc une fonction de deux variables (x, y) — sin(x).sin(y).| sin(y + x)|.
On dérive comme proposé.

En maths, on retrouve I'avantage par rapport i la physique.
(x — sin(x).sin(y).sin(x + y))’ a un sens et ne nécessite pas de 9 et de racontars « i y constant ».
C’est con de dire que y doit étre constant, une fois qu’on a dit que LA variable est x, non ?
Les physiciens ayant la facheuse habitude de ne pas préciser qui sont les variables, ils sont obligés de dire qui ne I'est pas (et
qui est donc constant). Bonjour la définition « en creux ».



(x — sin(x).sin(y).sin(x+vy) ) = (x+— cos(x).sin(y).sin(x +y) +sin(x).sin(y).cos(x +y)
(y — sin(x).sin(y).sin(x+y) ) = (y+—— sin(x).cos(y).sin(x+y) +sin(x).sin(y).cos(x +y)

Pour trouver le maximum, on annule les deux dérivées (maximum a la fois en x et en y).
On demande donc sin(y).sin(x + x +y) = 0 et sin(x).sin(y + x +y) = 0.

Ne me dites pas que vous n’avez pas reconnu cos . sin + sin . cos dans nos formules !

On en va pas annuler sin(x) et/ou sin(y), le produit serait alors nul, et pas maximal.
On va donc annuler sin(2.x + y) et sin(x + 2.y).

x 2y = . . e
On ne le fera pas avec { 2% 4y 0 ’ qui conduisenta x =y = 0.
2y = & P
On va essayer avec { 2% 4y = 0 x est négatif. On refuse.
. x 2y = &m T
On va poursuivre avec { 2% 4y = = ‘ Cette fois : x =y = 3

p—a _m . y—p_ T
—3pu1s > T3

On a donc [(ei"", B, etT) = (e, et g21T/3, ol ghiT/3 )} Les sommets d'un triangle équilatéral.

On trouve alors

On a la solution attendue : le triangle équilatéral, de sommets 1, j et j2 (a rotation pres).

)
)
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fz@ ra
*Jirh Et avec VanDerMonde et Hadamard ? DS07

Le cours nous informe sur la valeur du déterminent de VanDerMonde :
1 1 ... 1
a ar . an

det(Vdm(aq,...ay)) = ) ) . = H (a —a;)
: : : i<k<n
(al)”_l (az)"_l .. (an)”_l

On passe au module (module du produit, produit des modules) :

det(VdM(al,...,an)): H ‘llk—lll'|: H ‘A,’Ak‘

i<k<n i<k<n

puisque chaque module de différence est une distance entre deux points.

Mais la matrice V est une matrice complexe carrée a laquelle on peut appliquer la formule de Hadamard.
1 suffit de calculer la norme de chaque colonne : /1 + |ag| + |ag|> + ... + |ax|" L.

n

Bref,ona [] |AiAx| = |det(VdM(ay,...,a,))| <] ] \/1 + lag| + a2+ ...+ |ag|r 1t
i<k<n k=1

Et ot sont les Ay ? dans le disque unité. Donc chaque affixe est inférieure ou égalea 1 :

n n
[T 14iAcl = |det(VAM(ay, ..., a,))| < H\/1+ lag] + a2+ o P VIHT+T+. 41
i<k<n k=1 k=1

n/2‘

et dans chaque somme il y a bien 1 termes (de a° a |a|"~!). La majoration est bien en (/7)" ce qui fera n

Peut on atteindre cette majoration ?
Oui, avec des points équitablement répartis.

Prenons les sommets d’un polygone régulier a n sommets, d’affixes e2%7/".
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Le produit des distances est alors juste le déterminant de la matrice de VanDerMonde (VdM(l, r,... r”_l)} en po-
2.ik.m/n

santr = ¢
Mais reprenons 1'idée de I'hexagone et calculons V*.V.

Le terme général de V est ai»‘ = (rkfl)] ~1 (indexation matheuse) c’est & dire r=1)-(=1)
Le terme général de V* est alors zx{( = a;-‘ =y~ (=1)-(k=1),

Rappelons ici : 7 = r~ 1.

Le terme général de la matrice produit est alors

i no— . . .
j=

™=

v =

1

M-

I
—

j=1

]

On se dit qu’on aurait di prendre une indexation pythonienne, de0 an — 1.

(r(k_i> )j_l

M-

Il
—

n
bff = Zr(j—l)-(k—i) -
=1 i
On distingue deux cas : k = i les nn termes valent 1

i , , 1— () o
k # i r*~1 est une racine de I'unité, la somme vaut % ce qui fait 0.
j— r -

Bref, bllj =n (sii = k) et sinon bf.‘ =0.
On a montré donc V*.V = n.I,.

On passe au déterminant : det(V).det(V) = det(V*.V) = det(n.I,) = n".
On a donc |det(V))| = n"/2.

Le majorant est atteint, c’est lui le maximum (borne supérieure).

+
o

i Siima

— —.1ll Inégalités de Hadamard pour les matrices réelles. DS07

On appliquer le résultat connu sur les matrices complexes :
|det(M)| < |Up] x |Up|...x |Uy| = \/(a%)2+...+(a,11)2 X .o X \/(a§1)2+...+(az)2

Comme chaque coefficient est entre —1 et 1, chaque racine est plus petite que /7 et le produit ne dépasse par
(n1/2)" ce qui fait bien n"/2.

4oal . . -1
Pour n égal a 2, peut on atteindre 22/2 ? Oui, avec 11
Pour Ies matrices a coefficients entre 0 et 1, laissons nous guider par I'énoncé, avec une narration en taille 3 :
1 1 1 1 1
b 2 000 2 T2 T2 T3
a ¢ L v b ¢ 1 —1 -1 -1
ad v o |=2|12 =|1 3 3 ]
I / / / 1 r 1 r 1 r 1
” 7”7 ” a b C b C
I : SRR S SR
5 a’ b ¢ 7 a'—5 b —5 -3

Le déterminant est resté le méme (développer par rapport a la premiere lignes), puis par combinaisons il n’a tou-
jours pas changé.
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Mais maintenant on a une matrice de taille # 4+ 1 dont tous les coefficients wf-‘ (i de 0 a n et k aussi) sont entre — 5 et
1

E .
On majore par inégalité de Hadamard :

det(matrice, 1) < \/(a8)2 + ...+ (a9)? x \/(oc(l))2 +.oF (ad)2 0% \/(zxg)z + . (a)?

/1 1 vn+1
Chaque racine se majore par 1 +...+ 1 soit n2+ .

V4 1y\n+l
i)

Etilyenan+1.On a donc | det(matrice,1)| < (
On multiplie par 2 :

n+1 (n+1)/
det(A) < 2,(VIET)" (i TR

Cette majoration est meilleure que celle obtenue en disant « les coefficients sont entre 0 et 1 donc entre —1 et 1) :
(n+1)(n+1)/2 n/2

o <n
011
Une matrice de taille 3 a coefficients entre 0 et 1 et de déterminant 2 1 01 écrivez si vous le voulez la
1 10
1 _1 _1
(A S C
matrice de taille 4 sur 4 qui lui correspond. Moijai [ ¥ 2 2, % dont les vecteurs colonne sont deux a
I S
2 2 2 2

deux orthogonaux !
1 0 1 1 10
Maisaussi{ 1 1 0 Jou| 0O 1 1
01 1 1 01
+ 1 (3+1

3+1)
23

2 est le maximum, puisque c’est notre maximum de tout & I'heure.

(n+1)0+D72

on
nn/z

o nAIN2 (1)
secnt( ) . .

on
e (M 1N/2 1 1\"
La forme indéterminée (T) est dans le cours a un exposant pres : (1 + E) converge vers e .

Le quotient

. n+1\" 1 . o 1 1
Rappel : le logarithme de (T) vaut n.1n (1 + ;) et un développement limité donne n. (E +o0 (Z) >
La limite du logarithme vaut 1.

Il reste ensuite v/n + 1 (équivalent en fait & \/n face a 2".
Les « polynémes » en n s’écrasent devant les exponentielles.

vVn+1

On a donc on — 400 0.
LYCEE CHARLEMAGNE : (I 2022 DS07 2023
— nmu = L
M.P.S.1.2 Wiy, NP 79- points




